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INVESTIGATION OF M/G/1//N SYSTEM WITH
IMPATIENT CUSTOMERS, UNRELIABLE

PRIMARY AND A BACKUP SERVER

Á. Tóth, J. Sztrik

University of Debrecen, Debrecen, Hungary

This paper investigates a finite-source retrial queueing system char-
acterized by request collisions, primary server unreliability, and the
inclusion of a backup server. In cases of collisions, when a new
job arrives while the service facility is occupied, both jobs are sent
to a virtual waiting area called the orbit. Customers in the orbit
make further attempts to access the server after a random interval.
During server breakdowns, the customer at the server is transferred
to the orbit. The system consists of a backup facility when the
primary server is unreachable to process requests while the main
service unit is under repair. The novelty of this study lies in the
implementation of the impatience of the customers and conducting
a sensitivity analysis using various service time distributions for the
primary customers. We examined a scenario where key performance
measures are visually represented, highlighting the observed dispar-
ities. Keywords: simulation, queueing system, finite-source model,
sensitivity analysis, backup server, collisions, unreliable operation,
impatience.

Introduction

In the current era of increasing traffic volumes and growing user bases,
analyzing communication systems and designing optimal configurations
present significant challenges. Information exchange plays a crucial role in
all aspects of life, making it essential to develop or adapt mathematical and
simulation models for telecommunication systems to meet these evolving de-
mands. Retrial queues are particularly effective and suitable for modeling
real-world scenarios encountered in telecommunication systems, networks,
mobile networks, call centers, and similar fields. Numerous scholarly works,
such as those referenced in [2] and [3], have extensively investigated various
aspects of retrial queuing systems characterized by retrial calls.

In certain contexts, researchers assume the perpetual availability of ser-
vice units; however, operational interruptions or unexpected events may
occur, leading to the rejection of incoming customers. Devices across vari-
ous industries are prone to malfunctions, making the presumption of their
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infallible operation overly optimistic and impractical. Similarly, in wireless
communication environments, diverse factors can affect transmission rates,
causing interruptions during packet delivery. The inherent unreliability of
retrial queuing systems significantly impacts system functionality and per-
formance metrics. Additionally, halting production entirely is unfeasible, as
it may cause delays in order fulfillment. Therefore, during such occurrences,
machines or operators with lower processing capacities may continue oper-
ating to maintain smoother functionality. Furthermore, the authors explore
the feasibility of incorporating a backup server capable of providing services
at a reduced rate when the primary server is unavailable. Numerous recent
studies have extensively examined retrial queuing systems with unreliable
servers, as demonstrated by references such as [5].

Waiting is a ubiquitous phenomenon in various aspects of life, often
leading to dissatisfaction due to the time spent in queues. This dissatis-
faction can result in early departures of requests from the system without
being served, a behavior termed impatience. Such behavior is observed in
diverse domains including healthcare applications, call centers, and telecom-
munication networks. The impatience mechanism is a crucial aspect of the
model, as it influences the overall system performance by potentially reduc-
ing the number of customers waiting in the system and affecting the service
dynamics. Studies examining these behaviors include [6].

In technological contexts such as Ethernet networks or constrained com-
munication sessions, job collisions are likely to occur. Multiple entities
within the source may initiate asynchronous attempts, leading to signal
interference and necessitating retransmissions. Consequently, it is crucial
to incorporate this phenomenon into research aimed at developing effective
strategies to mitigate conflicts and the resultant message delays. Publica-
tions that address findings related to collisions include [7].

The objective of this study is to perform a sensitivity analysis using vari-
ous service time distributions for the primary server, in order to evaluate the
main performance metrics in scenarios that incorporate the feature of im-
patience of the customers. When the primary server fails, customer service
is transferred to the backup facility. During this period, new customers are
directed to the backup unit or to the orbit if the backup unit is busy. Our
investigation focuses on the impact of the impatient feature, with results
obtained through simulation using Simpack [4]. The simulation program
is developed based on fundamental code elements that facilitate the com-
putation of desired metrics across a range of input parameters. Graphical
representations are provided to illustrate the effects of different parameters
and distributions on key performance indicators.
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1. System model

We investigate a finite-source retrial queueing system denoted as type
𝑀/𝐺/1//𝑁 (as depicted in Figure 6), which integrates an unreliable pri-
mary service unit, collision occurrences, and a backup service unit. This
model features a finite-source, where each of the 𝑁 individuals generates
requests to the system following an exponential distribution with param-
eter 𝜆. Arrival times adhere to an exponential distribution with a mean
of 𝜆 * 𝑁 . In the absence of queues, arriving jobs are serviced immediately
based on a gamma, hypo-exponential, hyper-exponential, Pareto, or log-
normal distribution, each characterized by distinct parameters but sharing
equivalent mean and variance values (𝜂).

In cases of server busyness, an arriving customer causes a collision with
the customer currently being serviced, resulting in both customers being
transferred to the orbit. Jobs in the orbit subsequently initiate further
attempts to access the server after an exponentially distributed random time
with parameter 𝜎. Additionally, random breakdowns occur, with failure
times modeled by exponential random variables. The failure time parameter
is 𝛾0 when the server is occupied and 𝛾1 when idle.

Upon the primary service unit’s failure, repair begins immediately, with
the repair duration following an exponential distribution with parameter
𝛾2. If the server fails while busy, the customer is promptly moved to the
orbit. During the primary server’s unavailability, all customers in the source
continue to generate requests, which are then directed to the backup server.
The backup server operates at a reduced rate, described by an exponentially
distributed random variable with parameter 𝜇, and is assumed to be reliable,
functioning only when the primary server is unavailable. Incoming requests
are directed to the orbit if the backup server is busy, and collisions do not
occur at the backup service unit.

Each primary customer in the system is characterized by an impatience
property, which reflects their potential decision to leave the system if not
served within a certain time frame. This decision to abandon the system is
made after a random time period, which follows an exponential distribution
with rate parameter 𝜏 .

The model presumes complete independence among all random variables
in its formulation.

2. Simulation results

We utilized a statistical module class equipped with an advanced sta-
tistical analysis tool to quantitatively estimate the mean and variance of
observed variables via the batch mean method. This technique involves ag-
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Figure 1. System model

gregating 𝑛 successive observations from a steady-state simulation to gen-
erate a sequence of approximately independent samples. The batch mean
method is widely recognized for its effectiveness in establishing confidence
intervals for the steady-state mean of a process. To ensure the sample aver-
ages are approximately independent, large batch sizes are essential. Detailed
information on the batch mean method is provided in [1]. Our simulations
were conducted with a confidence level of 99.9%, and the simulation run was
terminated when the relative half-width of the confidence interval reached
0.00001.

Table 1
Numerical values of model parameters

N 𝛾0 𝛾1 𝛾2 𝜎 𝜇 𝜏
100 0.1 0.1 1 0.05 0.1 0.01

In this section, our goal was to establish service time parameters for each
distribution such that they exhibit equivalent mean values and variances.
Four distinct distributions were analyzed to evaluate their impact on perfor-
mance metrics. The hyper-exponential distribution was specifically chosen
to ensure a squared coefficient of variation exceeding one. The input pa-
rameters for the various distributions are detailed in Table 2, and Table 1
enumerates the values of other pertinent parameters.

Figure 2 illustrates the relationship between the mean response time of
successfully served customers and the arrival intensity. Under successfully
served customers we mean those customers which do not depart from the
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Table 2
Parameters of service time of primary customers

Distribution Gamma Hyper-exponential Pareto Lognormal
Parameters 𝛼 = 0.011 𝑝 = 0.494 𝛼 = 2.005 𝑚 = −2.257

𝛽 = 0.011 𝜆1 = 0.989 𝑘 = 0.501 𝜎 = 2.125
𝜆2 = 1.011

Mean 1
Variance 90.25

Squared coefficient of variation 90.25

system earlier because of impatience. The Pareto distribution demonstrates
the highest mean response time, whereas the differences among the other
distributions become more pronounced. Notably, the gamma distribution
results in the lowest mean response time.

An interesting observation is that as the arrival intensity increases, the
mean response time initially rises but subsequently decreases after reaching
a specific threshold. This phenomenon is characteristic of retrial queuing
systems with a finite-source and tends to manifest under appropriate pa-
rameter configurations. In the extended version of our paper, we plan to
present results utilizing an alternative parameter configuration where the
squared coefficient of variation is less than one and focusing more on how
impatience has a role in modifying the performance measures.

Figure 2. Mean response time vs. arrival intensity
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3. Conclusion

We conducted simulations of a retrial queuing system based on the
𝑀/𝐺/1//𝑁 model, which incorporates an unreliable primary server and
a backup service unit. Our program facilitated a sensitivity analysis on var-
ious performance metrics, including the mean response time of a successfully
served customer. Notably, when the squared coefficient of variation exceeds
one, significant deviations are observed among distributions across multi-
ple aspects of the investigated metrics. Future studies will aim to further
explore the impact of server blocking, other types of customer impatience
in alternative models, and conduct sensitivity analyses for other variables,
such as failure rates.

REFERENCES

1. Chen J.E., Kelton D.W. A Procedure for Generating Batch-Means Confidence
Intervals for Simulation: Checking Independence and Normality // SIMULA-
TION. 2007. Vol. 83. � 10. P. 683–694.

2. Dragieva V. I. Number of retrials in a finite source retrial queue with unreliable
server // Asia-Pac. J. Oper. Res. 2014. Vol. 31. � 2. P. 1–23.

3. Fiems D., Phung-Duc T. Light-traffic analysis of random access systems with-
out collisions // Annals of Operations Research. 2019. Vol. 277. P. 311–327.

4. Fishwick P.A. SimPack: Getting Started With Simulation Programming In C
And C++ // In 1992 Winter Simulation Conference, New York: Association
for Computing Machinery, 1992. P. 154–162.

5. Gharbi N., Nemmouchi B., Mokdad L., Ben-Othman J. The impact of break-
downs disciplines and repeated attempts on performances of small cell net-
works // Journal of Computational Science. 2014. Vol. 5. � 4. P. 633–644.

6. Kumar R., Jain N., Mokdad L., Som B. Optimization of an 𝑀/𝑀/1/𝑁 Feed-
back Queue with Retention of Reneged Customers // Operations Research and
Decisions. 2014. Vol. 24. P. 45–58.

7. Nazarov A., Kvach A., Yampolsky V. Asymptotic Analysis of Closed Markov
Retrial Queuing System with Collision // Information Technologies and Math-
ematical Modelling: 13th International Scientific Conference, ITMM 2014,
Anzhero-Sudzhensk: Springer International Publishing, 2014. P. 334–341.
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TANDEM OF A SELF-SERVICE QUEUEING
SYSTEM AND A FINITE CAPACITY QUEUEING
SYSTEM PROCESSING IN WHICH IS DESCRIBED

BY THE MARKOV CHAIN

A. Dudin, O. Dudina

Belarusian State University, Minsk, Belarus

A dual tandem queueing system with an infinite-server first stage
is considered. Arrivals are defined by the Markov arrival process,
the service time is exponentially distributed. After receiving ser-
vice at the first stage, a customer either departs from the system
permanently or transits to the second stage. Processing of a cus-
tomer at the second stage is described by a system having a finite
capacity. Service of customers at the second stage is defined by an
arbitrary Markov process. If the second stage is full at the service
completion moment of a customer at the first stage, this customer
is lost or repeats service at the first stage. The dynamics of the
system is described by the four-dimensional Markov chain. This
chain belongs to the class of asymptotically quasi-Toeplitz Markov
chains. This allows to implement the stationary analysis of tandem
states and compute the main performance measures of the tandem.
Keywords: tandem queue, infinite-server system, system of a fi-
nite capacity.

Introduction

Tandem queueing systems are the simplest case of queueing networks
and suit for modelling various real-world systems in telecommunication,
transportation, manufacturing, etc. industries. Therefore, they are the sub-
ject of intensive research. Here, we consider a specific tandem system. The
first stage of the system is described by the infinite server system (similar
to 𝑀𝐴𝑃/𝑀/∞ type system). Infinite-server queues are one of the simplest
kinds of queueing systems, for which sometimes it is possible to obtain even
the transient distribution of the system states (see, e.g., [1]). Motivation for
consideration of tandems with the infinite-server first stage lies in the wide
distribution of such kinds of tandems in real life. Service at the first stage
may be interpreted as a preliminary self-service of a customer before receiv-
ing service at some service facility. The term ”self-service” was used in this
context, e.g., in the paper [2]. Self-service can mean the preliminary prepa-
ration of a customer to service via an Internet-based facility, such as the



Tandem of a self-service queueing system ... 13

preparation of some files, wish lists, or pre-checks. In medical applications,
self-service can be interpreted, e.g., as a diet compliance or a provision of
emergency medical care outside of a hospital. Service at the second stage
is the essential service of a customer. It is natural that the capacity of any
real service system is finite. Thus, here we make an assumption that the
second stage of the tandem is described by a quite arbitrary queueing sys-
tem of a finite capacity. Only a restricted number of customers can present
in the system (obtain service or wait in the finite buffer or the orbit). We
omit details of the service process at the second stage. It can be a single-
or multi-server system with a finite buffer or no buffer, a system with some
kind of limited processor-sharing service discipline, a polling system with
finite buffers, or a hybrid system. We assume only that a customer process-
ing at the second stage is described by a two-dimensional continuous-time
Markov chain with the known matrices of the chain transition intensities
that do not lead or lead to departure of an arbitrary customer from the sec-
ond stage and its transition probabilities at the moments of a new customer
transfer from the first stage.

1. Model description

The Markovian arrival process (𝑀𝐴𝑃 ) arriving at the first stage of the
tandem is defined by the irreducible underlying Markov chain 𝜈𝑡 having a
finite state space {1, 2, . . . ,𝑊} and matrices 𝐷0 and 𝐷1 defining the transi-
tion rates of this chain without and with the generation of new customers.
The average arrival rate is denoted by 𝜆. More details about the 𝑀𝐴𝑃 can
be found, e.g., in the paper [3] and books [4], [5], and [6].

The first stage contains an unlimited number of independent, identical
servers. All arriving customers are admitted to the system and immediately
begin service. The service time of an arbitrary customer at an arbitrary
server has the exponential distribution with the rate 𝜇.

After the end of service at the first stage, with the probability 𝑝, the
customer transits for service at the second stage or, with the complemen-
tary probability, the customer finishes service and departs from the system.
For example, after the search of information about some entities from the
database in some available indices, the user may discover that he/she al-
ready found the required information and does not need to be processed
using the tables of the relational database.

The second stage of a tandem has a finite capacity. The integer limit
𝑁 is fixed. A customer, which finishes service at the first stage when the
number of customers at the second stage is less than 𝑁, transits to the
second stage. If this number is equal to 𝑁, the customer cannot enter
the second stage. With the probability 𝑞, this customer is lost. With the
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complementary probability, the customer returns for the repeated service at
the first stage. Duration of the repeated services also has the exponential
distribution with the rate 𝜇.

For generality of the model, we do not suppose any concrete detailed
mechanism of operation of the second stage. We assume that all customers
are processed at this stage independently of each other. The operation of the
second stage is completely described by the two-dimensional Markov chain.
One of the components of this chain is the number, 𝑛𝑡, of customers at the
second stage. The second component, 𝜂𝑡, defines the auxiliary processes,
such the process {𝑛𝑡, 𝜂𝑡} is the Markovian one. Actually, the component
𝜂𝑡 itself can consist of a finite number of sub-components. For example, if
service times of customers at the second stage have a phase-type distribution
(for definition, see e.g., [4] and [5]), these sub-components may define the
current phase of service of each customer or the number of servers providing
service at each phase.

Customer’s processing at the second stage is characterized by the three
sets of matrices. Under the fixed number 𝑛 of customers processing at the
second stage (receiving service or waiting in a buffer), 𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁}, the
process 𝜂𝑡 admits values from the set of cardinality 𝐾𝑛, 𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁}.
The non-diagonal entries of the square matrix 𝐻𝑛, 𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁}, of size
𝐾𝑛 describe the transition rates of the process 𝜂𝑡 within its state space that
do not lead to departure of a customer from the second stage. The diagonal
entries of the matrix 𝐻𝑛 are negative. The module of such an entry defines
the rate of the process 𝜂𝑡 exit from the corresponding state. The matrix
𝐻−𝑛 , 𝑛 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁}, of size 𝐾𝑛 ×𝐾𝑛−1 describes transition rates of the
process 𝜂𝑡 when one of 𝑛 customers processed at the second stage departs
from this stage. The stochastic matrix 𝐻+

𝑛 , 𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁 − 1}, of size
𝐾𝑛 ×𝐾𝑛+1 describes transition probabilities of the process 𝜂𝑡 when a new
customer arrives to the second stage.

Here, 𝐻𝑛e+𝐻
−
𝑛 e = 0𝑇 , 𝑛 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁}, 𝐻+

𝑛 e = e, 𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁−
1}, where e and 0 are column and row vectors of 1’s and 0’s of a suitable
size, respectively.

2. Markov chain describing behavior of the tandem

Let us consider the four-dimensional process 𝜉𝑡 = {𝑖𝑡, 𝑛𝑡, 𝜈𝑡, 𝜂𝑡}, 𝑖𝑡 ≥
0, 𝑛𝑡 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁}, 𝜈𝑡 ∈ {1, 2, . . . ,𝑊}, 𝜂𝑡 ∈ {1, 2, . . . ,𝐾𝑛𝑡}, 𝑡 ≥ 0, where,
at the moment 𝑡, 𝑖𝑡 is the number of customers at the first stage, 𝑛𝑡 is the
number of customers at the second stage, 𝜈𝑡 is the state of the underlying
process of arrivals, and 𝜂𝑡 is the state of the underlying process of customers
processing at the second stage.
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It is obvious that the process 𝜉𝑡 is the Markov chain. Let us enumerate
the states of this chain in some order. The most reasonable is the direct
lexicographic order. However, sometimes the states of the process 𝜂𝑡 are
preferred to be enumerated in the reverse lexicographic order. For example,
this takes place when the second stage is a multi-server queueing system
without a buffer and with a phase-type distribution of service times in the
servers. This allows to apply for writing down the explicit form of the
matrices 𝐻𝑛, 𝐻

−
𝑛 , and 𝐻

+
𝑛 the corresponding recursive formulas presented

in [7] and [8].
Let us call the set of the states of the Markov chain 𝜉𝑡 having the value

(𝑖, 𝑛) of the first two components as the sub-level (𝑖, 𝑛) of the chain, and
the set {(𝑖, 0), (𝑖, 1), . . . , (𝑖,𝑁)} is the level 𝑖, 𝑖 ≥ 0.

Let Q
(𝑛,𝑛′)
𝑖,𝑗 be the matrix consisting of the transition rates from the

sub-level (𝑖, 𝑛) to the sub-level (𝑗, 𝑛′), 𝑖, 𝑗 ≥ 0, |𝑖 − 𝑗|≤ 1, 𝑛, 𝑛′ ∈
{0, 1, . . . , 𝑁}, |𝑛 − 𝑛′|≤ 1. By default, the diagonal entries of the matrix

Q
(𝑛,𝑛)
𝑖,𝑖 are negative, and their moduli define the rates of the exit from the

corresponding state of the Markov chain 𝜉𝑡. The matrix Q𝑖,𝑗 consisting of

the blocks Q
(𝑛,𝑛′)
𝑖,𝑗 , 𝑛, 𝑛′ ∈ {0, 1, . . . , 𝑁}, |𝑛−𝑛′|≤ 1, defines transition rates

between the levels 𝑖 and 𝑗. The infinite-size matrixQ consisting of the blocks
Q𝑖,𝑗 is the generator of the Markov chain 𝜉𝑡.

Theorem 1. The generator Q of the Markov chain 𝜉𝑡 is the block
tri-diagonal matrix with the blocks Q𝑖,𝑗 that have the following form:

∙ The matrix Q𝑖,𝑖 has the diagonal blocks of the form

Q
(𝑛,𝑛)
𝑖,𝑖 = −𝑖𝜇𝐼𝑊𝐼𝐾𝑛

+𝐷0 ⊕𝐻𝑛, 𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁 − 1},

Q
(𝑁,𝑁)
𝑖,𝑖 = −𝑖𝜇(1− 𝑝(1− 𝑞))𝐼𝑊𝐾𝑁

+𝐷0 ⊕𝐻𝑁 ,

and subdiagonal blocks of the form

Q
(𝑛,𝑛−1)
𝑖,𝑖 = 𝐼𝑊 ⊗𝐻−𝑛 , 𝑛 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁}.

∙ The matrix Q𝑖,𝑖+1 is the diagonal matrix with the blocks of the form

Q
(𝑛,𝑛)
𝑖,𝑖+1 = 𝐷1 ⊗ 𝐼𝐾𝑛

, 𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁}.

∙ The matrix Q𝑖,𝑖−1 has the diagonal blocks of the form

Q
(𝑛,𝑛)
𝑖,𝑖−1 = 𝑖𝜇(1− 𝑝)𝐼𝑊𝐼𝐾𝑛

, 𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁 − 1},

Q
(𝑁,𝑁)
𝑖,𝑖−1 = 𝑖𝜇(𝑝𝑞 + 1− 𝑝)𝐼𝑊 ⊗ 𝐼𝐾𝑁

,
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and updiagonal blocks of the form

Q
(𝑛,𝑛+1)
𝑖,𝑖−1 = 𝑖𝜇𝑝𝐼𝑊 ⊗𝐻+

𝑛 , 𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁 − 1},

where ⊗ and ⊕ are symbols of the Kronecker product and sum of ma-
trices.

Proof of the theorem is implemented by analysing all possible transitions
of the considered Markov chain during an interval of infinitesimal length.

Theorem 2. The Markov chain 𝜉𝑡 belongs to the class of asymptoti-
cally quasi-Toeplitz Markov chains (𝐴𝑄𝑇𝑀𝐶s), for definition and relevant
properties see [5] and [9].

Proof. Let 𝑅𝑖 be the diagonal matrix with the diagonal entries defined
by the moduli of the diagonal entries of the matrix Q𝑖,𝑖. It is easy to verify
that the following limits exist:

𝑌0 = lim
𝑖→∞

𝑅−1𝑖 Q𝑖,𝑖−1, 𝑌1 = lim
𝑖→∞

𝑅−1𝑖 Q𝑖,𝑖 + 𝐼, 𝑌2 = lim
𝑖→∞

𝑅−1𝑖 Q𝑖,𝑖+1

where 𝑌1 and 𝑌2 are zero matrices and the matrix 𝑌0 is the stochastic
matrix with the diagonal blocks (𝑌0)

(𝑛,𝑛) = (1−𝑝)𝐼𝑊𝐾𝑛
, 𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁−

1}, (𝑌0)(𝑁,𝑁) = 𝐼𝑊𝐾𝑁
and updiagonal blocks 𝑝𝐼𝑊⊗𝐻+

𝑛 , 𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁−
1}.

According to the definition given in [9], the existence of limits 𝑌𝑘, 𝑘 =
0, 1, 2, implies that the Markov chain 𝜉𝑡 belongs to the class of 𝐴𝑄𝑇𝑀𝐶s.
Theorem 2 is proven.

Corollary 1. The Markov chain 𝜉𝑡 is ergodic for any set of system
parameters.

Proof. The sufficient condition for ergodicity of 𝐴𝑄𝑇𝑀𝐶, see [5] and [9],
is the fulfillment of the inequality y𝑌0e > y𝑌2e where the vector y is the
solution of equations y = y(𝑌0 + 𝑌1 + 𝑌2), ye = 1. Because 𝑌0 is the
stochastic matrix while 𝑌2 = 𝑂, this inequality is always true. The corollary
is proven.

3. Calculation of the stationary distribution of the Markov chain
and performance measures of the tandem

Let us denote by 𝜋(𝑖, 𝑛) the row vector of the stationary probabili-
ties of the states of the chain 𝜉𝑡 that belongs to the sub-level (𝑖, 𝑛) and
𝜋𝑖 = (𝜋(𝑖, 0),𝜋(𝑖, 1), . . . ,𝜋(𝑖,𝑁)), 𝑖 ≥ 0. Numerically stable algorithms for
computation of the vectors 𝜋𝑖, 𝑖 ≥ 0, can be found in [9, 10, 11].

Having the vectors 𝜋𝑖, 𝑖 ≥ 0, been computed, we can calculate the values
of various performance measures of the system. We present expressions for
computing some of them.
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The mean numbers of customers receiving service at the first and second
stages at an arbitrary moment are

𝐿1 =

∞∑︁
𝑖=1

𝑖𝜋𝑖e, 𝐿2 =

∞∑︁
𝑖=0

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑛𝜋(𝑖, 𝑛)e.

The rates of customers that received service at the first stage (and do
not need further service) and the second stages are

𝑟1 = 𝜇(1− 𝑝)𝐿1, 𝑟2 =

∞∑︁
𝑖=0

𝑁∑︁
𝑛=1

𝜋(𝑖, 𝑛)𝐻−𝑛 e.

The loss probability of an arbitrary customer is given by the formulas

𝑃𝑙𝑜𝑠𝑠 =
𝑝𝑞

𝜆

∞∑︁
𝑖=1

𝑖𝜇𝜋(𝑖,𝑁)e = 1− 𝑟1 + 𝑟2
𝜆

.

Having fixed, e.g., the costs of maintenance of an unit of the capacity of
the second stage and the penalty for a customer loss, various optimization
problems related to the choice of the parameter 𝑁 can be solved.

4. Conclusion

We considered a dual tandem of an infinite-server system and a finite
state queueing system processing admitted customers at which is described
by the Markovian process. A multidimensional Markov chain describing the
behavior of the tandem system is analysed. The imposed assumption that
the arrival flow is described by the 𝑀𝐴𝑃 essentially increases the adequacy
of the considered tandem to the real-world systems. The considered model
creates the framework for analysis of plenty of tandem systems with self-
service at the first stage. Customers processing at the second stage can be
described by the single- and multi-server system, or a system with limited
processor sharing, a system with servers breakdowns, customers impatience,
etc. When the discipline of service at the second stage is fixed, the matrices
𝐻𝑛, 𝐻

−
𝑛 , and 𝐻

+
𝑛 , 𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑁}, have to be computed and, then, the

presented above results can be directly applied for performance evaluation
of a corresponding tandem system.
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We analyze a multi-server resource loss system model with service
times that depends on the resource requirements. We develop a
recurrence algorithm to calculate the stationary probability distri-
bution and its characteristics, such as the blocking probability and
the average amount of occupied resources. In numerical example,
we calculate these characteristics under the assumption of the Er-
lang distribution for the service time and the geometric distribution
for the resource requirements. Keywords: resource loss system,
random requirements, blocking probability, normalization constant.

Introduction

Resource loss systems are widely used in wireless communication net-
work systems performance analysis [1]. An important element of resource
loss systems in application to the analysis of wireless communication net-
work systems is the limited amount of available resources [2]. However, sys-
tems with infinite amount of available resources also have applications [3].

In [2], a multi-server resource loss system with limited amount of re-
sources is introduced with the total amount of resources occupied by all
customers taken for tracking. In [3], a model of the system with service
time that depends on the amount of resources required is considered. This
model can be used to analyze data transmission characteristics under con-
ditions of elastic traffic.

Note that the formulas for calculating stationary probabilities and char-
acteristics presented in [2] are too complex for analytical calculations due
to multiple convolutions of resource requirements’ cumulative distribution

The research was funded by the Russian Science Foundation, project no.22-79-10128,
https://rscf.ru/en/project/22-79-10128/
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function. In [4], a recurrence algorithm is presented for calculating station-
ary probabilities and system characteristics based on [2], with a service time
independent of the resource requirements.

This paper presents the development of a recurrence algorithm for the
case with resource-dependent service times. We introduce formulas for cal-
culating the blocking probability and the average amount of occupied re-
sources and provide a numerical analysis example.

1. Model Description

Consider a multi-server resource loss system with the maximum number
of servers 𝑁 and 𝑅 resource units, 𝑅 < ∞. Customers arrive according
to the Poisson flow with arrival rate 𝜆. The service times are mutually
independent. Let 𝐻𝑗(𝑥) be the conditional cumulative distribution function
of the service time provided that 𝑗 discrete resources are required. The
distribution of resource requirements is determined by {𝑝𝑗}, 𝑗 = 1, 2, .., 𝑅.

The state of the system at time 𝑡 is described by the stochastic process
𝑋(𝑡) = (𝜉(𝑡), 𝛾(𝑡)). Here 𝜉(𝑡) is the number of customers in the system at
time 𝑡. Each customer occupies an integer number of 𝛾(𝑡) resource units,
𝛾(𝑡) < 𝑅. The newly arrived 𝑖-th customer requires a random number of
resources 𝑟𝑖 ≥ 0. If at the arrival instant 𝑡𝑖, 𝜉(𝑡𝑖) = 𝑁 or (𝑅 − 𝛾(𝑡𝑖) < 𝑟𝑖),
then the customer is lost. At the end of the service, the customer leaves
the system and releases the amount of resources it occupied. If 𝜉(𝑡) < 𝑁 or
𝑅− 𝛾(𝑡) ≥ 𝑟𝑖 then the customer is accepted for service.

Let 𝑏𝑖 =
∫︀∞
0
𝑥𝑑(ℎ𝑖(𝑥)) be the conditional average service time, provided

that the customer requires 𝑖 resource units.
Then the average service time 𝑏 can be found as:

𝑏 =

𝑅∑︁
𝑖=0

𝑏𝑖𝑝𝑖. (1)

Denote

𝑔𝑖 =
1

𝑏
𝑏𝑖𝑝𝑖. (2)

Then, based on [3], the stationary distribution of the process 𝑋(𝑡) can
be found as

𝑞0 = lim
𝑡→∞

𝑃{𝜉(𝑡) = 0} = (1 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜌𝑘

𝑘!

𝑅∑︁
𝑟=0

𝑔(𝑘)𝑟 ), (3)

𝑞𝑘(𝑟) = lim
𝑡→∞

𝑃{𝜉(𝑡) = 𝑘, 𝛾(𝑡) = 𝑟} = 𝑞0 · 𝑔(𝑘)𝑟 · 𝜌
𝑘

𝑘!
, (4)
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𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝑁 , 𝑟 = 0, 1, 2, ..., 𝑅, 𝑔
(𝑘)
𝑟 — 𝑘-fold convolution of the distribu-

tion 𝑔𝑟, 𝜌 = 𝜆𝑏.
We introduce recurrence algorithm for a model with a service time that

depends on the resource requirements.

𝐺(𝑛, 𝑟) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝜌𝑘

𝑘!

𝑟∑︁
𝑗=0

𝑔
(𝑘)
𝑗 . (5)

Note that by definition 𝐺(𝑁,𝑅) = 𝑞−10 is a normalization constant.
Proposition 1. Functions 𝐺(𝑛, 𝑟) with 𝐺(0, 𝑟) = 1 for 𝑟 = 0, 1, 2, ..., 𝑅

and 𝐺(1, 𝑟) = 1+𝜌

𝑟∑︁
𝑗=0

𝑔𝑗 for 𝑗 = 0, 1, 2, ..., 𝑟 satisfy the following recurrence

relation:

𝐺(𝑛, 𝑟) = 𝐺(𝑛− 1, 𝑟) +
𝜌

𝑛

𝑟∑︁
𝑗=0

𝑔𝑗(𝐺(𝑛− 1, 𝑟 − 𝑗)−𝐺(𝑛− 2, 𝑟 − 𝑗)), (6)

2 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁.

Proof.

𝐺(𝑛, 𝑟)−𝐺(𝑛− 1, 𝑟) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝜌𝑘

𝑘!

𝑟∑︁
𝑗=0

𝑔
(𝑘)
𝑗 −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝜌𝑘

𝑘!

𝑟∑︁
𝑗=0

𝑔
(𝑘)
𝑗 =

=
𝜌𝑛

𝑛!

𝑟∑︁
𝑗=0

𝑗∑︁
𝑖=0

𝑔𝑗𝑔
(𝑛−1)
𝑗−𝑖 =

𝜌𝑛

𝑛!

𝑟∑︁
𝑖=0

𝑔𝑖

𝑟∑︁
𝑖=𝑗

𝑔
(𝑛−1)
𝑗−𝑖

=
𝜌

𝑛

𝑟∑︁
𝑖=0

𝑔𝑖(
𝜌𝑛−1

(𝑛− 1)!

𝑟−𝑖∑︁
𝑖=0

𝑔
(𝑛−1)
𝑗−𝑖 ) =

=
𝜌

𝑛

𝑟∑︁
𝑖=0

𝑔𝑖(𝐺(𝑛− 1, 𝑟 − 𝑖)−𝐺(𝑛− 2, 𝑟 − 𝑖)). □

Proposition 2. The blocking probability 𝜋 can be expressed as:

𝜋 = 1−𝐺−1(𝑁,𝑅)
𝑟∑︁

𝑖=0

𝑔𝑖𝐺(𝑁 − 1, 𝑅− 𝑖). (7)

Proof.

1− 𝑞0
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝜌𝑘

𝑘!

𝑅∑︁
𝑗=0

𝑔
(𝑘+1)
𝑗 = 1−𝐺−1(𝑁,𝑅)

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝜌𝑘

𝑘!

𝑅∑︁
𝑗=0

𝑔
(𝑘+1)
𝑗 =
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= 1−𝐺−1(𝑁,𝑅)
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝜌𝑘

𝑘!

𝑅∑︁
𝑗=0

𝑗∑︁
𝑖=0

𝑔𝑖𝑔
(𝑘)
𝑗−𝑖 =

= 1−𝐺−1(𝑁,𝑅)
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝜌𝑘

𝑘!

𝑗∑︁
𝑖=0

𝑔𝑖

𝑅∑︁
𝑗=0

𝑔
(𝑘)
𝑗−𝑖 =

= 1−𝐺−1(𝑁,𝑅)
𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝜌𝑘

𝑘!

𝑗∑︁
𝑖=0

𝑔𝑖

𝑅−𝑖∑︁
𝑟=0

𝑔
(𝑘)
𝑗 =

= 1−𝐺−1(𝑁,𝑅)
𝑗∑︁

𝑖=0

𝑔𝑖𝐺(𝑁 − 1, 𝑅− 𝑖).

Proposition 3. The average number of occupied resources 𝐵 can be
expressed as:

𝐵 = 𝑅−𝐺−1(𝑁,𝑅)
𝑅∑︁
𝑖=1

𝐺(𝑁,𝑅− 𝑖). (8)

Proof. Let �̄� be the average number of unoccupied resources. Then, by
definition:

𝐵 = 𝑅 − �̄�

�̄� =

𝑅∑︁
𝑗=0

(𝑅− 𝑗)
𝑁∑︁

𝑘=0

𝑞0
𝜌𝑘

𝑘!
𝑔
(𝑘)
𝑗 = 𝐺−1(𝑁,𝑅)

𝑁∑︁
𝑘=0

𝜌𝑘

𝑘!

𝑅∑︁
𝑗=0

(𝑅− 𝑟)𝑔(𝑘)𝑗 =

𝐺−1(𝑁,𝑅)

𝑁∑︁
𝑘=0

𝜌𝑘

𝑘!

𝑅∑︁
𝑟=0

𝑅−𝑗∑︁
𝑖=1

𝑔
(𝑘)
𝑗 = 𝐺−1(𝑁,𝑅)

𝑁∑︁
𝑘=0

𝜌𝑘

𝑘!

𝑅∑︁
𝑖=0

𝑅−𝑖∑︁
𝑗=0

𝑔
(𝑘)
𝑗 =

𝐺−1(𝑁,𝑅)

𝑅∑︁
𝑖=1

𝐺(𝑁,𝑅− 𝑖). □

2. Numerical example

Consider a case where the amount of resources allocated to the customer
follows the truncated geometric distribution. Let 𝑁 = 100, 𝑅 = 100, 𝑘 =
2, 𝜆 = [0.3, 0.65], 𝑝 = 0.4 and 0.6.

We suppose that the service time follows the Erlang distribution Γ(𝑘, 𝜃𝑗)

with density ℎ𝑗(𝑥) =
𝑥𝑘−1𝜃𝑘𝑗
(𝑘 − 1)!

𝑒−𝜃𝑗𝑥, where 𝜃𝑗 =
𝑗

𝑅
, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑅. Take

𝑘 = 2, therefore 𝑏𝑗 =
2𝑅

𝑗
.
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The results are depicted in Fig. 1. Initially, the probability of losses
at 𝑝 = 0.4 is lower than at 𝑝 = 0.6. But with the increase of the arrival
intensity, the system takes more ”heavy”customers, which, according to
the condition, are serviced faster. Thus, at 𝑝 = 0.4, the system receives
more customers that do not require many resource units than at 𝑝 = 0.6.
Customers that are not resource-demanding but time-demanding fill the
system, and when a new one arrives, a loss occurs.
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Figure 1. Numerical example results

3. Conclusion

In this paper, we considered a resource loss system with resource-
dependent service times. We developed a recurrence algorithm to evaluate
the system’s characteristics. The recurrence algorithm can be applied to
models of wireless networks.
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This paper investigates the reliability of a k-out-of-n system with a
single server taking multiple vacations. The server provides service
to failed system components and extends the service to external
clients. The arrival of externally failed customers and the failure
rate of internal components follow Poisson distribution. The ser-
vice times of both internal and external customers, are exponen-
tially distributed. The external and internal services are governed
by N policy with non-preemptive external services. If the server is
on vacation, the vacation stops and internal service starts when the
number of failed system components reaches N. The model is exam-
ined using the Matrix Geometric Method. Several system perfor-
mance measures and an appropriate cost function are determined.
Keywords: k-out-of-n system, vacation, N-Policy, non-preemptive
service, matrix-geometric method.

Introduction

A k-out-of-n system with n components is functional if and only if at
least k of those components are functional. Chakravarthy et al. [2], analysed
a k-out-of-n system with an unreliable server that takes frequent vacations.
A system with N machines having an exponential failure rate and being
served by an unreliable server was examined by Chakravarthy et al. [1].
Dudin et al. [3] utilised the idle time by offering service to external clients.

Krishnamoorthy et al. [5] used the Matrix Geometric Method to assess
the reliability of a k-out-of-n system servicing external clients and to derive
relevant performance measurements. N-policy with non-preemption regu-
lates the switching of servers between internal and external customers. A
repairable system with non-identical components was examined by Wang
et al. [7] under phase-type distributed multiple vacations of a single server.
On the reliability study of a multistate system under phase-type distributed

The authors acknowledge the financial support provided by FIST Program,
Dept.of.Science and Technology, Govt.of India, to the PG & Research Dept.of Math-
ematics through SR/FST/College-2018- XA 276(C).
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repeated vacations of a single server, Liu et al. [6] presented a mixed redun-
dancy technique. Joseph and Jose [4] analysed a k-out-of-n system with
server vaction and extended service to external customers. In this study,
we examine a k-out-of-n system with server vacation, where one server pro-
vides both internal and external services under non-preemptive service. This
problem can be modeled for service cooperation between different companies
that prioritize their own customers.

1. Mathematical Modelling and Analysis of the Problem

At the beginning, all components of a k-out-of-n system work well. The
failure time of system components is distributed exponentially with a value
of 𝜆𝑠/𝑖, where 𝑖 is the number of functional components in the system. The
average rate of system component failures per unit of time is thus 𝜆𝑠. Failed
component’s service time is distributed exponentially, with 𝜇𝑠 as the param-
eter. The arrival of failed external customers to the system is characterised
by an exponential distribution with parameter 𝜆𝑒. An exponential distri-
bution with parameter 𝜇𝑒 characterises the service duration of externally
failed customers. By using the idle time for external services, the server’s
performance will increase as a consequence of greater experience from var-
ious external service scenarios. N-policy regulates the servicing of external
failed customers and internal failed components. When the number of in-
ternal failed components reaches level N, then the server begins the internal
service. When the number of internal failed system components reaches
level N and the server is busy providing services for external customers,
it switches from providing external to internal services after the ongoing
external services are finished.

If the system has less than N internal failed components and no exter-
nal failed customers, the server takes a vacation. With parameter 𝜈, the
vacation time is exponentially distributed. Following the servicing of inter-
nal components that failed, the server goes on vacation. The server takes
another vacation after the first one ends if there are no external failed cus-
tomers and fewer failed internal components than N. Also, when the system
failure count reaches N, the server’s vacation terminates, and it immediately
fixes each of the N internal failures one by one. When the server is in use by
internal components, external failed customers do not join the system for
service. An external customer does not join the system while the server is in
external service and there are N or more failed system components. If not,
an infinite-length queue is formed to which the external failed customers
are added.

Let 𝐸(𝑡) represent the number of external failed components in the sys-
tem, 𝐼(𝑡) be the number of internal failed components, and 𝑆(𝑡) be the
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status of the server at time 𝑡. Let 𝑆(𝑡) = 0, represents the server vaca-
tion, 𝑆(𝑡) = 1 if the server services the internal components, and 𝑆(𝑡) = 2
if the server services the external customers. Then {𝑋(𝑡), 𝑡 ≥ 0}, where
𝑋(𝑡) = (𝐸(𝑡), 𝑆(𝑡), 𝐼(𝑡)) is a continuous time Markov chain with the state
space Ω = {(𝑖1, 0, 𝑖2)/𝑖1 ≥ 0, 0 ≤ 𝑖2 ≤ 𝑁 − 1} ∪ {(𝑖1, 1, 𝑖2)/𝑖1 ≥ 0, 1 ≤ 𝑖2 ≤
𝑛− 𝑘+1} ∪ {(𝑖1, 2, 𝑖2)/𝑖1 ≥ 1, 0 ≤ 𝑖2 ≤ 𝑛− 𝑘+1}. The following notations
are used in the sequel. 𝐼𝑛 denotes the 𝑛𝑡ℎ order identity matrix. 𝐸𝑘 is the
𝑘𝑡ℎ order square matrix such that 𝐸𝑘(𝑖, 𝑖) = −1, if 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, 1 if 𝑗 = 𝑖+1,

and all other elements are zeros. 𝐸’
𝑘 is the transpose of 𝐸𝑘, 𝑟𝑘(𝑖) is a

1×k order row matrix with 𝑖𝑡ℎ element is 1 and all other elements are zeros.
𝑐𝑘(𝑖) is the transpose of 𝑟𝑘(𝑖), e is a column matrix of appropriate order
with all elements being 1, and ⊗ is the Kronecker product of matrices.

The block tridiagonal infinitesimal generator matrix of {𝑋(𝑡), 𝑡 ≥ 0} is

𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐵1 𝐵0

𝐵2 𝐴1 𝐴0

𝐴2 𝐴1 𝐴0

. . .
. . .

. . .

⎞⎟⎟⎟⎠, where 𝐵1 =

(︂
𝐵11 𝐵12

𝐵13 𝐵14

)︂
, 𝐵11 = 𝜆𝑠𝐸𝑁 −

𝜆𝑒𝐼𝑁 , 𝐵12 = 𝜆𝑠

(︁
𝐶𝑁 (𝑁)⊗𝑟𝑛−𝑘+1(𝑁)

)︁
, 𝐵13 = 𝜇𝑠

(︁
𝐶𝑛−𝑘+1(1)⊗𝑟𝑁 (1)

)︁
,

𝐵14 = 𝜆𝑠𝐸𝑛−𝑘+1+𝜇𝑠𝐸
’
𝑛−𝑘+1+𝜆𝑠

(︁
𝐶𝑛−𝑘+1(𝑛−𝑘+1)⊗𝑟𝑛−𝑘+1(𝑛−𝑘+1)

)︁
,

𝐵0 =

(︂
𝜆𝑒𝐼𝑁 0𝑁×(𝑛−𝑘+1) 0𝑁×(𝑛−𝑘+2)

0(𝑛−𝑘+1)×𝑁 0(𝑛−𝑘+1)×(𝑛−𝑘+1) 0(𝑛−𝑘+1)×(𝑛−𝑘+2)

)︂
,

𝐵2 =

⎛⎝ 0𝑁×𝑁 0𝑁×(𝑛−𝑘+1)

0(𝑛−𝑘+1)×𝑁 0(𝑛−𝑘+1)×(𝑛−𝑘+1)

𝐵21 𝐵22

⎞⎠, where 𝐵21 =

(︂
𝜇𝑒𝐼𝑁

0(𝑛−𝑘+2−𝑁)×𝑁

)︂
,

𝐵22 =

(︂
0𝑁×(𝑁−1) 0𝑁×(𝑛−𝑘+2−𝑁)

0(𝑛−𝑘+2−𝑁)×(𝑁−1) 𝜇𝑒𝐼(𝑛− 𝑘 + 2−𝑁)

)︂
.

𝐴1 =

⎛⎝𝐴11 𝐴12 𝐴13

𝐴14 𝐴15 𝐴16

𝐴17 𝐴18 𝐴19

⎞⎠, where 𝐴11 = 𝐵11−𝜈𝐼𝑁 , 𝐴13 =
(︀
𝜈𝐼𝑁 0

)︀
,

𝐴12 = 𝜆𝑠

(︁
𝐶𝑁 (𝑁) ⊗ 𝑟𝑛−𝑘+1(𝑁)

)︁
, 𝐴14 = 𝜇𝑠

(︁
𝐶𝑛−𝑘+1(1) ⊗ 𝑟𝑁 (1)

)︁
,

𝐴15 = 𝜆𝑠𝐸𝑛−𝑘+1+𝜇𝑠𝐸
’
𝑛−𝑘+1+𝜆𝑠

(︁
𝑟𝑛−𝑘+1(𝑛−𝑘+1)⊗𝐶𝑛−𝑘+1(𝑛−𝑘+1)

)︁
,

𝐴16 = 0(𝑛−𝑘+1)×(𝑛−𝑘+2), 𝐴17 = 0(𝑛−𝑘+2)×𝑁 , 𝐴18 = 0(𝑛−𝑘+2)×(𝑛−𝑘+1),

𝐴191 = 𝜆𝑠𝐸𝑛−𝑘+2−𝑁 + 𝜇𝑠𝐸
’
𝑛−𝑘+2−𝑁 + 𝜆𝑠

(︁
𝑟𝑛−𝑘+2−𝑁 (𝑛 − 𝑘 + 2 − 𝑁) ⊗

𝐶𝑛−𝑘+2−𝑁 (𝑛− 𝑘 + 2−𝑁)
)︁
,
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𝐴19 =

(︃
𝜆𝑠𝐸𝑁 − (𝜆𝑒 + 𝜇𝑒)𝐼𝑁 𝜆1

(︁
𝐶𝑁 (𝑁)⊗ 𝑟(𝑛−𝑘+2−𝑁)

)︁
0(𝑛−𝑘+2−𝑁)×𝑁 𝐴191

)︃
.

𝐴0 =

⎛⎝ 𝜆𝑒𝐼𝑁 0𝑁×(𝑛−𝑘+1) 0𝑁×(𝑛−𝑘+2)

0(𝑛−𝑘+1)×𝑁 0(𝑛−𝑘+1)×(𝑛−𝑘+1) 0(𝑛−𝑘+1)×(𝑛−𝑘+2)

0(𝑛−𝑘+2)×𝑁 0(𝑛−𝑘+2)×(𝑛−𝑘+1) 𝐴01

⎞⎠,

where 𝐴01 =

(︂
𝜆𝑒𝐼𝑁 0𝑁×(𝑛−𝑘+2−𝑁)

0(𝑛−𝑘+2−𝑁)×𝑁 0(𝑛−𝑘+2−𝑁)×(𝑛−𝑘+2−𝑁)

)︂
.

𝐴2 =

⎛⎝ 0𝑁×𝑁 0𝑁×(𝑛−𝑘+1) 0𝑁×(𝑛−𝑘+2)

0(𝑛−𝑘+1)×𝑁 0(𝑛−𝑘+1)×(𝑛−𝑘+1) 0(𝑛−𝑘+1)×(𝑛−𝑘+2)

0(𝑛−𝑘+2)×𝑁 𝐴21 𝐴22

⎞⎠, where

𝐴21 = 𝐵22, 𝐴22 =

(︂
𝜇𝑒𝐼𝑁 0𝑁×(𝑛−𝑘+2−𝑁)

0(𝑛−𝑘+2−𝑁)×𝑁 0(𝑛−𝑘+2−𝑁)×(𝑛−𝑘+2−𝑁)

)︂
.

2. Stability Condition

Let Π = (Π1,Π2,Π3) be the steady state probablity vector of the gener-
ator matrix 𝐴 = 𝐴2+𝐴1+𝐴0, where Π1 = ((𝜋(1,1), 𝜋(1,2), 𝜋(1,3) . . . , 𝜋(1,𝑁)),
Π2 = (𝜋(2,1), 𝜋(2,2), 𝜋(2,3) . . . , 𝜋(2,𝑛−𝑘+1)), Π3 = (𝜋(3,1), 𝜋(3,2), 𝜋(3,3) . . . ,
𝜋(3,𝑛−𝑘+2))). From Π𝐴 = 0 and Π𝑒 = 1 we obtain,

Π1𝐴
*
11 +Π2𝐴

*
21 = 0, Π1𝐴

*
12 +Π2𝐴

*
22 +Π3𝐴

*
32 = 0, Π1𝐴

*
13 +Π3𝐴

*
33 = 0.

where 𝐴*11 = 𝜆𝑠𝐸𝑁 − 𝜈𝐼𝑁 , 𝐴
*
12 = 𝐴12, 𝐴

*
13 = 𝐴13, 𝐴

*
21 = 𝐴14, 𝐴

*
22 =

𝐴15, 𝐴
*
32 = 𝐴21, and𝐴

*
33 =

(︃
𝜆𝑠𝐸𝑁 𝜆1

(︁
𝐶𝑁 (𝑁)⊗ 𝑟(𝑛−𝑘+2−𝑁)

)︁
0(𝑛−𝑘+2−𝑁)×𝑁 𝐴191

)︃
.

The above Markov chain is stable if and only if Π𝐴0𝑒 < Π𝐴2𝑒. We parte-
tioned Π3 as Π31 and Π32, where Π31 = (𝜋(3,1), 𝜋(3,2), . . . , 𝜋(3,𝑁)) and
Π32 = (𝜋(3,𝑁+1), 𝜋(3,𝑁+2), . . . , 𝜋(3,𝑛−𝑘+2)). Using the structure of matrices,
we obtain

Π𝐴0𝑒 = 𝜆𝑒[Π1𝑒+Π31𝑒] = 𝜋(2,1)
𝑁𝜆𝑒𝜇𝑠

𝜆𝑠
. (1)

Π𝐴2𝑒 = 𝜇𝑒[Π31𝑒+Π32],

= 𝜋(2,1)𝜇𝑒

[︃
𝑁𝜇𝑠

𝜆𝑠
+

(︂
𝜇𝑠

𝜇𝑒
− 𝜇𝑠

𝜈

)︂(︃
1−

(︂
𝜆𝑠

𝜆𝑠 + 𝜈

)︂𝑁
)︃]︃

. (2)

Theorem 1. The system is stable if and only if

𝑁

(︂
𝜆𝑒 − 𝜇𝑒

𝜆𝑠

)︂
<

(︂
𝜈 − 𝜇𝑒

𝜈

)︂[︃
1−

(︂
𝜆𝑠

𝜆𝑠 + 𝜈

)︂𝑁
]︃
. (3)

Proof. Using equation(10) and equation(7) in the stability condition
Π𝐴0𝑒 < Π𝐴2𝑒, we obtain equation(3)
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3. Steady State Probability Vector

The Markov process {𝑋(𝑡), 𝑡 ≥ 0} is a level-independent QBD process.
The stationery distribution, when it exists, has a matrix geometric solu-
tion. Let x = (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . . ) be the probability steady state vector of 𝑄,
the generator matrix of the process. Then x satisfies the equations x𝑄 = 0
and the normalizing condition xe = 1. Here e represents the column matrix
of 1’s with infinite order. Then 𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖𝑅, ∀ 𝑖 ≥ 1, where R is the min-
imal nonnegative solution of the matrix equation 𝐴0 +𝑅𝐴1 +𝑅2𝐴2 = 0.
The boundary probability vectors (𝑥0, 𝑥1) are obtained from the equa-
tions 𝑥0𝐵0 + 𝑥1𝐵2 = 0, 𝑥0𝐵1 + 𝑥1(𝑅𝐴2 + 𝐴1) = 0. Using normalization,
𝑥0e+ 𝑥1(𝐼 −𝑅)−1e = 1, one can solve the equations for 𝑥0 and 𝑥1.

4. System Performance Measures

The important performance measures of the system are given below.

1) Portion of time the system is down,

𝑃𝐹 =

∞∑︁
𝑖=0

𝑥(𝑖, 1, 𝑛− 𝑘 + 1) +

∞∑︁
𝑖=1

𝑥(𝑖, 2, 𝑛− 𝑘 + 1).

2) Reliability of the system, 𝑃𝑅 = 1− 𝑃𝐹 .
3) The average number of outside failed units in the queue,

𝑁𝑄 =

∞∑︁
𝑖=0

𝑖

𝑁−1∑︁
𝑗=0

𝑥(𝑖, 0, 𝑗)+

∞∑︁
𝑖=0

𝑖

𝑛−𝑘+1∑︁
𝑗=1

𝑥(𝑖, 1, 𝑗)+

∞∑︁
𝑖=1

(𝑖−1)
𝑛−𝑘+1∑︁
𝑗=0

𝑥(𝑖, 2, 𝑗).

4) The average number of failed main components,

𝑁𝐼𝐹 =

𝑁−1∑︁
𝑗=0

𝑗

∞∑︁
𝑖=0

𝑥(𝑖, 0, 𝑗) +

𝑛−𝑘+1∑︁
𝑗=1

𝑗

∞∑︁
𝑖=0

𝑥(𝑖, 1, 𝑗) +

𝑛−𝑘+1∑︁
𝑗=0

𝑗

∞∑︁
𝑖=1

𝑥(𝑖, 2, 𝑗).

5) Probability that the server was found on vacation, 𝑃𝑣 =

∞∑︁
𝑖=0

𝑁−1∑︁
𝑗=0

𝑥(𝑖, 0, 𝑗).

6) Expected rate of external customer loss,

𝐸𝐸𝐿 = 𝜆2

∞∑︁
𝑖=0

𝑛−𝑘+1∑︁
𝑗=1

𝑥(𝑖, 1, 𝑗) + 𝜆2

∞∑︁
𝑖=1

𝑛−𝑘+1∑︁
𝑗=𝑁

𝑥(𝑖, 2, 𝑗).

5. Cost Function

The cost per unit of time incurred if the system fails is shown by 𝐶1.
Holding cost of each external customer within the queue for one unit of
time is denoted by 𝐶2; the cost due to the lose of one external customer is
represented by 𝐶3; Holding cost of each failed system component for one
unit of time is represented by 𝐶4; and the cost/unit of time if the server
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is on vacation is represented by 𝐶5. Then the expected cost/unit time
= 𝐶1𝑃𝐹 + 𝐶2𝑁𝑄 + 𝐶3𝐸𝐸𝐿 + 𝐶4𝑁𝐼𝐹 + 𝐶5𝑃𝑣.

6. Conclusion

This work investigates a k-out-of-n system where a reliable server addi-
tionally offers service to outside clients. The model is analysed using the
Matrix Geometric Method. The system’s stability state and key perfor-
mance indicators are obtained. A cost function is developed to optimise the
value of N, the N policy level. The study in this paper can be extended by
considering working vacations for the server.
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In this work, a single unreliable server and a perishable inventory
system with clients arriving at exponentially distributed time inter-
vals and demanding a single item are considered. The inventory is
acquired from an external vendor, and the policy for control is (s,
Q). The server may seize up while in service and the failure time
follows an exponential distribution. When a consumer arrives and
discovers that the server is busy or malfunctioning, the customer
either leaves the system or proceeds to an infinitely large waiting
area called orbit. Then further retrial of customers from the orbit is
also considered. An algorithmic solution to the problem is obtained
using Matrix Analytic Method. The mean number of customer loss
before and after entering the system, the average rate of break-
down and repair, and some other relevant performance measures of
the system are derived, and a suitable profit function is obtained.
Keywords: buffer, matrix analytic method, perishable inventory,
retrials, unreliable server.

1. Introduction

The majority of perishable inventory models that are currently in use in the
literature do not take the server’s annoyances into account. Businesses and sectors
would suffer as a result. Generally, in order to supply the products on time, a
company needs to be ready to handle any unforeseen limitations brought on by
the server. Through appropriate server repair and maintenance, a business can
effectively prevent missed sales and backlogged cases. In this study, we present an
unreliable server inventory model for decaying objects. A thorough overview of
perishable inventory modeling can be found in the review paper [4].At first, there
wasn’t been much focus in the literature on inventory systems that have favorable
service times and customer retrials. Artalejo et al. [2] introduced an alternative
to classical approaches based either on backlogged or lost sale cases. The authors
considered a continuous review (𝑠, 𝑆) inventory system in which primary customer
arrives in stock out period, leave the server and retries after some random time.

The authors acknowledge the financial support provided by FIST Program, Dept.of
Science and Technology, Govt.of India, to the P. G. & Research Dept. of Mathematics,
through SR/FST/College-2018-XA 276(C).



32 Bobina J. Mattam, K. P. Jose

Reshmi and Jose [6] studied a queueing inventory system with perishable items
where the items in the inventory perish at a linear rate and all the underlying
processes are assumed to be exponential. Bobina and Jose [3]studied an M/M/1
perishable invetory system with production where the service may experience some
interruption while serving.

2. Mathematical Model

Consider an (𝑠,𝑄) inventory system with a single server retrial facility and
perishable items. The lifetime of an item in the inventory is exponentially dis-
tributed with parameter 𝑗𝜔, when there are 𝑗 items in the inventory. Customers
arrive at the system following the Poisson distribution with parameter 𝜆, and
each customer demands a single item. If the server is idle on arrival epoch of
a customer, then that customer is immediately taken for service, provided the
inventory is non-empty. The service time duration follows a negative exponential
distribution with parameter 𝜇.

When on-hand inventory level drops to 𝑠, an order of quantity 𝑄 is placed
and is replenished after a random lead-time, and it is exponentially distributed
with parameter 𝛽. The server may be subject to breakdown while at service,
and it follows Poisson distribution with parameter 𝛿1 and its repair times are
exponentially distributed with parameter 𝛿2. Any arriving customer, on finding
inventory level zero or the server busy or breakdown, either proceeds join a waiting
space of infinite capacity called orbit with probability 𝛾 or exits the system with
probability 1−𝛾. All customers who enter the orbit; generate requests for service
at exponentially distributed time intervals with mean 1

𝜃
independently. The retrial

customers who find the inventory out of stock or the server busy or breakdown,
return to the orbit with probability 𝛿 or exit the system with probability 1− 𝛿.

Let 𝑁(𝑡) and 𝐼(𝑡) denote the number of customers in the orbit at time 𝑡 and
the inventory level at time 𝑡, respectively. Further, let

𝐶(𝑡) :

⎧⎪⎨⎪⎩
0, if the server idle at time 𝑡

1, if the server busy at time 𝑡

2, if the server is breakdown at time 𝑡.

Now, X = {(𝑁(𝑡), 𝐶(𝑡), 𝐼(𝑡))|𝑡 ≥ 0} constitutes a continuous time Markov chain
with state space 𝐹0 ∪ 𝐹1 ∪ 𝐹2, where 𝐹0 = {(𝑖, 0, 𝑗)|𝑖 ≥ 0; 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆},
𝐹1 = {(𝑖, 1, 𝑗)|𝑖 ≥ 0; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆} and 𝐹2 = {(𝑖, 2, 𝑗)|𝑖 ≥ 0; 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆}.
The generator matrix of the process is

𝑄1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝐴10 𝐴0

𝐴21 𝐴11 𝐴0

𝐴22 𝐴12 𝐴0

. . .
. . .

. . .

⎤⎥⎥⎥⎦ ,
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Table 1
Transitions of 𝐴0, 𝐴1𝑖 and 𝐴2𝑖

From To Rate Description
(𝑖, 0, 0) (𝑖+ 1, 0, 0) 𝜆𝛾 𝑖 ≥ 0
(𝑖, 1, 𝑗) (𝑖+ 1, 1, 𝑗) 𝜆𝛾 𝑖 ≥ 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆
(𝑖, 2, 𝑗) 𝑖+ 1, 2, 𝑗) 𝜆𝛾 𝑖 ≥ 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆
(𝑖, 0, 𝑗) (𝑖, 1, 𝑗) 𝜆 𝑖 ≥ 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆
(𝑖, 1, 𝑗) (𝑖, 0, 𝑗 − 1) 𝜇 𝑖 ≥ 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆
(𝑖, 0, 𝑗) (𝑖, 0, 𝑄+ 𝑗) 𝛽 𝑖 ≥ 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠
(𝑖, 1, 𝑗) (𝑖, 1, 𝑄+ 𝑗) 𝛽 𝑖 ≥ 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠
(𝑖, 2, 𝑗) (𝑖, 2, 𝑄+ 𝑗) 𝛽 𝑖 ≥ 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠
(𝑖, 0, 𝑗) (𝑖, 0, 𝑗 − 1) 𝑗𝜔 𝑖 ≥ 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆
(𝑖, 𝑘, 𝑗) (𝑖, 𝑘, 𝑗 − 1) 𝑗𝜔 𝑖 ≥ 0, 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆, 𝑘 = 1, 2
(𝑖, 1, 𝑗) (𝑖, 2, 𝑗) 𝛿1 𝑖 ≥ 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆
(𝑖, 2, 𝑗) (𝑖, 1, 𝑗) 𝛿2 𝑖 ≥ 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆
(𝑖, 0, 𝑗) (𝑖, 0, 𝑗) −𝜆𝛾 − 𝛽 − 𝑖𝜃(1− 𝛿) 𝑖 ≥ 1, 𝑗 = 0
(𝑖, 0, 𝑗) (𝑖, 0, 𝑗) −𝜆− 𝛽 − 𝑗𝜔 − 𝑖𝜃 𝑖 ≥ 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠
(𝑖, 0, 𝑗) (𝑖, 0, 𝑗) −𝜆− 𝑗𝜔 − 𝑖𝜃 𝑖 ≥ 0, 𝑠+ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆
(𝑖, 1, 𝑗) (𝑖, 1, 𝑗) −𝜆𝛾 − 𝜇− 𝛽 − 𝑖𝜃(1− 𝛿) 𝑖 ≥ 0, 𝑗 = 1
(𝑖, 1, 𝑗) (𝑖, 1, 𝑗) −𝜆𝛾 − 𝜇− 𝛽 − 𝑖𝜃(1− 𝛿)− 𝑗𝜔 − 𝛿1 𝑖 ≥ 0, 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠
(𝑖, 1, 𝑗) (𝑖, 1, 𝑗) −𝜆𝛾 − 𝜇− 𝑖𝜃(1− 𝛿)− 𝑗𝜔 − 𝛿1 𝑖 ≥ 0, 𝑠+ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆
(𝑖, 2, 𝑗) (𝑖, 2, 𝑗) −𝜆𝛾 − 𝛽 − 𝛿2 − 𝑖𝜃(1− 𝛿) 𝑖 ≥ 0𝑗 = 1
(𝑖, 2, 𝑗) (𝑖, 2, 𝑗) −𝜆𝛾 − 𝛽 − 𝛿2 − 𝑗𝜔 − 𝑖𝜃(1− 𝛿) 𝑖 ≥ 0, 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠
(𝑖, 2, 𝑗) (𝑖, 2, 𝑗) −𝜆𝛾 − 𝑗𝜔 − 𝛿2 − 𝑖𝜃(1− 𝛿) 𝑖 ≥ 0, 𝑠+ 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆
(𝑖, 0, 0) (𝑖− 1, 0, 0) 𝑖𝜃(1− 𝛿) 𝑖 ≥ 1
(𝑖, 0, 𝑗) (𝑖− 1, 1, 𝑗) 𝑖𝜃 𝑖 ≥ 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆
(𝑖, 1, 𝑗) (𝑖− 1, 1, 𝑗) 𝑖𝜃(1− 𝛿) 𝑖 ≥ 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆
(𝑖, 2, 𝑗) (𝑖− 1, 2, 𝑗) 𝑖𝜃(1− 𝛿) 𝑖 ≥ 1, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑆

where each element in 𝑄 has size (3𝑆 + 1) × (3𝑆 + 1) and their corresponding
transitions are given in Table 1.

3. System Stability

For obtaining the stability condition for the system study, we apply the Neuts-
Rao truncation [5] by assuming 𝐴1𝑖 = 𝐴1𝑁 and 𝐴2𝑖 = 𝐴2𝑁 for all 𝑖 ≥ 𝑁 . Then
we define 𝐴𝑁 = 𝐴0 +𝐴1𝑁 +𝐴2𝑁 . Thus the generator matrix 𝑄 of the truncated
system and 𝐴𝑁 will be

𝑄 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴10 𝐴0

𝐴21 𝐴11 𝐴0

. . .
. . .

. . .

𝐴2𝑁 𝐴1𝑁 𝐴0

𝐴2𝑁 𝐴1𝑁 𝐴0

. . .
. . .

. . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, 𝐴𝑁 =

⎡⎣𝐻11 𝐻12 0
𝐻21 𝐻22 𝐻23

0 𝐻32 𝐻33

⎤⎦ .
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We introduce some notations to describe the terms in the above matrix.

— 𝐼𝑚 denotes an identity matrix of order 𝑚.

— 𝑒 is a column matrix of appropriate order where all entries are 1.

— 𝑟𝑚(𝑖) denotes a 1×𝑚 row matrix whose 𝑖th entry is 1 and all other entries
are zeros and 𝑐𝑚(𝑖) denotes the transpose of (𝑟𝑚(𝑖)).

— ⊗ denotes the Kronecker product of matrices.

Thus the sub-matrices given in the matrix 𝐴𝑁 are as follows.

𝐻11 = 𝛽(𝑐𝑆+1(1)⊗ 𝑟𝑆+1(1)) + Σ𝑠+1
𝑖=2 (−𝜆− 𝛽 − (𝑖− 1)𝜔 −𝑁𝜃)𝑐𝑆+1(𝑖)⊗ 𝑟𝑆+1(𝑖)

+Σ𝑆+1
𝑖=𝑠+2(−𝜆− (𝑖− 1)𝜔−𝑁𝜃)𝑐𝑆+1(𝑖)⊗ 𝑟𝑆+1(𝑖) +Σ𝑆+1

𝑖=2 𝑖𝜔(𝑐𝑆+1(𝑖)⊗ 𝑟𝑆+1(𝑖− 1))

+Σ𝑠+1
𝑖=1𝛽(𝑐𝑆+1(𝑖)⊗ 𝑟𝑆+1(𝑄+ 𝑖)), 𝐻12 = (𝜆+𝑁𝜃)

[︂
01×𝑆

𝐼𝑆

]︂
, 𝐻21 = 𝜇

[︀
𝐼𝑆 0𝑆×1

]︀
,

𝐻22 = (−𝛽 − 𝜇− 𝛿1)(𝑐𝑆(1)⊗ 𝑟𝑆(1)) + Σ𝑠
𝑖=2(−𝛽 − 𝜇− (𝑖)𝜔 − 𝛿1)𝑐𝑆(𝑖)⊗ 𝑟𝑆(𝑖)

+ Σ𝑆
𝑖=𝑠+1(−𝜇− (𝑖)𝜔 − 𝛿1)𝑐𝑆(𝑖)⊗ 𝑟𝑆(𝑖) + Σ𝑆

𝑖=2((𝑖)𝜔)𝑐𝑆(𝑖)⊗ 𝑟𝑆(𝑖− 1)

+ Σ𝑠
𝑖=1𝛽𝑐𝑆(𝑖)⊗ 𝑟𝑆(𝑄+ 𝑖), 𝐻23 = 𝛿1𝐼𝑆 , 𝐻32 = 𝛿2𝐼𝑆 ,

𝐻33 = (−𝛽 − 𝛿2)(𝑐𝑆(1)⊗ 𝑟𝑆(1)) + Σ𝑠
𝑖=2(−𝛽 − (𝑖)𝜔 − 𝛿2)𝑐𝑆(𝑖)⊗ 𝑟𝑆(𝑖)

+ Σ𝑆
𝑖=𝑠+1(−(𝑖)𝜔 − 𝛿2)𝑐𝑆(𝑖)⊗ 𝑟𝑆(𝑖) + Σ𝑆

𝑖=2((𝑖)𝜔)𝑐𝑆(𝑖)⊗ 𝑟𝑆(𝑖− 1)

+ Σ𝑠
𝑖=1𝛽𝑐𝑆(𝑖)⊗ 𝑟𝑆(𝑄+ 𝑖).

The stationary probability vector 𝜋𝑁 of 𝐴𝑁 be partitioned as 𝜋𝑁 = (𝜋𝑁
0 , 𝜋

𝑁
1 , 𝜋

𝑁
2 );

𝜋𝑁
0 = (𝜋𝑁,0,0 , . . . , 𝜋𝑁,0,𝑆 ), 𝜋

𝑁
1 = (𝜋𝑁,1,1 , . . . , 𝜋𝑁,1,𝑆 ), 𝜋

𝑁
2 = (𝜋𝑁,2,1 , . . . , 𝜋𝑁,2,𝑆 ).

Then the relation 𝜋𝑁𝐴𝑁 = 0 along with the normalizing condition 𝜋𝑁𝑒 = 1 gives
rise to the following equations:

𝜋𝑁
0 𝐻11 + 𝜋𝑁

1 𝐻21 = 0,→ 𝜋𝑁
0 = −(𝜋𝑁

1 𝐻21)𝐻
−1
11 ,

𝜋𝑁
0 𝐻12 + 𝜋𝑁

1 𝐻22 + 𝜋𝑁
2 𝐻32 = 0,→ 𝜋𝑁

1 = −(𝜋𝑁
0 𝐻12 + 𝜋𝑁

2 𝐻32)𝐻
−1
22 ,

𝜋𝑁
1 𝐻23 + 𝜋𝑁

2 𝐻33 = 0.→ 𝜋𝑁
2 = −(𝜋𝑁

1 𝐻23)𝐻
−1
33 .

The matrices 𝐻𝑖𝑖; 𝑖 = 1, 2, 3 in the above set of equations are all diagonally dom-
inant and hence invertible. Thus, all the terms in the previous set of equations
exists and hence by Block Gauss-Seidel iteration, we can find the vector 𝜋𝑁 .

Thus, the stability condition can be asserted as, the truncated system is stable
if and only if 𝜋𝑁𝐴0𝑒 < 𝜋𝑁𝐴2𝑁𝑒. By rearranging and using the limiting technique
used by Krishnamoorthy et.al. [5], as 𝑁 → ∞, we get lim

𝑁→∞
( 𝜋𝑁𝐴0𝑒
𝜋𝑁𝐴2𝑁𝑒

) < 1, where

𝜋𝑁𝐴0𝑒 =𝜋
𝑁
0 (𝜆𝛾𝑐𝑆+1(1)⊗ 𝑟𝑆+1(1))𝑒+ (𝜆𝛾(𝜋𝑁

1 + 𝜋𝑁
2 ))𝑒,

𝜋𝑁𝐴2𝑁𝑒 =(𝜋𝑁
0 (𝑁𝜃(1− 𝛿))(𝑐𝑆+1(1)⊗ 𝑟𝑆+1(1))𝑒

+ ((𝜋𝑁
0 )𝑁𝜃Σ𝑠

𝑖=1𝑐𝑆+1(𝑖+ 1)⊗ 𝑟𝑆+1(𝑖))𝑒+ ((𝜋𝑁
1 + 𝜋𝑁

2 )𝑁𝜃(1− 𝛿))𝑒.
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4. Steady State Analysis

Since X is a level dependent quasi-birth-death process, to calculate the steady
state probability vector, we use the method described by Neuts-Rao [5]. Consider
the steady state probability vector x = (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . . ) of 𝑄, where,

𝑥𝑖 = (𝑧𝑖,0,0 , 𝑧𝑖,0,1 . . . , 𝑧𝑖,0,𝑆 , 𝑧𝑖,1,1 , 𝑧𝑖,1,2 , . . . , 𝑧𝑖,1,𝑆 , 𝑧𝑖,2,1 , 𝑧𝑖,2,2 , . . . , 𝑧𝑖,2,𝑆 ), (𝑖 ≥ 0)

satisfies the relation, 𝑥𝑁+𝑘−1 = 𝑥𝑁−1𝑅
𝑘, 𝑘 ≥ 1 where the matrix 𝑅 is the unique

non-negative solution of the matrix quadratic equation 𝑅2𝐴2 + 𝑅𝐴1 + 𝐴0 = 0
with 𝐴1 = 𝐴1𝑁 , 𝐴2 = 𝐴2𝑁 and 𝑅 = lim

𝑛→∞
𝑅𝑛, where {𝑅𝑛} is defined such that

𝑅𝑛+1 = −𝐴0𝐴
−1
1 − 𝑅𝑛𝐴2𝐴

−1
1 ;𝑛 ≥ 0 and 𝑅0 = 0. The vectors 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁−1

corresponding to boundary portion of 𝑄 are obtained using Gauss-Siedel method
subject to normalizing condition

∑︀∞
𝑖=0 𝑥𝑖e = 1.

5. Performance Measures

Using the above probability vector, some important performance measures are
given below,

1) Expected inventory level in the system,

𝐸𝑖𝑛𝑣 = Σ∞
𝑖=0Σ

2
𝑘=0Σ

𝑆
𝑗=1𝑗𝑧𝑖,𝑘,𝑗 +Σ∞

𝑖=0Σ
2
𝑘=0Σ

𝑆
𝑗=1𝑗𝑧𝑖,𝑘,𝑗 .

2) Mean number of customers in the orbit,

𝐸𝑜𝑟𝑏𝑖𝑡 = Σ𝑖Σ𝑘Σ𝑗𝑖𝑧𝑖,𝑘,𝑗

3) Expected reorder rate

𝐸𝑟𝑜 = 𝜇Σ∞
𝑖=0𝑧𝑖,1,𝑠+1 + (𝑠+ 1)𝜔Σ∞

𝑖=0Σ
2
𝑘=0𝑧𝑖,𝑘,𝑠+1.

4) Expected perishability rate,

𝐸𝑝 = 𝜔
(︁
Σ∞

𝑖=0𝑧𝑖,0,1 +Σ∞
𝑖=0Σ

2
𝑘=0Σ

𝑆
𝑗=2𝑗𝑧𝑖,𝑘,𝑗

)︁
.

5) Average number of departures after service completion,

𝐸𝑑𝑠 = 𝜇Σ∞
𝑖=0Σ

𝑆
𝑗=1𝑧𝑖,1,𝑗 .

6) Average number of customers lost prior to entering the orbit,

𝐸𝑙𝑎 = 𝜆(1− 𝛾)Σ∞
𝑖=0

(︁
𝑧𝑖,0,0 +Σ𝑆

𝑗=1𝑧𝑖,1,𝑗 +Σ𝑆
𝑗=1𝑧𝑖,2,𝑗

)︁
.

7) Average number of customers lost during retrials,

𝐸𝑙𝑟 = 𝜃(1− 𝛿)Σ∞
𝑖=0𝑖

(︁
𝑧𝑖,0,0 +Σ𝑆

𝑗=1𝑧𝑖,1,𝑗 +Σ𝑆
𝑗=1𝑧𝑖,2,𝑗

)︁
.

8) Overall rate of retrials,
𝜃*1 = 𝜃 (Σ∞

𝑖=1𝑖𝑥𝑖) e.

9) Average rate of breakdown,

𝐴𝑏𝑟 = 𝛿1Σ
∞
𝑖=0

(︁
Σ𝑆

𝑗=1𝑧𝑖,1,𝑗
)︁
.

10) Average rate of repair,

𝐴𝑟𝑟 = 𝛿2Σ
∞
𝑖=0

(︁
Σ𝑆

𝑗=1𝑧𝑖,2,𝑗
)︁
.
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6. Profit Analysis

The long-run profit function for this model, defined as the total profit per unit
time is given by

𝐸𝑝𝑟𝑜𝑓𝑖𝑡 = 𝑐0𝐸𝑑𝑠−𝑐1𝐸𝑖𝑛𝑣−𝑐2𝐸𝑜𝑟𝑏𝑖𝑡−𝑐3𝐸𝑟𝑜−𝑐4𝐸𝑝−𝑐5(𝐸𝑙𝑎+𝐸𝑙𝑟)−𝑐6𝐴𝑏𝑟−𝑐7𝐴𝑟𝑟,

where 𝑐0=revenue per unit purchase, 𝑐1= holding cost of inventory/unit/unit time,
𝑐2 = holding cost of customers/unit/unit time, 𝑐3=reorder cost, 𝑐4=cost due to
decay of items/unit/unit time, 𝑐5=cost due to loss of customers/unit/unit time,
𝑐6=penalty due to breakdown of server/unit time, 𝑐7=repair cost/unit time.

7. Conclusion

In this paper, we studied a perishable inventory system with possible server
interruption and an infinite orbit for accommodating retrial customers. A suitable
profit function is constructed by using system’s performance measures. This work
can be extended by considering the addition of a buffer or incorporating server
vacation periods to further enhance system efficiency.
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The paper considers two models of queuing with a variable struc-
ture based on the introduction of additional transient intensities
into known models or their combinations, which create stationary
distributions convenient for calculation. In the first model, it is a
probabilistic mixture of known stationary distributions with given
weights. In the second model, this uniform distribution is repeat-
edly used in physical statistics. Both models are based on the se-
lection of states, between which additional transient intensities are
introduced. The algorithms used in the work for introducing new
transient intensities are closely related to the concept of flow in
a deterministic transport network. Keywords: queuing systems,
variable structure, transient intensities, mixture of marginal distri-
butions.

1. Introduction

Recently, due to the development of an information-theoretic approach
to modeling self-organization processes in open physical systems [1], [2] with
stochasticity, it has become possible to combine the dynamic and informa-
tion (control) parts of their description into a single system. In this paper,
this idea is the basis for building a queuing model with a variable structure.
Two models based on the construction of discrete ergodic Markov processes
with continuous time are used to construct a mathematical model of a queu-
ing system with a variable structure. This idea is the basis for building a
queuing model with a variable structure, considered in this paper. There-
fore, it becomes necessary to try to extend the above synergistic approach
to queuing systems. To construct a mathematical model of queuing systems
with a variable structure, the construction of discrete ergodic Markov pro-
cesses with continuous time is used, and the model itself is a combination
of several queuing systems. In this case, the set of states of the combined

The research was carried out within the state assignment for IAM FEB RAS (N
075-00459-24-00).
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system is the union of the sets of states of the combined systems. This is the
difference from the classical queuing systems, in which the set of states of
the system is a direct product of the sets of states of the combined systems.

The first model is a combination of several models of service systems.
The set of states of a combined system is the union of sets of states of
combined systems. The transient intensities between the states of different
systems can be considered as an input control, which is selected so that the
limiting distribution of the combined system is a mixture of the limiting
distributions of the combined systems with different weights determined by
the introduced transient intensities. In particular, when supercritical values
of control parameters (”informants in the terminology of G. Haken [1]) are
reached, forced transitions between stationary states occur in self-organizing
open systems), in which ordered space-time macroscopic formations arise
(dissipative structures) that persist only in the presence of pumping energy,
matter, etc. from the environment.

The second model is based on the introduction of control in a single-
channel queuing system with losses in order to design a queuing system
with uniform distribution over a variety of states. To do this, we solve the
problem of determining transient intensities in a single-channel queuing sys-
tem with losses, with a finite number of waiting places and the possibility of
cleaning and restoring the system from applications if all waiting places are
filled. This queuing system is a special case of stochastic cleaning systems
that accept and accumulate input data of random variables over random
time intervals until pre-defined criteria are met. Then there is an instant
cleanup of some or all of these inputs (see, for example, [3] - [5]). At the
same time, there is a whole series of anatomical and psychological studies
on the transformation of short-term memory into long-term memory with
the participation of the hippocampus [6], [7].

2. Main results

We call a homogeneous Markov discrete process 𝑋(𝑡) with a counting set
of states 𝒳 and transient intensities 𝜆(𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳 irreducible if there
exists such a state 𝑥* ∈ 𝒳 , which is reachable from any other state. I.e. for
any 𝑥 ̸= 𝑥* or 𝜆(𝑥, 𝑥*) > 0, or there will be such a chain of states 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛,
that 𝜆(𝑥, 𝑥1) > 0, 𝜆(𝑥1, 𝑥2) > 0, . . . , 𝜆(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) > 0, 𝜆(𝑥𝑛, 𝑥

*) > 0.

Theorem 1. An irreducible homogeneous Markov process is ergodic
if and only if the system of equations∑︁

𝑦 ̸=𝑥

𝑢(𝑥)𝜆(𝑥, 𝑦) =
∑︁
𝑦 ̸=𝑥

𝑢(𝑦)𝜆(𝑦, 𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 (1)
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has at least one solution 𝑢(𝑥), 𝑥 ∈ 𝒳 , for which the sum 0 <
∑︁
𝑥∈𝒳
|𝑢(𝑥)|<∞.

The formulation of Theorem 1 was given in the classical monograph [8].
Using this theorem, the following theorem is proved, which is the main

result of this paper. Let us first consider the model based on two discrete,
homogeneous and irreducible (and therefore ergodic) Markov processes
𝑋𝑘(𝑡), 𝑡 ≥ 0, 𝑘 = 1, 2, with counting sets of states 𝒳𝑘, and with transient
intensities 𝜆𝑘(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) ≥ 0, and stationary probabilities 𝑃𝑘(𝑥𝑘), 𝑥𝑘, 𝑦𝑘 ∈ 𝒳𝑘.
From the stationary Kolmogorov-Chapman equations, the equalities follow∑︁

𝑦𝑘∈𝒳𝑘

𝑃𝑘(𝑥𝑘)𝜆𝑘(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) =
∑︁

𝑦𝑘∈𝒳𝑘

𝑃𝑘(𝑦𝑘)𝜆𝑘(𝑦𝑘, 𝑥𝑘), 𝑥𝑘 ∈ 𝒳𝑘. (2)

Theorem 2. Suppose that transitional intensities are introduced be-
tween some states 𝑥*1 ∈ 𝒳1, 𝑥

*
2 ∈ 𝒳2 of these two processes Λ(𝑥*1, 𝑥

*
2) >

0, Λ(𝑥*2, 𝑥
*
1) > 0, satisfying for some 𝑐1, 𝑐2, 0 < 𝑐1, 𝑐2 < 1, 𝑐1 + 𝑐2 = 1, the

conditions of local equilibrium 𝑐1𝑃1(𝑥
*
1)Λ(𝑥

*
1, 𝑥
*
2) = 𝑐2𝑃2(𝑥

*
2)Λ(𝑥

*
2, 𝑥
*
1).Then

the process 𝑋(𝑡) with a set of states 𝒳1

⋃︀
𝒳2 and transient intensities

𝜆𝑘(𝑥𝑘, 𝑦𝑘), 𝑥𝑘, 𝑦𝑘 ∈ 𝒳𝑘, 𝑘 = 1, 2, Λ(𝑥*1, 𝑥
*
2), Λ(𝑥*2, 𝑥

*
1), is also ergodic

and its stationary probabilities have the form 𝜋(𝑥𝑘) = 𝑐𝑘𝑃𝑘(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 ∈
𝒳𝑘, 𝑘 = 1, 2, and satisfy the stationary Kolmogorov-Chapman equations
for 𝑘, 𝑗 = 1, 2, 𝑘 ̸= 𝑗

𝜋(𝑥𝑘)
∑︁

𝑦𝑘∈𝒳𝑘

𝜆𝑘(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) =
∑︁

𝑦𝑘∈𝒳𝑘

𝜋(𝑦𝑘)𝜆𝑘(𝑦𝑘, 𝑥𝑘), 𝑥𝑘 ∈ 𝒳𝑘, 𝑥𝑘 ̸= 𝑥*𝑘,

𝜋(𝑥*𝑘)

⎛⎝ ∑︁
𝑦𝑘∈𝒳𝑘

𝜆𝑘(𝑥
*
𝑘, 𝑦𝑘) + Λ(𝑥*𝑘, 𝑥

*
𝑗 )

⎞⎠ =

=
∑︁

𝑦𝑘∈𝒳𝑘

𝜋(𝑦𝑘)𝜆𝑘(𝑦𝑘, 𝑥
*
𝑘) + 𝜋(𝑥*𝑗 )Λ(𝑥

*
𝑗 , 𝑥
*
𝑘).

(3)

Example 1. Suppose that the discrete Markov processes𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡),
considered in the theorem 2 describe the number of applications in single-
channel queuing systems 𝑀 |𝑀 |1|∞ with Poisson input streams with in-
tensities 𝜆1, 𝜆2 and with service intensities 𝜇1, 𝜇2, 𝜌1 = 𝜆1/𝜇1 <
1, 𝜌2 = 𝜆2/𝜇2 < 1. Then discrete Markov processes 𝑋1(𝑡), 𝑋2(𝑡), de-
scribing the number of customers in the first and second queuing systems
have marginal distributions 𝑃1(𝑥1 = 𝑘) = (1 − 𝜌1)𝜌

𝑘
1 , 𝑃2(𝑥2 = 𝑙) =

(1 − 𝜌2)𝜌
𝑙
2, 𝑘, 𝑙 = 0, 1, . . . . Select the states 𝑥*1 = 0, 𝑥*2 = 0, select

𝑐1, 𝑐2, 0 < 𝑐1, 𝑐2, 𝑐1 + 𝑐2 = 1 and determine the intensity of transi-
tions Λ1 = Λ(𝑥*1 = 0, 𝑥*2 = 0), Λ2 = Λ(𝑥*2 = 0, 𝑥*1 = 0) from the condition
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𝑐1(1−𝜌1)Λ(𝑥*1 = 0, 𝑥*2 = 0) = 𝑐2(1−𝜌2)Λ(𝑥*2 = 0, 𝑥*1 = 0). For this example,
the positive intensities of transitions between states are determined by Fig.
1.

Fig. 1. Transient intensities in the queuing system from Example 1.

Let’s now move on to the second model, based on a single-server queuing
system with losses 𝑀 |𝑀 |1|𝑚 when the number of customers exceeds the
upper limit of 𝑚. We describe this queuing system by a discrete Markov
process 𝑥(𝑡) with states 0.1, . . . ,𝑚, characterizing the number customers in
the system. Suppose that the Poisson input flow to this queuing system has
an intensity 𝜆, and the service intensity is 𝜇. Then the transition intensities
between the states of the system have the form 𝛾(𝑖, 𝑖+1) = 𝜆, 𝛾(𝑖+1, 𝑖) =
𝜇, 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1.

Denote 𝜌 = 𝜆/𝜇 coefficient of system loads, then stationary probability
𝑝(𝑖) oncoming systems in state 𝑖 satisfies equalities

𝑝(𝑖) =
(1− 𝜌)𝜌𝑖

1− 𝜌𝑚+1
, 𝜌 ̸= 1; 𝑝(𝑖) =

1

𝑚+ 1
, 𝜌 = 1; 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑚.

Let us now consider the problem of converting a system with losses
𝑀 |𝑀 |1|𝑚 into a system with a uniform distribution of stationary probabil-
ities. We will introduce additional transition intensities into the 𝑀 |𝑀 |1|𝑚
system, characterizing the cleaning of the system from customers and the re-
plenishment of the system with deleted customers. 𝛾(0,𝑚) = 𝜆, 𝛾(𝑚, 0) =
𝜇.
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Fig. 2. Transient intensities in a system with clearance of customers and
uniform stationary distribution.

An elementary calculation shows that the states 0, 1, . . . ,𝑚, 0, form a
cycle in which the sum of the intensities entering the state 𝑖, is equal to the
sum of the intensities leaving the state (and is equal to 𝜆+𝜇). It follows that
the stationary probabilities of being in the states of the extended system
satisfy the equality

𝑝(𝑖) =
1

𝑚+ 1
, 𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑚, (4)

Remark 1. It should be noted that the transition intensities
𝛾(0,𝑚) = 𝜇, 𝛾(𝑚, 0) = 𝜆 introduced in Fig. 2 may be different. In-
deed, at the vertices 1, . . . , 𝑚 − 1 of a graph depicting the states of the
𝑀 |𝑀 |1|𝑚 system and its transient intensities, the difference between the
sum of the output intensities and the sum of the input intensities is zero.
At the vertex 0, this difference is equal to 𝜆 − 𝜇, and at the vertex 𝑚 it is
equal to 𝜇− 𝜆. Therefore, introducing between the vertices 0, 𝑚 transient
intensities 𝛾(0,𝑚) = 𝜇′, 𝛾(𝑚, 0) = 𝜆′, 𝜆 + 𝜇′ = 𝜆′ + 𝜇, it is possible to
obtain equality to zero of the corresponding differences. Moreover, with
𝜆 > 𝜇, you can select 𝜆′ = 𝜆 − 𝜇 + 𝜀, 𝜇′ = 𝜀, 𝜀 > 0. Similarly, if 𝜇 > 𝜆,
then the transient intensities introducing between the vertices 0, 𝑚 may be
selected as 𝛾(0,𝑚) = 𝜀, 𝛾(𝑚, 0) = 𝜇− 𝜆+ 𝜀. The corresponding differences
of transit intensities connecting with the states 0, 𝑚 are equal to zero. It
should be noted that in order to weaken the connection 0 → 𝑚, leading
to frequent switches between these states 0, 𝑚, it is enough to require the
condition 𝜀≪ 1.
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3. Discussion

The number of examples in the first model can be significantly expanded
using well-known formulas for marginal distributions in various queuing sys-
tems, the number of applications in which the process of death and birth
is described by [8]. Similarly, for this purpose, random processes can also
be used that describe the number of requests in nodes of an open [9] or
closed [10] queuing network, the marginal distributions in which obey mul-
tiplicative theorems.

The design of the managed queuing network given in the second model
allows for numerous generalizations based on the model of a deterministic
transport network with single input and output nodes [11]. By determining
the total flow to the output node in a deterministic network and building
an edge from the output node to the input node with this flow, it is possible
to obtain a system with a uniform stationary distribution.

4. Conclusion

In this paper, two models of managed queuing systems with a variable
structure are presented. The first model is based on a combination of sev-
eral well-known models with switching between them. The second model is
based on the deterministic transport network model and uses the introduc-
tion of feedback in a single-channel queuing system with losses. Stationary
distributions are calculated for both models. For the first model, this distri-
bution is a mixture of two stationary distributions with given weights. For
the second model, this is a uniform distribution.

The research was carried out within the state assignment for IAM FEB
RAS (N 075-00459-24-00). The author thanks Yu.N. Kharchenko for a help
in physical interpretation of obtained results.
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In this article, we examine a discrete-time perishable inventory
model with positive service and lead times under a modified N-
policy framework. We define a suitable cost function for the model
by assuming that the demand process follows a Bernoulli pro-
cess and that both service and lead times are geometrically dis-
tributed. This model is formulated as a level-independent quasi-
birth-death process. We investigate the model using the Matrix
Analytic Method. Keywords: discrete-time inventory, perishable
products, n-policy, matrix analytic method, quasi-birth-death pro-
cess.

Introduction

Effective inventory management is vital for manufacturing and service
companies to ensure smooth operations. Managing perishable inventory
is particularly challenging due to the deterioration and limited shelf life
of products such as food items, pharmaceuticals, and chemicals. This re-
search examines a discrete-time perishable inventory model with positive
service and lead times under a modified N-policy framework minimize total
expected cost. For example, a grocery store handling perishable items like
fruits, vegetables, and dairy products must manage these items efficiently to
minimize waste, ensure availability, and maintain profitability. The model
in the study determines optimal order quantities and timing, considering
the positive service and lead times common in real-world scenarios where
processing and delivering orders take time.

Key contributions to this field include Ghare and Schrader’s (1963)[3]
model for exponentially decaying inventory and Lian and Liu’s (1999)[8]

The authors acknowledge the financial support provided by FIST program, Dept. of
Science and Technology, Govt. of India, to the PG and Research Dept. of Mathematics
through SR/FST/College-2018-XA 276(C).
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work on approximating continuous-review models using discrete-time mod-
els. Viswanath and Krishnamoorthy (2011)[13] analyzed production inven-
tory systems with service interruptions, highlighting disruption impacts.
Balagopal et al. (2021)[2] studied discrete-time inventory systems with pos-
itive service and lead times, while Selvakumar and Thangaraj (2020)[9] used
Markov Decision Processes to optimize systems with Bernoulli arrivals. Tan
and Weng (2012)[12] explored perishable inventory control with constant
deterioration and demand rates.

Jose and Anilkumar (2020)[1] and Shajin et al. (2018)[11] investigated
queuing inventory models and service time dynamics, respectively. Sigman
and Simchi-Levi (1992)[10] analyzed stochastic lead times, emphasizing in-
herent variability. The N-Policy, introduced by Yadin and Naor (1963)[14]
and further developed by Kella (1989)[6], focuses on controlling service ini-
tiation and cessation. Krishnamoorthy and Anbazhagan (2008)[7] applied
N-Policy to perishable inventory systems, showing its effectiveness in in-
tegrating perishability into decision-making. Jose and Anilkumar (2020)[5]
demonstrated improved efficiency and cost-effectiveness by incorporating N-
Policy in a discrete-time Geo/Geo/1 inventory system. Recent works by Jijo
Joy and K. P. Jose (2020)[4] highlight the growing importance of perishable
inventory models in modern inventory management.

1. Mathematical Modelling and Analysis

In this study, we model a discrete-time perishable inventory system with
positive service and lead times under a modified 𝑁 -policy framework. Cus-
tomer inter-arrival times follow a geometric distribution with parameter
𝑎. The server goes on vacation when inventory is empty, and all remain-
ing inventory is removed. Upon 𝑁 customer arrivals, batch service of size
𝑁 begins, with service times geometrically distributed with parameter 𝑏2.
Additional arriving customers are served individually, with service times
geometrically distributed with parameter 𝑏1. No customers enter when in-
ventory is zero to prevent stockouts.

Inventory replenishment lead times follow a geometric distribution with
parameter 𝑐, occurring at slot boundaries. Inventory perishability also fol-
lows a geometric distribution with parameter 𝑑. During batch service, in-
ventory is restocked to maximum levels, ensuring demand is met.
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Notations

𝑌𝑛 :

⎧⎨⎩ 0, Server status when server is on vacation,
1, Server status when server is busy with single service,
2, Server status when server is busy with batch service.

𝑍𝑛 : Inventory level at an epoch 𝑛.

𝑋𝑛 : Number of customers in the queue at an epoch 𝑛.

e : (1, 1, 1, ..., 1), column vector of 1’s of size 𝑆 + 2.

Then {(𝑋𝑛, 𝑌𝑛, 𝑍𝑛);𝑛 = 0, 1, 2, 3, ..} is a Discrete Time Markov Chain
with state space {(0, 0, 0) ∪ (𝑖, 1, 𝑘), 𝑖 ≥ 0, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑆} ∪ {(𝑖, 0, 0), 1 ≤ 𝑖 ≤
𝑁 − 1} ∪ {(𝑖, 2, 𝑆), 𝑖 ≥ 𝑁}.

Now the transition probability matrix of the process is

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐶1 𝐶0

𝐷2 𝐷1 𝐷0

𝐴2 𝐷1 𝐷0

. . .
. . .

. . .

𝐴2 𝐷1 𝐷0

𝐷3 𝐴3 𝐴2 𝐴1 𝐴0

𝐴4 𝐴3 𝐴2 𝐴1 𝐴0

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

where the blocks 𝐶0, 𝐶1 are matrices of order 1× 1, 1× (𝑆+2) respectively,
𝐷2, 𝐷3 are matrices of order (𝑆 + 2)× 1 and 𝐷0, 𝐷1, 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4 are
square matrices whose (𝑗, 𝑘)𝑡ℎ element with phase 𝑖 is given below. Here
𝛼 = [𝑑𝑎𝑏1 + 𝑑�̄�𝑏1]𝑐, 𝛼1 = 𝑑𝑎𝑏1 + 𝑑�̄�𝑏1, 𝛽 = 𝑐[𝑎𝑏1 + �̄�𝑏1],

𝐷0 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎𝑏1𝑐 𝑎𝑏1𝑐
𝑑𝑎𝑏1𝑐 𝑑𝑎𝑏1𝑐 𝑎𝑏1𝑐

. . .
. . .

...
𝑑𝑎𝑏1𝑐 𝑑𝑎𝑏1𝑐 𝑎𝑏1𝑐

𝑑𝑎𝑏1 𝑑𝑎𝑏1
. . .

. . .

𝑑𝑎𝑏1 𝑑𝑎𝑏1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐴3 =

{︃
𝑎𝑏2, for 𝑖 = 1, 𝑗 = 𝑆 −𝑁 + 2

0, otherwise
,
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𝐴4 =

{︃
�̄�𝑏2, for 𝑖 = 1, 𝑗 = 𝑆 −𝑁 + 2

0, otherwise
,

𝐴1 =

{︃
�̄�𝑏2, for 𝑖 = 1, 𝑗 = 1

[𝐷1], otherwise
, 𝐴0 =

{︃
𝑎𝑏2, for 𝑖 = 1, 𝑗 = 1

[𝐷0], otherwise
,

𝐶0 = (𝑎, 0, · · · , 0), 𝐶1 = (�̄�),

𝐷1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐 𝑐
𝑐𝑎𝑏1 𝑐�̄�𝑏1 𝛽
𝑑𝑎𝑏1𝑐 𝛼 𝑑�̄�𝑏1𝑐 𝛽

. . .
. . .

. . .
...

𝑑𝑎𝑏1𝑐 𝛼 𝑑�̄�𝑏1𝑐 𝛽
𝑑𝑎𝑏1 𝛼1 𝑑�̄�𝑏1

. . .
. . .

𝑑𝑎𝑏1 𝛼1 𝑑�̄�𝑏1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐴2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

�̄�𝑏1𝑐 �̄�𝑏1𝑐
𝑑�̄�𝑏1𝑐 𝑑�̄�𝑏1𝑐 𝑎𝑏1𝑐

. . .
. . .

...
𝑑�̄�𝑏1𝑐 𝑑�̄�𝑏1𝑐 �̄�𝑏1𝑐

𝑑�̄�𝑏1 𝑑�̄�𝑏1
. . .

. . .

𝑑�̄�𝑏1 𝑑�̄�𝑏1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

2. Stability Condition and Steady State Analysis

Since customers are not allowed when the inventory is zero, the system
considered is stable if 𝑎 ≤ 𝑏1.

Matrix Analytic Method is used to analyze the model.

3. Performance Measures and Cost Function

Let

𝜋𝑖 =

{︂
(𝜋𝑖,0,0, 𝜋𝑖,1,0, 𝜋𝑖,1,1, . . . , 𝜋𝑖,1,𝑠), for 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁,
(𝜋𝑖,2,𝑆 , 𝜋𝑖,1,0, 𝜋𝑖,1,1, . . . , 𝜋𝑖,1,𝑆), for 𝑖 ≥ 𝑁 + 1.
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Some important performance measures of the system under steady state
are

1) Expected Re order Rate, 𝐸𝑅𝑅, is given by
𝐸𝑅𝑅 = 𝑏1 [

∑︀∞
𝑖=1 𝜋𝑖,1,𝑠+1 + 𝑑

∑︀∞
𝑖=1 𝜋𝑖,1,𝑠+2] ,

2) Expected Inventory Level, 𝐸𝐼𝐿, is given by

𝐸𝐼𝐿 =
∑︀∞

𝑖=1

∑︀𝑆
𝑘=1 𝑘𝜋𝑖,1,𝑘 + 𝑆

∑︀∞
𝑖=𝑁+1 𝜋𝑖,2,𝑆 ,

3) Expected Loss Rate of Customers, 𝐸𝐿𝐶, is given by

𝐸𝐿𝐶 =
∑︀∞

𝑖=1 𝑎𝜋𝑖,1,0 +
∑︀𝑁

𝑖=0 𝑎𝜋𝑖,0,0,
4) Expected Number of Customers waiting in the system for single service

when the inventory level is zero, 𝐸𝑊0, is given by
𝐸𝑊0 =

∑︀∞
𝑖=1 𝑖𝜋𝑖,1,0,

5) Expected Number of Customers Waiting in the System for Single Ser-
vice, 𝐸𝐶𝑄, is given by
𝐸𝐶𝑄 =

∑︀∞
𝑖=1

∑︀𝑆
𝑘=0(𝑖− 1)𝜋𝑖,1,𝑘 +

∑︀∞
𝑖=𝑁 (𝑖−𝑁)𝜋𝑖,2,𝑆 ,

6) Expected Rate of Departure after Completing Service, 𝐸𝐷𝑆 is given by

𝐸𝐷𝑆 = 𝑏1
∑︀∞

𝑖=1

∑︀𝑆
𝑘=1 𝜋𝑖,1,𝑘 +𝑁𝑏2

∑︀∞
𝑖=𝑁 𝜋𝑖,2,𝑆 ,

7) Expected Perishable Quantity, 𝐸𝑃𝑄, is given by

𝐸𝑃𝑄 = 𝑑
∑︀∞

𝑖=1

∑︀𝑆
𝑘=1 𝑘𝜋𝑖,1,𝑘.

Define the expected total cost of the system per unit time as

𝐸𝑇𝐶 = 𝑐0(𝐸𝑅𝑅) +

𝑠∑︁
𝑘=1

𝑐(𝑆 − 𝑘)𝑥𝑘𝑐1 + 𝑐2(𝐸𝐼𝐿) + 𝑐3(𝐸𝐿𝐶) + 𝑐4(𝐸𝑊0)+

+𝑐5(𝐸𝐶𝑄) + 𝑐6(𝐸𝑃𝑄) + 𝑐7(𝐸𝐷𝑆),

where 𝑥𝑘 is the probability that the inventory level is 𝑘 during single service,
𝑐0 - the setup cost/order, 𝑐1 -procurement cost/unit/unit time, 𝑐2 -inventory
holding cost/unit/unit time, 𝑐3 - cost due to loss of customers/unit/unit
time, 𝑐4 - holding cost of a customer/unit time when the inventory level is
zero, 𝑐5 - holding cost of a customer/unit time when the server is busy, 𝑐6
- expected perishablity cost/unit item, 𝑐7 - service cost/unit/unit time.

Conclusion

This study has analyzed a discrete-time perishable inventory model
with positive service and lead times under a modified N-policy framework.
The underlying model incorporates geometric distributions for inter-arrival
times, service times, lead times, and perishability, providing a realistic rep-
resentation of inventory dynamics. The modified N-policy effectively man-
ages inventory and service processes, obtaining some relevant performance
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measures and minimizing total expected cost. Future research will include
extensive numerical experiments and the evaluation of the (s, S) policy pair
to further refine and validate the model’s applicability in various real-world
scenarios.
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TWO-WAY COMMUNICATION MAP/GI/1
RETRIAL QUEUE WITH MULTIPLE TYPES OF

OUTGOING CALLS

O. Lizyura

Tomsk State University, Tomsk, Russian Federation

In this paper, we consider a retrial queue with two types of calls:
incoming and outgoing calls. The input flow is Markovian arrival
process and the service times are arbitrary distributed random vari-
ables. In its idle time the server can initiate the service itself and
make outgoing calls. We consider the system with multiple types
of outgoing calls. We use asymptotic analysis method under the
condition of low rate of retrials to study such system and propose
the approximation of the stationary probability distribution of the
number of calls in the orbit. Keywords: retrial queue, Markovian
arrival process, two-way communication, incoming calls, outgoing
calls, diffusion analysis.

Introduction

Retrial queues are the models of telecommunication and service systems
[2, 6]. They differ from other queueing models by the following behavior:
customers who cannot occupy a server upon arrival join the orbit and retry
to access the server after some random delay. Retrial queues with two-
way communication are used for modeling blended call centers, where the
operator can provide both inbound and outbound calls. In paper [1], the
authors describe the impact of using retrial queues as models of call centers.
Studies [4, 5, 7] are devoted to the QoS requirements in telephone services.
In [3], the authors provide the investigation of input processes in real call
centers.

In literature on retrial queues with two-way communication the models
with both Markovian arrival process and arbitrary distribution of service
times are not considered due to their complex structure. The main com-
plication is that the analysis requires considering four-dimensional Markov
chain. Therefore, we use the asymptotic-diffusion analysis method and build
a modification of it for MAP/GI/1 type of retrial queues with two-way com-
munication.

Similar asymptotic results without using diffusion analysis are presented
by Sakurai and Phung-Duc in [9]. They study asymptotic behavior of
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M/G/1 retrial queue with outgoing calls. Nazarov et al. [8] study the slow
retrial limit condition for Markovian retrial queues.

1. Model Description

We consider single server retrial queue with MAP input. The MAP is
driven by Markov chain𝑚(𝑡) with finite set of states 1, 2, ...𝑀 defined by the
generator Q = [𝑞𝑣𝑚]. Let the diagonal matrix Λ denotes of the intensities
𝜆𝑚, where 𝜆𝑚 is the rate of arrivals in 𝑚-th state of the MAP. The matrix
D = [𝑑𝑣𝑚] of the probabilities of the arrival at the moment of the underlying
Markov chain transition from state 𝑣 to state 𝑚. Service times of incoming
calls follow an arbitrary distribution with cumulative distribution function
𝐵1(𝑥). If the server is idle at the instant of arrival, then an incoming call
occupies it for service.

If the server is busy upon arrival, the incoming call joins the orbit. In-
coming calls in orbit make an exponentially distributed delay and reattempt
to access the server. The rate of retrials is 𝜎 for each incoming call in the
orbit. After delay, the incoming call behaves the same way as if it first
arrived at the system. Thus, it can receive service or make a delay again.

When the server is idle, it makes outgoing calls. We consider the system
with multiple types of outgoing calls. The rate of making outgoing calls of
type 𝑛 is equal to 𝛼𝑛. Service times of outgoing calls of type 𝑛 are defined
by distribution function 𝐵𝑛(𝑥). We assume 𝑛 = 2, 3, . . . , 𝑁 to simplify
derivations.

We denote 𝑖(𝑡) as the number of incoming calls in the orbit at instant 𝑡.
Process 𝑘(𝑡) reflects the state of the server at instant 𝑡 as follows:

𝑘(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, if the server is idle,

1, if an incoming call is in service,

𝑛, if an outgoing call of type 𝑛 is in service, 𝑛 = 2, 𝑁.

We also consider the residual time of service 𝑧(𝑡), which occurs when the
server is busy. Thus, the random process {𝑘(𝑡), 𝑖(𝑡),𝑚(𝑡), 𝑧(𝑡)} with a vari-
able number of components is under investigation.

We denote

𝑃{𝑘(𝑡) = 0, 𝑖(𝑡) = 𝑖, 𝑚(𝑡) = 𝑚} = 𝑃0(𝑖,𝑚, 𝑡),

𝑃{𝑘(𝑡) = 𝑘, 𝑖(𝑡) = 𝑖, 𝑚(𝑡) = 𝑚, 𝑧(𝑡) < 𝑧} = 𝑃𝑘(𝑖,𝑚, 𝑧, 𝑡)

and introduce partial characteristic functions

𝐻0(𝑢,𝑚, 𝑡) =

∞∑︁
𝑖=0

𝑒𝑗𝑢𝑖𝑃0(𝑖,𝑚, 𝑡),
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𝐻𝑘(𝑢,𝑚, 𝑧, 𝑡) =

∞∑︁
𝑖=0

𝑒𝑗𝑢𝑖𝑃𝑘(𝑖,𝑚, 𝑧, 𝑡), 𝑘 = 1, . . . , 𝑁,

where 𝑗 is the imaginary unit. Deriving the system of Kolmogorov differ-
ential equations, we then transform it to the system for the partial charac-
teristic functions, which yields

𝜕H0(𝑢, 𝑡)

𝜕𝑡
= H0(𝑢, 𝑡)

(︃
Q−A−

𝑁∑︁
𝑛=2

𝛼𝑛I

)︃
+ 𝑗𝜎

𝜕H0(𝑢, 𝑡)

𝜕𝑢
+

+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜕H𝑘(𝑢, 0, 𝑡)

𝜕𝑧
,

𝜕H1(𝑢, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝜕H1(𝑢, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
= H1(𝑢, 𝑧, 𝑡)(Q+ (𝑒𝑗𝑢 − 1)A)−

−𝜕H1(𝑢, 0, 𝑡)

𝜕𝑧
+𝐵1(𝑧)H0(𝑢, 𝑡)A− 𝑗𝜎𝑒−𝑗𝑢𝐵1(𝑧)

𝜕H0(𝑢, 𝑡)

𝜕𝑢
,

𝜕H𝑛(𝑢, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝜕H𝑛(𝑢, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
= H𝑛(𝑢, 𝑧, 𝑡)(Q+ (𝑒𝑗𝑢 − 1)A)−

−𝜕H𝑛(𝑢, 0, 𝑡)

𝜕𝑧
+ 𝛼𝑛𝐵𝑛(𝑧)H0(𝑢, 𝑡), 𝑛 = 2, . . . , 𝑁, (1)

where
H0(𝑢, 𝑡) = {𝐻0(𝑢, 1, 𝑡), 𝐻0(𝑢, 2, 𝑡), . . . , 𝐻0(𝑢,𝑀, 𝑡)},

H𝑘(𝑢, 𝑧, 𝑡) = {𝐻𝑘(𝑢, 1, 𝑧, 𝑡), 𝐻𝑘(𝑢, 2, 𝑧, 𝑡), . . . , 𝐻𝑘(𝑢,𝑀, 𝑧, 𝑡)},

A = Λ+D ∘Q,

and I is the identity matrix. Also, we derive the additional equation ob-
tained by summing up the equations of the system and taking the limit by
𝑧 →∞.

𝜕H(𝑢, 𝑡)

𝜕𝑡
e = (𝑒𝑗𝑢−1)

{︂
𝑗𝜎𝑒−𝑗𝑢

𝜕H0(𝑢, 𝑡)

𝜕𝑢
e+ (H(𝑢, 𝑡)−H0(𝑢, 𝑡))Ae

}︂
, (2)

where H(𝑢, 𝑡) = H0(𝑢, 𝑡) +
𝑁∑︀

𝑘=1

H𝑘(𝑢,∞, 𝑡), e is the vector of ones.

Using the diffusion analysis method under low rate of retrials condition
and the system above, the diffusion approximation of the number of calls
in the orbit is derived.
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2. Diffusion Approximation for the Number of Calls in the Orbit

From system (1) and equation (2), the following equation was derived:

𝜕Φ(𝑤, 𝜏)

𝜕𝜏
= 𝑤

𝜕Φ(𝑤, 𝜏)

𝜕𝑤
𝑎′(𝑥) +

(𝑗𝑤)2

2
Φ(𝑤, 𝜏)𝑏(𝑥). (3)

Here Φ(𝑤, 𝜏) is the asymptotic characteristic function of some diffusion
process approximating the number of calls in the orbit of considered system,
𝑎(𝑥) is the drift coefficient of the diffusion process and 𝑏(𝑥) is the diffusion
coefficient. 𝑎(𝑥) is given by

𝑎(𝑥) = −𝑥R0(𝑥)e+ (R−R0(𝑥))Ae, (4)

vectors R𝑘(𝑥) are the solution of the following system:

R1(𝑥)Qv𝑘 + (1−𝐵*1(𝑠𝑘))R0(𝑥)(A+ 𝑥I)v𝑘 = 0,

R1(𝑥)e = 𝑏1R0(𝑥)(A+ 𝑥I)e,

R𝑛(𝑥)Qv𝑘 + 𝛼𝑛(1−𝐵*𝑛(𝑠𝑘))R0(𝑥)v𝑘 = 0, 𝑛 = 2, 𝑁,

R𝑛(𝑥)e = 𝛼𝑛𝑏𝑛R0(𝑥)e,

𝑁∑︁
𝑘=0

R𝑘(𝑥) = R.

Here vectors R𝑘(𝑥), 𝑘 = 0, 𝑁 are the stationary distribution of two-
dimensional process {𝑘(𝑡),𝑚(𝑡)}, 𝑠𝑚 and v𝑚 are eigenvalues and eigenvec-
tors of matrix −Q, 𝑏𝑛 is the mean service time for calls of type 𝑛. Vector R
is the stationary distribution of underlying process 𝑚(𝑡), which is the solu-
tion of system RQ = 0, Re = 1. Functions 𝐵*𝑘(𝑠) are the Laplace-Stieltjes
transforms of 𝐵𝑘(𝑥). 𝑏(𝑥) is given by

𝑏(𝑥) = 𝑎(𝑥) + 2 [−𝑥g0e+ (g − g0)Ae+ 𝑥R0e] , (5)

vectors g𝑘(𝑥) are the solution of system

g1(𝑥)Qv𝑚 + g0(𝑥)(A+ 𝑥I)(1−𝐵*1(𝑠𝑚))v𝑚 = 𝑥(1−𝐵*1(𝑠𝑚))R0(𝑥)v𝑚−

−(R1(𝑥)−R*1(𝑠𝑚))(A− 𝑎(𝑥)I)v𝑚,

g1(𝑥)e− 𝑏1g0(𝑥)(A+ 𝑥I)e = −𝑏1𝑥R0e−
𝑑R*1(0)

𝑑𝑠
(A− 𝑎(𝑥)I)e,

g𝑛(𝑥)Qv𝑚 + 𝛼𝑛(1−𝐵*𝑛(𝑠𝑚))g0(𝑥)v𝑚 =
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= −(R𝑛(𝑥)−R*𝑛(𝑠𝑚))(A− 𝑎(𝑥)I)v𝑚, 𝑛 = 2, 𝑁,

g𝑛(𝑥)e− 𝛼𝑛𝑏𝑛g0(𝑥)e = −𝑑R
*
𝑛(0)

𝑑𝑠
(A− 𝑎(𝑥)I)e, 𝑛 = 2, 𝑁,

𝑁∑︁
𝑘=0

g𝑘(𝑥)e = 0,

where 𝑠𝑚 and v𝑚 are eigenvalues and eigenvectors of matrix −Q. Vectors
R*𝑛(𝑠𝑚), 𝑚 = 2,𝑀, 𝑛 = 1, 𝑁 satisfy the system

R*1(𝑠𝑚, 𝑥)(Q+ 𝑠𝑚I) = R1(𝑥)Q+ (1−𝐵*1(𝑠𝑚))R0(𝑥)(A+ 𝑥I),

R*1(𝑠𝑚, 𝑥)v𝑚 = −𝐵*1
′(𝑠𝑚))R0(𝑥)(A+ 𝑥I)v𝑚,

R*𝑛(𝑠𝑚, 𝑥)(Q+ 𝑠𝑚I) = R𝑛(𝑥)Q+ 𝛼𝑛(1−𝐵*𝑛(𝑠𝑚))R0(𝑥),

R*𝑛(𝑠𝑚, 𝑥)v𝑚 = −𝛼𝑛𝐵
*
𝑛
′(𝑠𝑚)R0(𝑥)v𝑚.

Vectors −𝑑R
*
𝑛(0)

𝑑𝑠
, 𝑛 = 1, 𝑁 are the parial means of three-dimensional

process {𝑘(𝑡),𝑚(𝑡), 𝑧(𝑡)} and satisfy the system

−𝑑R
*
1(0)

𝑑𝑠
Q = R1 − 𝑏1R0(A+ 𝑥I),

−𝑑R
*
1(0)

𝑑𝑠
e =

1

2
𝑏
(2)
1 R0(A+ 𝑥I)e,

−𝑑R
*
𝑛(0)

𝑑𝑠
Q = R𝑛 − 𝛼𝑛𝑏𝑛R0, 𝑛 = 2, 𝑁,

−𝑑R
*
𝑛(0)

𝑑𝑠
e =

1

2
𝛼𝑛𝑏

(2)
𝑛 R0e, 𝑛 = 2, 𝑁.

Applying to equation (3) the inverse Fourier transform, we obtain the
Fokker–Planck equation for density function 𝑃 (𝑦, 𝜏) of some diffusion pro-
cess 𝑦(𝜏)

𝜕𝑃 (𝑦, 𝜏)

𝜕𝜏
= −𝑎′(𝑥)𝜕(𝑦𝑃 (𝑦, 𝜏))

𝜕𝑦
+
𝑏(𝑥)

2

𝜕2𝑃 (𝑦, 𝜏)

𝜕𝑦2
. (6)

Thus, process 𝑦(𝜏) is the solution of stochastic differential equation

𝑑𝑦(𝜏) = 𝑎′(𝑥)𝑦(𝜏)𝑑𝜏 +
√︀
𝑏(𝑥)𝑑𝜔(𝜏), (7)

where 𝜔(𝜏) is Wiener process.
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We introduce diffusion process 𝑧(𝜏) = 𝑥(𝜏) + 𝜀𝑦(𝜏), where 𝜀 =
√
𝜎 and

function 𝑥(𝜏) is the solution of differential equation 𝑑𝑥(𝜏) = 𝑎(𝑥)𝑑𝜏. Then
process 𝑧(𝜏) is the solution of the following stochastic differential equation:

𝑑𝑧(𝜏) = [𝑎(𝑥) + 𝜀𝑎′(𝑥)𝑦(𝜏)]𝑑𝜏 + 𝜀
√︀
𝑏(𝑥)𝑑𝜔(𝜏).

We transform the coefficients of the obtained equations as follows:

𝑎(𝑥) + 𝜀𝑎′(𝑥)𝑦 = 𝑎(𝑥+ 𝜀𝑦) +𝑂(𝜀2) = 𝑎(𝑧) +𝑂(𝜀2),

𝜀
√︀
𝑏(𝑥) = 𝜀

√︀
𝑏(𝑥+ 𝜀𝑦 − 𝜀𝑦) = 𝜀

√︀
𝑏(𝑧 − 𝜀𝑦) = 𝜀

√︀
𝑏(𝑧) +𝑂(𝜀2),

which yields the stochastic differential equation

𝑑𝑧(𝜏) = 𝑎(𝑧)𝑑𝜏 + 𝜀
√︀
𝑏(𝑧)𝑑𝜔(𝜏). (8)

Hence, we can write the Fokker–Planck equation for dencity function
Π(𝑧, 𝜏) of process 𝑧(𝜏)

𝜕Π(𝑧, 𝜏)

𝜕𝜏
= −𝜕(𝑎(𝑧)Π(𝑧, 𝜏))

𝜕𝑧
+
𝜀2

2

𝜕2(𝑏(𝑧)Π(𝑧, 𝜏))

𝜕𝑧2
. (9)

Making reverse substitution 𝜎 = 𝜀2 and transform the equation for the
stationary distribution of process 𝑧(𝜏)

−(𝑎(𝑧)Π(𝑧))′ +
𝜎

2
(𝑏(𝑧)Π(𝑧))′′ = 0.

It is easy to see that the solution of the last equation is given by

Π(𝑧) =
𝐶

𝑏(𝑧)
exp

⎧⎨⎩ 2

𝜎

𝑧∫︁
0

𝑎(𝑥)

𝑏(𝑥)
𝑑𝑥

⎫⎬⎭ ,

where 𝐶 is an integration constant.
Based on the obtained distribution, we build the approximation of prob-

ability distribution of the number of incoming calls in the orbit

𝑃𝐷(𝑖) =
Π(𝑖𝜎)
∞∑︀

𝑛=0
Π(𝑛𝜎)

. (10)
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3. Conclusion

We have considered MAP/GI/1 retrial queue with two-way communica-
tion and multiple types of outgoing calls. The state of the system is four-
dimensional Markov chain, which we investigated using asymptotic-diffusion
approach. We have derived drift and diffusion coefficients of diffusion pro-
cess approximating the number of incoming calls in the orbit. Based on
the dencity function of diffusion process, we have build the approximation
(10) of the steady state probability distribution of the number of calls in
the orbit.
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MULTI-SERVER JOB MODEL: LUMPING AND
NUMERICAL ANALYSIS

S. Astafiev

Institute of Applied Mathematical Research, KarRC, Petrozavodsk, Russia

Present paper studies a model of a multi-server system that works
at several processing speeds with randomized speed scaling policy
upon customer arrivals and departures. This system is also known
as Cluster Model or Multi-server Job Model. The possibility of
reducing the phase space size of the model is substantiated. An
implementation in the R language is presented for the numerical
compilation of the generator matrix of the Markov chain and its
subsequent application to calculation of the stationary distribution.
Keywords: supercomputer model, matrix-analytic method, quasi-
birth-death process, numerical solution.

Introduction

Most modern computing systems have many processors and their in-
coming jobs can use several cores at once. Supercomputers are one of these
classes which is widely used for tasks requiring large computing resources
and have massive energy consumption [1]. There are several energy sav-
ing methods, one of which is frequency scaling [2]. Using frequency scaling
implies that the computing cluster (i.e. system) switches between different
speed modes that determine performance and power consumption. Present
paper discusses simultaneous frequency switching between predetermined
values on arrival and departure events with certain probabilities.

The present paper is concentrated on a method (somewhat similar to
state space lumping [3]) for decreasing the (large in general) size of phase
space of the Quasi-Birth-Death (QBD) continuous-time Markov chain that
describes behavior of the supercomputer model [9]. This allows one to
compute the stationary distribution and some related characteristics such as
distribution of the number of customers or mean power consumption. Our
method allows to construct infinitesimal generator matrix algoritmically
with reduced phase space at once.

Author thanks Alexander Rumyantsev for constructive criticism.
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1. Model

We briefly describe the Multi-server Job model (MJM) [9] below. The
system consists of 𝑐 identical servers and a FCFS queue. Arrivals follow
Poisson process with rate 𝜆. The 𝑘-th customer has two parameters:

— A random number of required servers 𝑁𝑘 (class), drawn from a discrete
distribution P = {(𝑗, 𝑝𝑗) : 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑐, 𝑝𝑗 = P(𝑁𝑘 = 𝑗)}. Customer 𝑘 is
served by exactly 𝑁𝑘 customers (seized/released at once).

— A random exponentially distributed job amount 𝑆𝑘 (with mean 𝜇−1𝑁𝑘
).

The system works in one of 𝑛 regimes (modes) which affects performance
and power consumption. Regime 𝑖, where 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, means that all servers
run at speed (frequency) 𝑓𝑖. Switching from regime 𝑖 to 𝑗 occurs when

customers arrive or depart, with probabilities 𝑝
(𝑎)
𝑖,𝑗 and 𝑝

(𝑑)
𝑖,𝑗 , respectively.

Such systems can be studied as a QBD, which is shown in the next section.

2. Quasi-birth-death process

Models similar to the one presented in Section 1 can be studied as
the well-known QBD processes, see e.g. [4]. Consider the random process
𝑋(𝑡) = (𝑥(𝑡), 𝜙(𝑡))𝑡≥0 in continuous time 𝑡 ∈ R0 where:

— 𝑥(𝑡) is a level (enumerable), e.g. number of customers in the system
(|𝑥(𝑡2)− 𝑥(𝑡1)|≤ 1 where 𝑡1 < 𝑡2 are the epochs of consecutive events);

— 𝜙(𝑡) is a phase (finite), i.e. internal state of system. We call the phase
space the set of all possible states of the 𝜙(𝑡).

For more details on QBD see e.g. [5, pp. 117-132].

Evolution of such process describes by equation 𝑑𝜋(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝜋(𝑡)𝑄 where 𝑄

is a three-diagonal infinitesimal generator matrix. The stationary distribu-
tion 𝜋 is expressed from an infinite system of linear equations 𝜋𝑄 = 0 and
can be calculated by using well-known Matrix-Analytic Method (MAM) [7].
The analytical solution in MAM method is usually possible when number
of phases is small (see [8], [9]). Since one of the main problems in analyzing
QBD processes is the curse of dimensionality, we propose compact phase
description in the next section.

3. Description of the phase

There are several ways to describe the phase 𝜙(𝑡) of process 𝑋(𝑡). Fur-
ther, the notation in the form of tuples is used to describe the phase. Since
the set of possible phase states depends on the level 𝑥(𝑡) and its cardinality
increases with increasing level (from 0 to 𝑐), in this section we consider the
set of phase states at level 𝑥(𝑡) = 𝑐.
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Consider the pair (m, u) first, where m is a current regime, u is a class
for the first 𝑐 customers in the system. This method is used for explicit
expression of the stationary distribution in [9] for small systems (𝑐 ⩽ 2).
Size of the phase space is |{(m, u) : m ∈ 1..𝑛, u ∈ {1..𝑐}×𝑐}|= 𝑛𝑐𝑐 for levels
greater than or equal to 𝑐.

Present paper is focused on the pair (m, s) where m is a current regime, s
is number of customers at service of each class. It was first used for a single-
speed version of MJM in [6] for obtaining stability condition. It’s easy to
understand that |{(m, s) : m ∈ 1..𝑛, s ∈ {{0..𝑐}×𝑐 : 0 <

∑︀
𝑖s𝑖 ⩽ 𝑐}}|≤ 𝑛𝑐𝑐

but an explicit expression for size of this set is unknown (see [10, A026905]
and [10, A000041]). At the time of writing, to the best of our knowledge,
this is a description of the phase with the minimum set of states, for which it
was possible to obtain transition matrices. Further in this section theoretical
foundations are described that allow one to move from (m, u) description to
(m, s).

3.1. R e d u c i n g p h a s e d e s c r i p t i o n

Consider the description of the first type, (m, u). The article [4] demon-
strates that this description can be reduced: the distribution of customers
classes is the same for any customer in the queue, except for the first one.
We denote such state description as (m, û, q) where m is a current regime,
û is a list of currently served customers and q is a first customer in queue.
Note that due to the memoryless property [11, pp. 191] of the exponential
distribution, the order in the vector û is not important.

Let 𝜉1 ∼ 𝐸𝑥𝑝(𝜆1) and 𝜉2 ∼ 𝐸𝑥𝑝(𝜆2), then min(𝜉1, 𝜉2) ∼ 𝐸𝑥𝑝(𝜆1 + 𝜆2)
(see e.g. [11, p. 193]). This property allows to collect individual customers
of the same class together and get the form (m, s, q), where m, s and q were
described earlier. Note that q has distribution P for some subsets from
{(m, s, q)} (all servers busy or queue is empty) with fixed m and s. We
use notation q = 0 for such cases. Further reduction is possible due to the
removal of the q component, which is based on the following theorem:

Theorem 1. Let the initial state 𝑋(0) of the Markov chain 𝑋(𝑡) =
(𝑥(𝑡), 𝜙(𝑡)) where 𝜙(𝑡) ∈ {(m, s, q)} be such that 𝜙(0) = (𝑚(0), 𝑠(0), 0) (i.e.
𝑞(0) = 0). Consider the set of all possible phase states {(m′, s′, q′)} at time
𝑡 where m′, s′ are fixed. Let 𝑣 = 𝑐−

∑︀𝑐
𝑖=1 𝑖s

′
𝑖 i.e. is a number of idle servers.

Then P(q′ = 𝑖|s′) = P(q′ = 𝑖|𝑣) = 𝑝𝑖

𝑤 for all 𝑣 < 𝑖 ≤ 𝑐 where 𝑤 =
∑︀𝑐

𝑖=𝑣+1 𝑝𝑖.

Proof. To prove Theorem 1 we consider changes of component q and
number of free servers step by step, when customer leaves or tries to start
service. For convenience, the proof is divided into two parts:

I) Let the class of customer that tries to enter service have the initial
distribution P, i.e. 𝑞(0) = 0 where 𝑞(0) is a state of component q before trial.
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Let 𝑣(0) is a number of idle servers before trial, i.e. 𝑣(0) = 𝑐 −
∑︀𝑐

𝑖=1 𝑖𝑠
(0)
𝑖

where 𝑠(0) ∈ s are currently served customers. Then

𝑞(1) =

{︃
0, w.p.

∑︀𝑣(0)

𝑖=1 𝑝𝑖,

𝑘, w.p. 𝑝𝑘, 𝑘 > 𝑣(0),
, 𝑣(1) =

{︃
𝑣(0) − 𝑘, w.p. 𝑝𝑘, 𝑘 ≤ 𝑣(0),
𝑣(0), w.p.

∑︀𝑐
𝑖=𝑣(0)+1 𝑝𝑖,

,

where 𝑞(1), 𝑣(1) is the class of first customer in queue and number of idle
servers respectively after trial. Then, by the Bayes theorem [11, pp. 79-86]:

P(𝑞(1) = 𝑘|𝑣(1) = 𝑣(0)) =
P(𝑣(1) = 𝑣(0)|𝑞(1) = 𝑘)P(𝑞(1) = 𝑘)

P(𝑣(1) = 𝑣(0))
=

𝑝𝑘∑︀𝑐
𝑖=𝑣(1)+1 𝑝𝑖

,

(1)
where 𝑘 > 𝑣(1). P(𝑣(1) = 𝑣(0)|𝑞(1) = 𝑘) = 1 because customers come to ser-
vice in sequence, and 𝑞(1) ̸= 0 means that a next customer joined/remained
in the queue. Denote D(𝑣) = {(𝑘, 𝑑𝑘) : 𝑣 < 𝑘 ≤ 𝑐, 𝑑𝑘 = 𝑝𝑘/

∑︀𝑐
𝑗=𝑣+1 𝑝𝑗}.

Note that D(0) = P which corresponds to all busy servers.
II) Let 𝑣(−1) and 𝑣(0) servers were idle before and after customer leav-

ing the system, respectively. Let before leaving queue was not empty and
𝑞(−1) ∼ D(𝑣(−1)). Then after customer leaving becomes: 𝑞(0) ∼ 𝐷(𝑣(−1))
and

𝑞(1) =

{︃
0, w.p.

∑︀𝑣(0)

𝑖=𝑣(−1)+1 𝑑𝑖,

𝑘, w.p. 𝑑𝑘, 𝑘 > 𝑣(0),
, 𝑣(1) =

{︃
𝑣(0), w.p.

∑︀𝑐
𝑖=𝑣(0)+1 𝑑𝑖,

𝑣(0) − 𝑘, w.p. 𝑑𝑘, 𝑘 ≤ 𝑣(0),
,

where 𝑞(1), 𝑣(1) are the class of first customer in queue and the number of
idle servers respectively after trial. Then, by the Bayes theorem:

P(𝑞(1) = 𝑘|𝑣(1) = 𝑣(0)) =
P(𝑣(1) = 𝑣(0)|𝑞(1) = 𝑘)P(𝑞(1) = 𝑘)

P(𝑣(1) = 𝑣(0))
=

𝑑𝑘∑︀𝑐
𝑖=𝑣(0)+1 𝑑𝑖

=
𝑝𝑘∑︀𝑐

𝑗=𝑣(−1)+1 𝑝𝑗
÷

𝑐∑︁
𝑖=𝑣(0)+1

𝑝𝑖∑︀𝑐
𝑗=𝑣(−1)+1 𝑝𝑗

=
𝑝𝑘∑︀𝑐

𝑖=𝑣(1)+1 𝑝𝑖
.

That is, if not enough servers are idle after a customer leaves, then D(𝑣(1))
is the distribution of the first customer in the queue, and otherwise its
distribution is reduced to the first case considered. The probability P(𝑣(1) =
𝑣(0)|𝑞(1) = 𝑘) = 1 because 𝑘 > 0 means that the next client remains in the
queue and the number of idle servers has not changed. This completes the
proof of the Theorem 1.
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4. Implementation

To test the functionality of the concept, algorithms were created for the
numerical construction of the matrix 𝑄 with a phase description in the form
(m, s). The R language1 implementation is available as MJMrss package2.
The matrix 𝑅 that needs for MAM method was calculated by logarithmic
reduction algorithm [12, pp. 188-189].

To validate the calculation results, a discrete-event simulation model of
the system was used. Confidence intervals for the probabilities of being at
each level were calculated by using the regenerative estimation method [13].
In total, 103 independent trajectories were launched with a length of 104

events of the customers arrivals.
The distribution of the number of customers in the system with 16th

servers, 2 regimes and 4 classes is showed at Figure 1 (only for levels
0..20). Normalized root-mean-square deviation (NRMSD) is approximately
0.433420%. Figure 2 shows the relative deviations of the 99% confidence
intervals for mean values obtained from the simulation.

Figure 1. Distribution of the number
of customers in the system.

Figure 2. Relative deviation for 99%
confidence intervals of distribution.

The Figures and 𝑁𝑅𝑀𝑆𝐷 show that the values obtained numerically
are close to the values obtained by simulation. The expansion of confidence
intervals on the right side of Figure 2 is associated with the proximity of
numerical values to zero.

5. Conclusion

The method presented in the article allows one to numerically obtain
the stationary distribution of the MJM with up to several dosens of servers

1https://www.r-project.org/
2https://github.com/ProgGrey/MJMrss
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(depending on memory and computation time limits), which is an order
of magnitude higher than in earlier works. Thus, the MJMrss R package
presented in present paper can be used as another tool for validating models
of larger systems.
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Term ”Internet of Things”(IoT) describes a type of technical system
in which various devices and sensors are connected with each other
and cloud computing resources via wireless networks. IoT found its
applications in various industrial spheres such as energy grids, smart
factories, network load monitoring and many others. For the pur-
poses of monitoring and manipulating in industrial IoT applications
it is important for information to be as relevant as possible, which
is where Age of Information steps in. Age of Information (AoI)
and its upper bound Peak Age of Information (PAoI) are metrics of
information freshness in communication systems. In this study we
propose a queuing system (QS) for describing wireless network of
industrial IoT application which will be analysed through imitation
modeling. The QS in question will have several update types arriv-
ing in batches at the system according to switched Poisson process
and servicing in discrete time. For the purposes of the study, various
service disciplines will be analysed utilizing mean PAoI metric.
Keywords: AoI, Age of Information, 5G, Internet of Things.

Introduction

Nowadays communication systems are actively employed in different
spheres of life. Internet of Things (IoT) is a type of communication system
which includes so-called ”things”and wireless networks connecting them.
The term ”things”in IoT can describe any physical object that can be mod-
ified with sensors and/or communication devices to provide remote monitor-
ing, status, manipulation and control. To provide an example, in consumer
applications IoT can be utilized to create smart homes, smart household
appliances and connected health.

The research was funded by the Russian Science Foundation, project �.22-79-10053,
(https://rscf.ru/en/project/22-79-10053/). This publication has been supported by
the RUDN University Scientific Projects Grant System, project�.021937-2-000. Authors
thank prof. Molchanov Dmitri for his extensive assistance with system model analysis.



AoI analysis for wireless systems time-correlated traffic arrival process 65

IoT found a lot of applications in the industry. As a matter of fact,
industrial Internet of Things (IIoT) can be utilized in energy grids, network
load control, smart factories, crop monitoring and various other industries.
IIoT devices acquire and analyze data from connected equipment, different
locations, sensors and devices in order to maintain, control or manipulate
the work of the devices remotely and/or automatically.

To adequately assess the information in the remote control center (CC),
the information in system should be as relevant as possible. This is where
the Age of Information (AoI) metric is utilized. AoI quantitatively measures
the relevance of information in CC. AoI’s upper bound is measured by Peak
Age of Information (PAoI). The mean PAoI across a large enough amount of
time can be utilized as an optimization metric. Mean PAoI for any system
can be divided into two components: interrarival time and sojourn time [1].

Previous literature review [2,3] showed that the analysis of metrics re-
lated to latency, which is a component of sojourn time, is often complicated
by orthogonal frequency-division multiple access (OFDMA). This leads to
the need to use packet service.

Consequently, to take into account the features of wireless systems with
OFDMA technology support, this study suggests model serving an arbitary
number of devices. Each device be in either of two states: “regular” and
“emergency”, where the “emergency” state corresponds to a higher intensity
of update generation as compared to “regular”. Model is described as a
queuing system in discrete time-space with single server, limited buffer,
several batch income streams and batch service.

1. System model

The considered system model is based on IIoT application. System
model is presented in Fig. 1. It describes the up-link channel on base sta-
tion (BS). Information from 𝑁 devices is sent in batches of updates and is
collected in a buffer space on BS. Maximum number of updates that can be
in buffer space at BS is denoted as 𝑅.

Each of 𝑁 devices can be in either of two states, 𝑖, 𝑖 = 1, 2. For each
device let the difference in states correspond to different update generation
intensity denoted as 𝜆𝑛𝑖, 𝑛 = 1, 𝑁, 𝑖 = 1, 2, where 𝑛 refers to the number
of device updates are generated at and 𝑖 refers to the state that the system
is in. Consider that in state 𝑖 = 2 the device will have update generation
intensity higher than in state 𝑖 = 1.

Updates arriving in system form unanimous income stream and are or-
dered based on the number of device they are generated at. Upon arriving
updates may be blocked if buffer space is nit enough for them. Blocked
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Figure 1. System model

are only the updates that are exceeding the buffer space available, 𝐵
𝑁∑︀

𝑛=1

denoting the blocked updates.
The service time 𝜇 for a batch of updates is fixed and equals to 1 ms.

𝐾 in system denotes the service batch size. After a previous service time is
finished, the buffer is checked for updates:

— if it has no updates, the service in this time slot will not be done;
— if buffer has less than 𝐾 updates, they form a batch and the batch is

served in this slot;
— if buffer has 𝐾 or more updates, the batch of 𝐾 updates is formed from

the first 𝐾 updates in the buffer and the batch is served in a slot.

2. Queuing system

2.1. I n c o m e s t r e a m

The updates arrive in batches from 𝑁 devices in system, which cor-
responds to 𝑁 group income streams in the system. Each of the income
streams has two states, 𝑖, 𝑖 = 1, 2, in which the update generating intensity
is varied. As per technical system requirements, time in system is slotted,
slot duration is fixed. At the instant new time slot starts each device can
either switch its state or conserve it.

Let 𝛼𝑛 and 𝛽𝑛, 𝑛 = 1, 𝑁 , denote the probability of 𝑛-th device switching
from state 1 to state 2 and from state 2 to state 1 respectively.

Since each of 𝑁 devices can be in either of two states, let S𝑛(𝑡), 𝑛 = 1, 𝑁
denote the state of 𝑛-th device at instance right after slot 𝑡 starts. Thus, to
account for all the devices, let S(𝑡)⊤ = (S1(𝑡), . . . ,S𝑁 (𝑡)) denote the vector
of states of 𝑁 devices at the start of the slot 𝑡.

Devices generate updates at the end of each time slot. In each of the two
states the updates are generated in batches of size varying in accordance to
Poisson distribution law with the mean given as 𝜆𝑛𝑖, 𝑛 = 1, 𝑁 ; 𝑖 = 1, 2. In
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system 𝜆𝑛𝑖, 𝑛 = 1, 𝑁, 𝑖 = 1, 2, denotes the update generation intensity of
𝑛-th device in state 𝑖, which corresponds to the mean size of update batch
sent to BS.

Consider updates generated at arbitrary slot. At each device a batch
of updates is generated. Let 𝑊𝑛(𝑡), 𝑛 = 1, 𝑁 denote the size of batch
generated at 𝑛-th device at the end of time slot 𝑡. Generated updates from
𝑁 devices are ordered based on the number of device they were sent from

and are combined into unified batch of size 𝑊 (𝑡) =
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑊𝑖(𝑡) for the QS to

receive.

2.2. B u f f e r s p a c e a n d u p d a t e p r o c e s s i n g

Batches of generated updates are arriving at the system and, due to
delayed access, attempt to access the buffer space. Let 𝑄(𝑡) denote the
occupied buffer space at instance new slot starts. Then 𝑅 − 𝑄(𝑡) denotes
the buffer space accessible for updates. As the unoccupied buffer space
is limited, update losses are inevitable. Thus, if number 𝑊 (𝑡) of updates
generated at time slot 𝑡 is greater than 𝑅 − 𝑄(𝑡), 𝑊 (𝑡) − 𝑅 + 𝑄(𝑡) last
updates are not accepted in buffer and are considered lost.

The accepted updates are placed in buffer space and, based on their po-
sition, either form a batch and are sent for processing, or wait for processing
in buffer.

3. Simulation model

Simulation model for the considered system was written using Python
programming language. Imitation model flow diagram is presented in fig. 2.

For the purposes of imitating the considered queuing system, several
input parameters are required. Input parameters include those mentioned
in section 1 (𝑁 , 𝑅, 𝐾), section 2.1 (𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑁 )⊤, 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑁 )⊤,
𝜆1 = (𝜆1,1, . . . , 𝜆𝑁,1) and 𝜆2 = (𝜆1,2, . . . , 𝜆𝑁,2)), as well as simulation time
constraint, which is denoted as 𝑡𝑚𝑎𝑥.

For each of the updates generated in imitation model several parameters
are stored. Those parameters later form final statistics for the imitation
run. Parameters are as follows: global sequential number of the update, 𝑛;
number of source device, 𝑡𝑦𝑝𝑒; time slot the update was generated at, 𝐺𝑛;
variable storing if update was accepted to system, 𝐸𝑛; time slot update was
processed by the system, 𝐹𝑛; time slot previous accepted update with the
same 𝑡𝑦𝑝𝑒 was generated at, 𝐺𝑝𝑟𝑒𝑣

𝑛 ; interarrival time for the 𝑛-th update,
𝑌𝑛; sojourn time for the 𝑛-th update, 𝑇𝑛; PAoI for the 𝑛-th update, 𝐴𝑛.

Out of those parameters, 𝑛, 𝑡𝑦𝑝𝑒 and 𝐺𝑛 are fixed from the moment
update was generated at the device. Then update is sent to the buffer and,
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Figure 2. Flow diagram for the simulation model (main cycle)

if accepted, 𝐸𝑛 value is set to 𝑇𝑟𝑢𝑒. If accepted, 𝐹𝑛 is modified at the time
slot update was included in service batch and sent to processing. After
processing, previous statistics is checked and 𝐺𝑝𝑟𝑒𝑣

𝑛 value is set based on
the 𝐺𝑛 of the previous processed update with the same 𝑡𝑦𝑝𝑒. If none of
the processed updates have the same 𝑡𝑦𝑝𝑒 value, 𝐺𝑝𝑟𝑒𝑣

𝑛 is set to 0. For an
update, Peak Age of Information, as calculated in [1], includes interarrival
time and sojourn time.

From imitation model data and calculated parameters, final statistics
for a run is collected and can be exported in any format. In addition to
information about each of the updates generated across imitation model
run, several values are calculated. Those values are as follows: number of
updates generated across the imitation model run, 𝑈 ; number of updates
accepted in system, 𝐸; number of lost updates, 𝐿; update loss probability,
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𝐵; mean interarrival time across the whole system and across a fixed 𝑡𝑦𝑝𝑒,
𝑀 [𝑌 ] and 𝑀 [𝑌 ]𝑛 respectively; mean sojourn time across the whole system
and across a fixed 𝑡𝑦𝑝𝑒, 𝑀 [𝑇 ] and 𝑀 [𝑇 ]𝑛 respectively; mean PAoI across
the whole system and across a fixed 𝑡𝑦𝑝𝑒, 𝑀 [𝐴] and 𝑀 [𝐴]𝑛 respectively.

Number of generated, accepted and lost updates are the direct results of
imitation model run. Update loss probability 𝐵 is calculated as a ratio of
number 𝐿 of updates lost to number 𝑈 of updates generated. The means in
statistics are calculated as averages across either all the generated packets,
or the packets with a fixed 𝑡𝑦𝑝𝑒 value.

4. Conclusion

The considered system more closely represents the work of 5G NR wire-
less communication systems. The queuing system is analysed, imitation
model is constructed and thoroughly described in this study. Peak Age
of Information for the considered system is to be evaluated utilizing the
provided imitation model.
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Queue models incorporating working vacations have been exten-
sively studied. This research further develops the M/M/1 model
with two types of working vacations by introducing a scenario where
customers arrive in batches. Using the probability generating func-
tion method, performance indicators such as steady-state probabili-
ties are derived. Additionally, numerical experiments are conducted
to discuss the average number of customers in the system when
the batch size follows an arbitrary distribution. Keywords: work-
ing vacation, batch arrival, probability generating function, arbitrary
distribution.

Introduction

In recent years, with the proliferation of IoT and AI, there has been a
daily transmission of massive amounts of data, leading to concerns about
the increased power consumption of IT devices that need to process this
data. As a countermeasure, it has become common for recent IT devices
to be equipped with power-saving modes. The analysis of queueing mod-
els incorporating working vacations has been conducted as a method for
evaluating the performance of systems equipped with power-saving modes.
Recent studies have focused on models incorporating multiple working va-
cations to evaluate the performance of systems equipped with multi-stage
power-saving modes.

Servi and Finn [5] studied an M/M/1 queue with working vacations. Xu
et al. [6] analyzed an 𝑀𝑥/𝑀/1 queue with working vacations. Baba [1]
analyzed a model introducing multiple working vacations into an 𝑀𝑥/𝑀/1
model. Ibe and Isijola [2] examined an M/M/1 queueing system with mul-
tiple differentiated vacations. Phung-Duc [4] analyzed a model introducing
two types of working vacations into an M/M/1 model. Ye [7] analyzed an
𝑀𝑥/𝑀/1 queue with a two-stage vacation policy. Manickam and Kalidass
[3] studied the optimality of bulk entry queues with differentiated hiatuses.
In this paper, we extend the model discussed by Phung-Duc [4] and intro-
duce two types of working vacations into an 𝑀𝑥/𝑀/1 model with batch
arrivals. Using the probability generating function method, we derive exact
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solutions for performance evaluation indices such as steady-state probabil-
ities and the average number of customers in the system. Additionally, as
a numerical experiment, we compare and discuss the simulation and ana-
lytical results for the average number of customers in the system when the
batch size follows an arbitrary distribution.

1. Mathematical Model

The model in this study introduces two types of working vacations with
different service rates into an 𝑀𝑥/𝑀/1 model where customers arrive in
batches. Batches of customers arrive at the server according to a Poisson
process with rate 𝜆. The probability that the batch size 𝐵 = 𝑖 is 𝑏𝑖, where
𝑖 represents the number of customers in a batch.Service times follow an
exponential distribution, with an average service time of 1/𝜇. When the
server finishes serving a customer and there are no customers in the system,
the server starts Vacation 1. The service time during Vacation 1 follows an
exponential distribution, with an average service time of 1/𝜇1. The vacation
time of Vacation 1 follows an exponential distribution with an average time
of 1/𝛾1. If there are no customers in the system when Vacation 1 ends,
the server starts Vacation 2. The service time during Vacation 2 follows an
exponential distribution, with an average service time of 1/𝜇2. The vacation
time of Vacation 2 follows an exponential distribution with an average time
of 1/𝛾2. Vacation 2 will continue to repeat as long as there are no customers
in the system. When each vacation ends, the server returns to the normal
state and resumes service at a rate of 𝜇. The state transition diagram of
the model in this study is shown in Figure 1.

Figure 1. State transition diagram (𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3 = 1).



72 Y. Sakai, T. Phung-Duc

2. Analysis

Let 𝑁(𝑡) be the number of customers in the server at time 𝑡 and 𝑆(𝑡)
be the state of the server

𝑆(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 if the server in normal,

1 if the server in vacation 1,

2 if the server in vacation 2.

Then, (𝑆(𝑡), 𝑁(𝑡)) forms a two dimensional Markov chain on the state
space {0, 1, 2} × Z+, where Z+ = {0, 1, 2, . . .}.

The steady-state probability of the system being in state (𝑖, 𝑗) is denoted
as 𝜋𝑖,𝑗 . From the state transition diagram in Figure 1, the following balance
equations can be derived:

(𝜆+ 𝜇)𝜋0,1 = 𝛾1𝜋1,1 + 𝛾2𝜋2,1 + 𝜇𝜋0,2, (1)

(𝜆+ 𝜇)𝜋0,𝑛 = 𝛾1𝜋1,𝑛 + 𝛾2𝜋2,𝑛 + 𝜇𝜋0,𝑛+1 + 𝜆

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘𝜋0,𝑛−𝑘, (𝑛 ≥ 2), (2)

(𝜆+ 𝛾1)𝜋1,0 = 𝜇1𝜋1,1 + 𝜇𝜋0,1, (3)

(𝜆+ 𝛾1 + 𝜇1)𝜋1,1 = 𝜇1𝜋1,2 + 𝜆𝑏1𝜋1,0, (4)

(𝜆+ 𝛾1 + 𝜇1)𝜋1,𝑛 = 𝜇1𝜋1,𝑛+1 + 𝜆𝑏𝑛𝜋1,0 + 𝜆

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘𝜋1,𝑛−𝑘, (𝑛 ≥ 2), (5)

𝜆𝜋2,0 = 𝜇2𝜋2,1 + 𝛾1𝜋1,0, (6)

(𝜆+ 𝛾2 + 𝜇2)𝜋2,1 = 𝜇2𝜋2,2 + 𝜆𝑏1𝜋2,0, (7)

(𝜆+ 𝛾2 + 𝜇2)𝜋2,𝑛 = 𝜇2𝜋2,𝑛+1 + 𝜆𝑏𝑛𝜋2,0 + 𝜆

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘𝜋2,𝑛−𝑘, (𝑛 ≥ 2). (8)

The probability generating function of the system in state (𝑖, 𝑗) is de-
fined as Π𝑖(𝑧) =

∑︀∞
𝑛=1 𝜋𝑖,𝑛𝑧

𝑛 for 𝑖 = 0, 1, 2. Additionally, the probability
generating function of the batch size 𝐵 is defined as 𝐵(𝑧) =

∑︀∞
𝑛=1 𝑏𝑛𝑧

𝑛.
Multiplying both sides of equations (1) and (2) by 𝑧𝑛, summing over 𝑛,

and transforming into generating functions, we obtain:

Π0(𝑧) =
𝑧[𝛾1Π1(𝑧) + 𝛾2Π2(𝑧)− 𝜇𝜋0,1]

(𝜆+ 𝜇)𝑧 − 𝜇− 𝜆𝑧𝐵(𝑧)
.
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Similarly, from equations (4) and (5), we obtain:

Π1(𝑧) =
𝑧[𝜆𝜋1,0𝐵(𝑧)− 𝜇1𝜋1,1]

(𝜆+ 𝛾1 + 𝜇1)𝑧 − 𝜇1 − 𝜆𝑧𝐵(𝑧)
.

Since there exists an unique 0 < 𝑧1 < 1 such that the denominator becomes
zero, we find 𝑧1. When substituting 𝑧 = 𝑧1, the numerator also becomes
zero, yielding the following equation:

𝜋1,1 =
𝜆

𝜇1
𝜋1,0𝐵(𝑧1).

Similarly, from equations (6) and (7), we obtain:

Π2(𝑧) =
𝑧[𝜆𝜋2,0𝐵(𝑧)− 𝜇2𝜋2,1]

(𝜆+ 𝛾2 + 𝜇2)𝑧 − 𝜇2 − 𝜆𝑧𝐵(𝑧)
.

Similarly, we obtain the following equation:

𝜋2,1 =
𝜆

𝜇2
𝜋2,0𝐵(𝑧2),

where 0 < 𝑧2 < 1 is an unique value that the denominator of Π2(𝑧) is zero.
The steady-state probability lim

𝑧→1
Π0(𝑧) is derived as follows:

Π0(1) = lim
𝑧→1

𝑧[𝛾1Π
′
1(𝑧) + 𝛾2Π

′
2(𝑧)] + [𝛾1Π1(𝑧) + 𝛾2Π2(𝑧)− 𝜇𝜋0,1]

(𝜆+ 𝜇)− 𝜆𝑧𝐵′(𝑧)− 𝜆𝐵(𝑧)
=

=
𝛾1Π

′
1(1) + 𝛾2Π

′
2(1) + [𝛾1Π1(1) + 𝛾2Π2(1)− 𝜇𝜋0,1]

𝜇− 𝜆𝐵′(1)
.

From the total probability formula, we obtain:

𝜋1,0 +Π1(1) + 𝜋2,0 +Π2(1) + Π0(1) = 1.

From the state transition diagram, the following equations are obtained:

𝛾1𝜋1,0 = 𝛾2Π2(1), 𝜇𝜋0,1 = 𝛾1𝜋1,0 + 𝛾1Π1(1).

The unknowns 𝜋1,0, 𝜋2,0, and 𝜋0,1 can be solved from the above three
equations as follows:

𝐴 = 𝜇𝛾1(𝛾1 + 𝛾2) + 𝜆𝛾2(1−𝐵(𝑧1))(𝜇− 𝜇1)− 𝛾21𝜇2,
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𝜋1,0 =
𝜆𝛾1𝛾2(𝜇− 𝜆𝐵′(1))(1−𝐵(𝑧2))

𝜆𝐴(1−𝐵(𝑧2)) + 𝜇𝛾21𝛾2
,

𝜋2,0 =
𝛾21𝛾2(𝜇− 𝜆𝐵′(1))

𝜆𝐴(1−𝐵(𝑧2)) + 𝜇𝛾21𝛾2
,

𝜋0,1 =
𝜆𝛾1𝛾2(𝜇− 𝜆𝐵′(1))(1−𝐵(𝑧2))(𝛾1 + 𝜆(1−𝐵(𝑧1)))

𝜆𝜇𝐴(1−𝐵(𝑧2)) + 𝜇2𝛾21𝛾2
.

Let Π(𝑧) be the generating function representing the number of cus-
tomers in the system. Π(𝑧) is derived from the following equation:

Π(𝑧) = Π0(𝑧) + Π1(𝑧) + Π2(𝑧) + 𝜋1,0 + 𝜋2,0.

The average number of customers in the system 𝐸[𝐿] is obtained from
Π′(1):

𝐸[𝐿] = Π′(1) = Π′0(1) + Π′1(1) + Π′2(1).

3. Numerical examples

In this experiment, we investigated the behavior of the average number
of customers in the system 𝐸[𝐿] with respect to the traffic density 𝜌 =
𝜆𝐵′(1)

𝜇 and compared the analytical results with the simulation results. The
experiment was conducted with the following parameter settings: 𝜇 = 1.0,
𝜇1 = 0.05, 𝜇2 = 0.1, 𝛾1 = 1.0, 𝛾2 = 1.0, 0.5, 0.25, 0.1, and 𝐵′(1) = 2.0.
Figures 2(a), 2(b) and 2(c) show the graphs when the batch size follows
a geometric distribution 𝐵(𝑧) = 𝑝𝑧

1−(1−𝑝)𝑧 , a Poisson distribution 𝐵(𝑧) =

𝑒𝜆(𝑧−1) and a uniform distribution 𝐵(𝑧) = 1
𝑁

∑︀𝑁
𝑘=1 𝑧

𝑘, respectively. In all
graphs, we confirmed that the analytical results matched the simulation
results.

Figure 2. Comparison of 𝐸[𝐿] against 𝜌.
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4. Conclusion

In this study, we considered a model that introduces two types of working
vacations with different service rates into an 𝑀𝑥/𝑀/1 model with batch
arrivals. We derived the steady-state probabilities and the average number
of customers in the system. Additionally, through numerical experiments,
we confirmed that the analytical results for the average number of customers
in the system match the simulation results when the batch size follows an
arbitrary distribution. For future research, an extension to an 𝑀𝑥/𝑀/𝐶
model with two types of working vacations can be considered.
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Технология нарезки сети в беспроводных сетях 5G оптимизи-
рует работу сети и облегчает управление ее ресурсами. Чтобы
повысить пропускную способность сети, следует принимать во
внимание относительный приоритет услуг. В рамках исследова-
ния рассматривается проблема распределения ресурсов между
двумя сегментами беспроводной сети с учетом приоритета од-
ного из них. Ключевые слова: 5G, нарезка сети, эластичный
трафик, относительный приоритет, система массового обслу-
живания.

1. Введение

Технология нарезки сети (network slicing) в беспроводных сетях 5G
помогает оптимизировать работу сети и упростить управление ее ресур-
сами [1, 2]. Для увеличения пропускной способности сети необходимо
учитывать относительный приоритет услуг. В данной работе исследу-
ется задача распределения ресурса между двумя сегментами беспровод-
ной сети [3] с учетом приоритета одного из них.

2. Системная модель

Рассмотрим ситуацию, когда основной оператор выделяет свои ре-
сурсы 𝑉 двум виртуальным операторам (рис. 1). Для этого между
ними заключается соглашение об уровне обслуживания (service level
agreement, SLA), в котором определяется рекомендуемый объем ресур-
са для каждого сегмента: 𝑉1, 𝑉2. Управление перераспределением ре-
сурса между сегментами осуществляет контроллер. Он периодически
отправляет сигналы, чтобы проверить необходимость такого перерас-
пределения. Поток сигналов является пуассоновским с интенсивностью
𝛿.

Публикация выполнена в рамках проекта № 025319-2-000 Системы грантовой
поддержки научных проектов РУДН.
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Рис. 1. Схема системы массового обслуживания

Каждый виртуальный оператор предоставляет своим пользователям
услугу передачи данных. У первого оператора приоритетный доступ к
ресурсу, и объем ресурса сегмента не может быть меньше 𝑉1. Кроме
того, пользователи должны обслуживаться с минимальной скоростью
𝑏1 и 𝑏2. Входящие потоки заявок на передачу трафика являются пуас-
соновскими с интенсивностями 𝜆1 и 𝜆2. Объем трафика распределен по
экспоненциальному закону с параметрами 𝜇1 и 𝜇2.

3. Система массового обслуживания

Рассмотрим систему как систему массового обслуживания с относи-
тельным приоритетом и сигналами. Опишем функционирование систе-
мы случайным процессом 𝑋(𝑡) с состояниями 𝑥 = (𝑉1, 𝑛1, 𝑛2), где 𝑉1
объем ресурса 1-сегмента, 𝑛1 число обслуживаемых заявок 1-класса, 𝑛2
число обслуживаемых заявок 2-класса. Пространство состояний систе-
мы выглядит следующим образом

𝒳 = {(𝑉1, 𝑛1, 𝑛2) : 0 ≤ 𝑛1𝑏1 ≤ 𝑉1, 0 ≤ 𝑛2𝑏2 ≤ 𝑉 − 𝑉1, 𝑉1 ≤ 𝑉1 ≤ 𝑉 }.
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Рис. 2. Вероятность блокировки заявки 2 класса

Элементы матрицы интенсивностей переходов имеют вид

𝑎(𝑥,𝑥′) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜆1, 𝑥′ = (𝑉1, 𝑛1 + 1, 𝑛2), 𝑛1𝑏1 + 𝑏1 ≤ 𝑉1,
𝜆2, 𝑥′ = (𝑉1, 𝑛1, 𝑛2 + 1), 𝑛2𝑏2 + 𝑏2 ≤ 𝑉 − 𝑉1,
𝑉1𝜇1, 𝑥′ = (𝑉1, 𝑛1 − 1, 𝑛2), 𝑛1 > 0,

(𝑉 − 𝑉1)𝜇2, 𝑥′ = (𝑉1, 𝑛1, 𝑛2 − 1), 𝑛2 > 0,

𝛿, 𝑥′ = (𝑉1 + 1, 𝑛1, 𝑛2), 𝑛2𝑏2 < 𝑉 − 𝑉1,
𝛿, 𝑥′ = (𝑉1 − 1, 𝑛1, 𝑛2), 𝑛2𝑏2 = 𝑉 − 𝑉1,

𝑛1𝑏1 < 𝑉1, 𝑉1 > 𝑉1.

Проиллюстрируем, как вероятность блокировки заявок зависит от
интенсивности поступления заявок двух классов 𝜆1 и 𝜆2. Исходные дан-
ные: 𝜆1 = 0,8, 𝜆2 = 0,6, 𝜇1 = 0,4, 𝜇2 = 0,1. На рис. 2 и 3 показаны зависи-
мости вероятности блокировки заявок второго класса от интенсивности
поступления заявок первого класса и второго классов.

Заключение

В данной работе проанализирована модель, в которой ресурс между
двумя сегментами сети распределяется с учетом относительного прио-
ритета. Рассмотрено влияние интервала нарезки на вероятность блоки-
ровки заявок первого и второго классов.
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Рис. 3. Вероятность блокировки заявки 1 класса
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В работе рассматривается система массового обслуживания с
повторными вызовами. На вход поступает простейший поток за-
явок. Если прибор свободен, то пришедшая заявка обслуживает-
ся, если занят, то переходит на первую орбиту. После экспонен-
циально распределенного времени задержки заявки на орбите,
она вновь обращается к прибору с повторной попыткой захва-
та. Если прибор занят, то заявка переходит на вторую орбиту,
в которой интенсивность обращения заявок высокая. Выполнив
случайную задержку, заявка обращается к прибору с повторной
попыткой его захвата. Если прибор свободен, то заявка начина-
ет обслуживание, если занят, то мгновенно возвращается на вто-
рую орбиту для осуществления следующей случайной задерж-
ки. После окончания обслуживания заявки покидают систему.
Исследование проводится методом асимптотического анализа.
Получены распределение вероятностей числа заявок на первой
орбите и распределение вероятностей числа заявок на второй
орбите и приборе. Ключевые слова: RQ-система, орбита,
высокая интенсивность обращения заявок, асимптотический
анализ.

Введение

Образование очередей перед стойками бронирования билетов, в
больницах, банках, торговых центрах – это сценарии с которыми со-
временный человек сталкивается практически ежедневно. Иногда из-за
загруженности клиенты лишаются обслуживания и пытаются повто-
рить попытку обслужиться чуть позже. Такой сценарий поведения и
привел к возникновению систем с повторными вызовами (RQ-систем).
Большая работа была проделана в области исследования систем с по-
вторными вызовами, и соответствующую литературу можно найти в
обзорных статьях J.R. Artalejo [1], Г. Фалина [2].
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Ситуации, когда клиенты могут быть заинтересованы в ожидании
обслуживания в более удобном месте (то есть на премиальной орби-
те), в то время как обычные клиенты будут ожидать обслуживание на
обычной орбите, описывают математические модели RQ-систем с дву-
мя орбитами. Двухорбитальные системы массового обслуживания с по-
вторными вызовами были рассмотрены в работах [3], [4], [5], [6].

В данной работе же рассматривается RQ-система, в которой клиен-
ты, обнаружив прибор занятым, переходят на первую орбиту и после
обращения с первой орбиты к прибору, обнаружив его занятым, пере-
ходят на вторую орбиту. Интенсивность обращения со второй орбиты
высокая, что уменьшает время ожидания обслуживания клиента (заяв-
ки).

1. Математическая модель и постановка задачи

На вход системы поступает простейший поток заявок с интенсив-
ностью 𝜆 (Рис. 1). Если прибор свободен, то заявка начинает обслу-
живаться в течение времени, распределенному по экспоненциальному
закону с параметром 𝜇. Если прибор занят, то поступившая заявка ухо-
дит на первую орбиту, где осуществляет случайную экспоненциально
распределенную задержку с параметром 𝜎1. После случайной задерж-
ки, заявка обращается к прибору с повторной попыткой его захвата.
Если он свободен, то заявка обслуживается, после чего покидает систе-
му. Если прибор занят, то она переходит на вторую орбиту, с которой
интенсивность обращения заявок к прибору высокая. На второй орби-
те заявка осуществляет экспоненциальную задержку с параметром 𝜎2.
После задержки заявка обращается к прибору. Если свободен, то обслу-
живается. Если он занят, то мгновенно возвращается обратно на вторую
орбиту.

Обозначим 𝑛(𝑡) – число заявок на второй орбите и приборе; 𝑖(𝑡) –
число заявок на первой орбите; 𝑘(𝑡) – состояние прибора. Если свободен,
то принимает значение 0, если занят, то значение 1; 𝑃 (𝑘, 𝑛, 𝑖) – распре-
деление вероятностей числа 𝑖 заявок на первой орбите, числа 𝑛 заявок
на второй орбите и приборе, состояния прибора; 𝑅(𝑘, 𝑛) – распределение
вероятностей числа 𝑛 заявок на второй орбите и приборе и состояния
прибора.

Ставится задача нахождения распределения вероятностей числа за-
явок на первой орбите, распределения вероятностей числа заявок на
второй орбите и приборе. Исследование проводим методом асимптоти-
ческого анализа в условии большой задержки заявок на первой орбите
(𝜎1 → 0).
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Рис. 1. Математическая модель RQ-системы 𝑀 |𝑀 |1 с двумя орбитами.

2. Система уравнений Колмогорова

Для распределения вероятностей 𝑃 (𝑘, 𝑛, 𝑖), запишем систему урав-
нений Колмогорова в стационарном режиме:

−(𝜆+ 𝑖𝜎1 + 𝑛𝜎2)𝑃 (0, 𝑛, 𝑖) + 𝜇𝑃 (1, 𝑛+ 1, 𝑖) = 0,
−(𝜆+ 𝑖𝜎1 + 𝜇)𝑃 (1, 𝑛, 𝑖) + 𝜆𝑃 (0, 𝑛− 1, 𝑖)+

+𝑛𝜎2𝑃 (0, 𝑛, 𝑖) + 𝜆𝑃 (1, 𝑛, 𝑖− 1)+
+(𝑖+ 1)𝜎1𝑃 (0, 𝑛− 1, 𝑖+ 1) + (𝑖+ 1)𝜎1𝑃 (1, 𝑛− 1, 𝑖+ 1) = 0.

Введем частичные характеристические функции

𝐻(𝑘, 𝑛, 𝑢) =

∞∑︁
𝑖=0

𝑒𝑗𝑢𝑖𝑃 (𝑘, 𝑛, 𝑖), 𝐻(1, 0, 𝑢) = 0. (1)

Запишем систему уравнений для характеристических функций:

−(𝜆+ 𝑛𝜎2)𝐻(0, 𝑛, 𝑢) + 𝜇𝐻(1, 𝑛+ 1, 𝑢) + 𝑗𝜎1
𝜕𝐻(0, 𝑛, 𝑢)

𝜕𝑢
= 0,

−(𝜆+ 𝜇)𝐻(1, 𝑛, 𝑢) + 𝜆𝑒𝑗𝑢𝐻(1, 𝑛, 𝑢) + 𝜆𝐻(0, 𝑛− 1, 𝑢)+

+𝑛𝜎2𝐻(0, 𝑛, 𝑢) + 𝑗𝜎1
𝜕𝐻(1, 𝑛, 𝑢)

𝜕𝑢
−

−𝑗𝑒−𝑗𝑢𝜎1
𝜕𝐻(0, 𝑛− 1, 𝑢)

𝜕𝑢
− 𝑗𝑒−𝑗𝑢𝜎1

𝜕𝐻(1, 𝑛− 1, 𝑢)

𝜕𝑢
= 0.

Данную систему будем решать методом асимптотического анализа. Ос-
новные результаты, полученные при решении, сформулированы ниже.



Асимптотический анализ RQ-системы M|M|1 с двумя орбитами 83

3. Распределение вероятностей числа заявок на второй
орбите и приборе

Введем частичную производящую функцию распределения вероят-
ностей числа заявок на второй орбите и приборе:

𝐺(𝑘, 𝑧) =

∞∑︁
𝑛=𝑘

𝑧𝑛𝑅(𝑘, 𝑛), 𝐺(𝑧) = 𝐺(0, 𝑧) +𝐺(1, 𝑧).

Лемма 1. Распределение вероятностей состояний прибора имеет
вид

𝑅(0) = 1− 𝜆

𝜇
, 𝑅(1) =

𝜆

𝜇
.

Сформулируем следующую теорему.

Теорема 1. Производящая функция 𝐺(𝑧) распределения вероят-
ностей числа заявок на второй орбите и приборе имеет вид

𝐺(𝑧) = 𝑅(0)
(︁ 1− 𝜌
1− 𝜌𝑧

)︁𝛼
+𝑅(1)𝑧

(︁ 1− 𝜌
1− 𝜌𝑧

)︁𝛼+1

, (2)

где 𝛼 =
𝜆(𝜇+ 𝜆)

𝜎2𝜇
, а 𝜌 =

(︁𝜆
𝜇

)︁2
.

Таким образом, получаем,что производящая функция числа заявок
на второй орбите и приборе имеет вид производящей функции взвешен-
ной суммы двух отрицательно-биномиальных распределений.

4. Распределение вероятностей числа заявок на первой
орбите

Для нахождения распределения вероятностей числа заявок на пер-
вой орбите воспользуемся методом асимптотического анализа в условии
𝜎1 → 0.

Теорема 2. В предельном условии 𝜎1 → 0 характеристическую

функцию 𝐻(𝑢) =

∞∑︁
𝑛=0

1∑︁
𝑘=0

𝐻(𝑘, 𝑛, 𝑢) распределения вероятностей числа

завок на первой орбите можно аппроксимировать

ℎ(𝑢) = exp
(︁
𝑗𝑢

κ1

𝜎1
+

(𝑗𝑢)2

2

κ2

𝜎1

)︁
, (3)

где κ1 =
𝜆2

𝜇
, κ2 =

𝜆2(𝜇+ 2𝜆)

𝜇(𝜇+ 𝜆)
.



84 А.А. Назаров, Я. Е. Измайлова

Таким образом, распределение вероятностей числа заявок на первой
орбите можно аппроксимировать гауссовским распределением вероят-

ностей с параметрами
κ1

𝜎1
и

√︂
κ2

𝜎1
.

Заключение

В работе рассмотрена система с повторными вызовами с простейшим
входящим потоком и двумя орбитами. После первого обращения заявок
с первой орбиты к прибору, они переходят на вторую, с которой высокая
интенсивность обращения заявок к прибору. Предложенная математи-
ческая модель расширяет класс двухорбитальных RQ-систем и методов
исследования их. Результаты решения задачи могут быть использованы
в практических приложениях, где необходимо ускорение в ожидании на
обслуживание клиента.
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В работе рассматривается система обслуживания конечного
числа входных потоков по циклическому алгоритму с фикси-
рованным ритмом переключения. Входные потоки формируют-
ся во внешней случайной среде с конечным числом состояний,
синхронированной с обслуживающим устройствм. При каждом
из состояний среды каждый входной поток является пуассо-
новским неординарным потоком с параметрами, зависящими
от случайной среды. Построена математическая модель в ви-
де многомерной счетной цепи Маркова, получены необходимые
и достаточные условия существования стационарного распре-
деления. Построены мартингальные последовательности, с по-
мощью которых можно изучать среднее время до опустошения
выбранной очереди. Ключевые слова: конфликтные потоки,
случайная среда, циклический алгоритм обслуживания, время
опустошения очереди, цепь Маркова, условие стационарности,
мартингалы.

Введение

Представляющей практический интерес задачей является исследо-
вание времени достижения очередью нулевого уровня в системе обслу-
живания конфликтных потоков. В настояещй работе будет найдено вы-
ражение для среднего времени достижения нулевого уровня очереди
в системе массового обслуживания в классе циклических алгоритмов
для входных потоков, формируемых в случайной среде. Имея в виду
приложения к задачам управления транспортными потоками, случай-
ную среду можно интерпретировать как погодные условия, влияющие
как на интенсивности поступления автотранспорта, так и на структуру
транспортных пачек. Поскольку погодные условия меняются гораздо
медленее, чем происходят переключения светофора, выберем в каче-
стве математической модели погоды цепь Маркова, возможные смены
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состояний которой могут происходить только вместе со сменой состоя-
ний сигналов светофора.

Управление входными потоками с аналогичной переменной вероят-
ностной структурой рассматривалось в работах [1, 2] где были установ-
лены условия существования стационарного режима при дополнитель-
ном предположении о сохранении интенсивности потоков при разных
состояниях внешней среды. В целом, исследование систем обслужива-
ния с формируемыми в случайной среде потоками имеет важное тео-
ретическое и прикладное значнеие [6]. Задача о времени опустошения
очереди при циклическом управлении рассматривалась в [3]. Использу-
емые мартингальные методы восходят к работам [4, 5].

1. Постановка задачи и математическая модель

В систему поступают 𝑚 < ∞ конфликтных потока. Вероятностная
структура всех потоков зависит от состояния внешней случайной среды
с конечным числом возможных состояний {𝑒(1), 𝑒(2), . . . , 𝑒(𝑑)}, 𝑑 < ∞.
При состоянии среды 𝑒(𝑘), требования потока Π𝑗 поступают группа-

ми с известными параметрами 𝜆
(𝑘)
𝑗 > 0 — интенсивность поступлений

групп и 𝑔
(𝑘)
𝑗 (𝑏) — вероятность того, что группа содержит 𝑏 = 1, 2, . . .

требований. Будем предполагать, что при каждой фиксированной паре
(𝑗, 𝑘) наименьший шаг решетки, на которой сосредоточено распределе-

ние {𝑔(𝑘)𝑗 (𝑏); 𝑏 = 1, 2, . . .}, равен единице. Смена состояний случайной
среды может происходить только в моменты смены состояний обслу-
живающего устройства, и пусть 𝑎𝑘,𝑙 есть вероятность смены состояния
𝑒(𝑘) на состояние 𝑒(𝑙), а состояния связаны в эргодическую цепь Марко-
ва. Требования потока Π𝑗 помещаются в накопитель 𝑂𝑗 неограничен-
ной вместимости. Обслуживающее устроуство имеет 2𝑚 состояний Γ(1),
Γ(2), . . . , Γ(2𝑚). Длительность пребывания в состоянии Γ(𝑟) неслучайна
и равна 𝑇𝑟, 𝑟 = 1, 2, . . . , 2𝑚. В состоянии вида Γ(2𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . ,
𝑚, требования не обслуживаются. В состоянии Γ(2𝑗−1) обслуживают-
ся требоваия только из очереди 𝑂𝑗 . Максимальное число обслуженных
требований при этом не может превышать заданного неслучайного по-
рога ℓ𝑗 ∈ {1, 2, . . .}. Обслуженные требования покидают систему.

Будем считать, что все определяемые ниже случайные величины и
случайные элементы определены на общем вероятностном простран-
стве (Ω,F,P). Обозначим через 𝜏𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . моменты смены со-
стояний обслуживающего устройства, причем 𝜏0 = 0. Пусть Γ𝑖 ∈
∈ {Γ(1),Γ(2), . . . ,Γ(2𝑚)} есть состояние обслуживающего устройства на
промежутке (𝜏𝑖−1, 𝜏𝑖], обозначим через 𝑋𝑗,𝑖 число требований в очереди
𝑂𝑗 в момент 𝜏𝑖, через 𝜂𝑗,𝑖 — число требований входного потока Π𝑗 , по-
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ступивших на промежутке (𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1], 𝜉𝑗,𝑖 — число требований 𝑗-го потока
насыщения на промежутке (𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1], 𝜉𝑗,𝑖 — число обслуженных требо-
ваний из очереди 𝑂𝑗 на промежутке (𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1]. Пусть 𝑟 ⊕ 1 = 𝑟 + 1 для
𝑟 = 1, 2, . . . , 2𝑚 − 1, (2𝑚) ⊕ 1 = 1, 𝑟 ⊕ 𝑥 = (𝑟 ⊕ (𝑥 − 1)) ⊕ 1 для целых
неотрицательных 𝑥. Наконец, обозначим через 𝜒𝑖 состояние случайной
среды на промежутке (𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1]. Из постановки задачи устанавливаются
следующие функциональные соотношения:

𝑋𝑗,𝑖+1 = 𝑋𝑗,𝑖 + 𝜂𝑗,𝑖 − 𝜉𝑗,𝑖 = max{0, 𝑋𝑗,𝑖 + 𝜂𝑗,𝑖 − 𝜉𝑗,𝑖}, (1)

𝜉𝑗,𝑖 = min{𝜉𝑗,𝑖, 𝑋𝑗,𝑖 + 𝜂𝑗,𝑖}, (2)

Γ𝑖+1 = 𝑢(Γ𝑖), где 𝑢(Γ(𝑟)) = Γ(𝑟⊕1), (3)

𝜏𝑖+1 = 𝜏𝑖 + 𝑣(Γ𝑖), где 𝑣(Γ(𝑟)) = 𝑇𝑟⊕1. (4)

Также из постановки задачи следует, что при фиксированном значении
(Γ(𝑟), 𝑒(𝑘)) вектора (Γ𝑖, 𝜒𝑖), набор (𝜒𝑖1 , 𝜂1,𝑖, 𝜂2,𝑖, . . . , 𝜂𝑚,𝑖) условно незави-
сим с (𝜉1,𝑖, 𝜉2,𝑖, . . . , 𝜉𝑚,𝑖) и оба набора не зависят от событий до момента
𝜏𝑖. При этом, для произвольных целых неотрицательных 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑚,
�̄�1, �̄�2, . . . , �̄�𝑚 условная вероятность события

{𝜔:𝜒𝑖+1 = 𝑒(𝑙), 𝜂1,𝑖 = 𝑏1, 𝜂2,𝑖 = 𝑏2, . . . , 𝜂𝑚,𝑖 = 𝑏𝑚}∩
∪ {𝜔: 𝜉1,𝑖 = �̄�1, 𝜉2,𝑖 = �̄�2, . . . , 𝜉𝑚,𝑖 = �̄�𝑚}

равна
𝑎𝑘,𝑙𝜙1(𝑏1;𝑇𝑟⊕1, 𝑘)𝜙2(𝑏2;𝑇𝑟⊕1, 𝑘)× 𝜙𝑚(𝑏𝑚;𝑇𝑟⊕1, 𝑘)

если либо нечетно 𝑟 и �̄�1 = �̄�2 = . . . = �̄�𝑚 = 0, либо четно 𝑟 = 2𝑗 и
�̄�𝑠 = ℓ𝑗⊕1𝛿𝑠,𝑗⊕1, 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑚; в остальных случаях эта вероятность
равна 0. Здесь 𝛿𝑠,𝑗 — дельта-функция Кронекера, принимающая значе-
ние 1 для 𝑠 ̸= 𝑗 и значение 1 при 𝑠 = 𝑗, а функции 𝜙𝑗(·; ·, ·), 𝑗 = 1, 2, . . . ,
𝑚, определяются из разложений производящих функций для простого
неординарного потока:

∞∑︁
𝑏=0

𝑧𝑏𝜙𝑗(𝑏; 𝑡, 𝑘) = exp
{︁
𝜆
(𝑘)
𝑗 𝑡
(︁ ∞∑︁
𝑏=1

𝑔
(𝑘)
𝑗 (𝑏)𝑧𝑏 − 1

)︁}︁
, 𝑡 > 0, |𝑧|< 1.

Теорема 1. Многомерная случайная последовательность

{(Γ𝑖, 𝜒𝑖, 𝑋1,𝑖, 𝑋2,𝑖, . . . , 𝑋𝑚,𝑖); 𝑖 = 0, 1, . . .} (5)

при заданном распределении вектора (Γ0, 𝜒0, 𝑋1,𝑖, 𝑋2,0, . . . , 𝑋𝑚,0) явля-
ется однородной цепью Маркова с единственным классом сообщающих-
ся периодических состояний с периодом 2𝑚.
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Пусть 𝛼𝑘 — стационарная вероятность состояния среды 𝑒(𝑘), 𝑘 = 1,

2, . . . , 𝑑. Обозначим через 𝜇
(𝑘)
𝑗 =

∑︀∞
𝑏=1 𝑏𝑔

(𝑘)
𝑗 (𝑏) < ∞ средний размер

группы требований по потоку Π𝑗 при состоянии среды 𝑒(𝑘), и пусть

�̄�
(𝑘)
𝑗 = 𝜆

(𝑘)
𝑗 𝜇

(𝑘)
𝑗 .

Теорема 2. Для существования единственного стационарного рас-
пределения цепи Маркова (5) необходимо и достаточно выполнения
неравенства:

max
1⩽𝑗⩽𝑚

{︁
(𝑇1 + . . .+ 𝑇2𝑚)

𝑑∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘�̄�
(𝑘)
𝑗 − ℓ𝑗

}︁
< 0. (6)

Доказательство теоремы 2 основано лемме 1, содержащей рекур-
рентные соотношения для производящих функций

Ψ𝑗,𝑖(𝑧; 𝑟, 𝑘) = E(𝑧𝑋𝑗,𝑖𝐼(Γ𝑖 = Γ(𝑟), 𝜒𝑖 = 𝑒(𝑘))), |𝑧|⩽ 1.

Пусть

𝑓
(𝑘)
𝑗 (𝑧) =

∞∑︁
𝑏=1

𝑧𝑏𝑔
(𝑘)
𝑗 (𝑏), 𝑞𝑗(𝑧; 𝑡, 𝑒

(𝑘)) = exp
{︁
𝜆
(𝑘)
𝑗 𝑡(𝑓

(𝑘)
𝑗 (𝑧)− 1)

}︁
, |𝑧|⩽ 1.

Лемма 1. Имеют место рекуррентные по 𝑖 = 0, 1, . . . соотноше-
ния:

Ψ𝑗,𝑖+1(𝑧; 𝑟 ⊕ 1, 𝑙) =

𝑑∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝑙𝑞𝑗(𝑧;𝑇𝑟⊕1, 𝑒
(𝑘))Ψ𝑗,𝑖(𝑧; 𝑟, 𝑘), 𝑟 ⊕ 1 ̸= 2𝑗 − 1;

Ψ𝑗,𝑖+1(𝑧; 𝑟 ⊕ 1, 𝑙) =

𝑑∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘,𝑙

(︁
𝑧−ℓ𝑗𝑞𝑗(𝑧;𝑇𝑟⊕, 𝑒

(𝑘))Ψ𝑗,𝑖(𝑧; 𝑟, 𝑘)+

+

ℓ𝑗∑︁
𝑥=0

P(Γ𝑖 = Γ(𝑟), 𝑋𝑗,𝑖 = 𝑥, 𝜒𝑖 = 𝑒(𝑘))

ℓ𝑗−1−𝑥∑︁
𝑏=0

𝜙𝑗(𝑏;𝑇𝑟⊕1, 𝑘)(1− 𝑧𝑥+𝑏−ℓ𝑗 )
)︁
.

В остальной части работы будем считать условия существования
стационарного распределения выполненными.

2. Изучение среднего времени разгрузки очереди

Всюду далее, не уменьшая общности, положим 𝑗 = 1. Введем слу-
чайный момент

𝜈 =

{︃
∞, если 𝑋1,𝑖 > 0 для всех 𝑖 = 1, 2, . . . ;

min{𝑖 ⩾ 1:𝑋1,𝑖 = 0} в противном случае.
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Под периодом разгрузки очереди 𝑂1 будем понимать случайный про-
межуток времени [0, 𝜏𝜈).

Введем матрицы 𝐴(𝑧; 𝑡) = (𝑎𝑘,𝑙𝑎
(𝑘)
1 (𝑧; 𝑡))𝑘,𝑙=1,𝑑, 𝑡 > 0. При 0 < 𝑧 < 1

элементы неразложимой (в силу эргодичности внешней случайной сре-
ды) матрицы 𝐴(𝑧, 𝑇𝑟) неотрицательны, следовательно, по теореме Фро-
бениуса она имеет простое положительное собственное число 𝜁𝑟(𝑧), ма-
жорирующее модули всех остальных ее собственных чисел и такое что
𝜁𝑟(1) = 1. Распространим эту функцию на комплексный круг |𝑧|⩽ 1.

Лемма 2. Пусть 𝜁𝑟(𝑧) — регулярная в области |𝑧|< 1 ветвь функ-
ции, удовлетворяющей характеристическому уравнению

det(𝐴(𝑧, 𝑇𝑟)− 𝜁𝐼𝑑) = 0, (𝐼𝑑 = (𝛿𝑘,𝑙)𝑘,𝑙=1,𝑑), (7)

такая что 𝜁𝑟(1) = 1. Тогда |𝜁𝑟(𝑧)|< 1 при |𝑧|⩽ 1, 𝑧 ̸= 1 и 𝜁 ′𝑟(1) =

= 𝑇𝑟
∑︀𝑑

𝑘=1 𝛼𝑘�̄�
(𝑘)
1 .

Заметим, что одно из неравенств (6), соответствующее первой оче-

реди (𝑗 = 1) примет вид:
∑︀2𝑚

𝑟=1 𝜁
′
𝑟(1) < ℓ1.

Лемма 3. Уравнение 𝑧ℓ1 = 𝜁1(𝑧)𝜁2(𝑧) × . . . × 𝜁2𝑚(𝑧) имеет ℓ1 − 1
ноль 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽ℓ1−1 в круге |𝑧|< 1 и ноль 𝛽ℓ1 = 1 на границе.

Пусть 𝜓(𝑟)(𝑧) — правый собственный вектор матрицы 𝐴(𝑧, 𝑇𝑟), со-
ответствующий собственному числу 𝜁𝑟(𝑧) и удовлетворяющий условию
𝜓(𝑟)(1) = 1̄.

Теорема 3. При |𝑧|⩽ 1 случайная последовательность

𝑀𝑖(𝑧) =

= 𝑧
𝑋1,𝑖+

𝑖−1∑︀
𝑠=0

min{𝜉1,𝑠,𝑋1,𝑠+𝜂1,𝑠}

𝑖∏︀
𝑠=0

2𝑚∑︀
𝑟=1

𝐼(Γ𝑠 = Γ(𝑟⊕1))𝜓
(𝑟⊕1)
𝜒𝑠 (𝑧)

𝑖−1∏︀
𝑠=0

2𝑚∑︀
𝑟=1

𝐼(Γ𝑠 = Γ(𝑟))𝜁𝑟⊕1(𝑧)𝜓
(𝑟⊕1)
𝜒𝑠 (𝑧)

, (8)

𝑖 = 0, 1, . . . , является мартингалом относительно потока

F𝑖 = 𝜎(𝑋1,0,Γ0, 𝜂1,0, 𝜂1,1, . . . , 𝜂1,𝑖−1, 𝜒0, 𝜒1, . . . , 𝜒𝑖), 𝑖 = 0, 1, . . . .

Следствие 1. Пусть 𝑥 = 1, 2, . . . . Имеет место следующее соот-
ношения для момента 𝜈 опустошения очереди:

E

(︃
𝑧𝑋1,𝜈−1+𝜂1,𝜈−1

(︁ 𝑧ℓ1

𝜁1(𝑧)× . . .× 𝜁2𝑚(𝑧)

)︁[ 𝜈−1
2𝑚 ]

×
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×

𝜈∏︀
𝑠=0

𝜓
(𝑟⊕𝑠)
𝜒𝑠 (𝑧)

𝜈−1∏︀
𝑠=0

𝜓
(𝑟⊕(𝑠+1))
𝜒𝑠 (𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒ {Γ0 = Γ(𝑟), 𝜒0 = 𝑒(𝑘), 𝑋1,0 = 𝑥}

)︃
=

= 𝑧𝑥𝜓
(𝑟)
𝑘 (𝑧)𝜁1(𝑧)

{︃
1, 𝑟 = 2𝑚,

𝜁𝑟⊕1(𝑧)× . . .× 𝜁2𝑚(𝑧), 𝑟 = 1, 2, . . . , 2𝑚− 1.

Заключение

В настоящей работе построен мартингал, связанный с колебаниями
длины выбранной очереди, а также с состояниями внешней случайной
среды и обслуживающего устройства для системы обслуживания фор-
мируемых в случайной среде конфликтных потоков по циклическому
алгоритму. В дальнейшем изучение этого мартинагала должно позво-
лить изучить время, необходимое для опустошения выбранной очереди.
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Национальный исследовательский

Томский государственный университет, г. Томск, Россия

В данной работе проводится исследование сети массового обслу-
живания, состоящей из трех узлов, каждый из которых пред-
ставляет суммарную вычислительную мощность разных уров-
ней сети Интернета вещей (IoT): граничный (edge), туманный
(fog) и облачный (cloud). В результате исследования предлага-
ется инструмент, позволяющий рассчитать требуемую вычис-
лительную мощность на узлах сети. В работе приводится де-
монстрационный пример, в котором вычисляется необходимое
количество процессоров для обработки запросов на каждом из
уровней вычислений для семи типов устройств, чтобы миними-
зировать вероятность отказа и простои обслуживания.
Ключевые слова: сеть массового обслуживания, интернет
вещей, СЛАУ, оптимизация.

Введение

Рассмотрим некоторую территорию города, на которой необходимо
развернуть вычислительную сеть трех уровней: граничный, туманный
и облачный [1].

Предполагается, что подобные сети уже были развернуты в других
районах города, поэтому становится возможным статистическая оценка
параметров математической модели. На рассматриваемой территории
будут обслуживаться устройства следующих категорий: 1 – датчики,
2 – активаторы, 3 – умные устройства для дома, 4 – здравоохранение и
носимая электроника, 5 – промышленные устройства, 6 – транспортные
устройства, 7 – сельское хозяйство.

Количество вычислительных устройств на каждом из уровней вы-
числений ограничено. Ставится задача поиска оптимального количе-
ства вычислительных устройств на узлах сети для рассматриваемых
типов запросов с целью уменьшения вероятности отказа и простоя вы-
числительных устройств.
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Данная работа является частью исследований (такие как [2, 3] и мно-
жество других), посвященных технологии интернета вещей, и предла-
гает еще один подход к моделированию сети интернета вещей и вычис-
лению требуемой вычислительной мощности на вычислительных узлах.

1. Математическая модель

В качестве математической модели сети устройств интернета вещей
рассматривается открытая СеМО [6] с тремя узлами, каждый из ко-
торых представляет различный уровень вычислений (граничный, ту-
манный и облачный), с марковской маршрутизацией и ограниченным
числом приборов в узлах (𝑁1, 𝑁2, 𝑁3, соответственно). В сеть поступа-
ет простейший поток заявок с интенсивностью 𝜆 [4]. Каждая из заявок с
вероятностью 𝑝𝑘 поступает в 𝑘-ый узел, где находится в течение случай-
ного времени, имеющего экспоненциальную функцию распределения с
параметром 𝜇𝑘, 𝑘 ∈ {1, 2, 3}. После чего заявка либо переходит в узел 𝑙
с вероятностью 𝑟𝑘𝑙, которая является элементом матрицы маршрутиза-
ции, либо покидает сеть с вероятностью

𝑟𝑘0 = 1−
3∑︁

𝑖=1

𝑟𝑘𝑙.

Иллюстрация математической модели представлена на рисунке 1.
Обозначим 𝑛𝑘(𝑡) – число заявок, которые находятся на обслужива-

нии в 𝑘-ом узле сети в момент времени 𝑡. Тогда обозначим стационарные
(финальные) вероятности состояний из множества N = {(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3)} :
0 ⩽ 𝑛𝑘 ⩽ 𝑁𝑘} случайного процесса {𝑛1(𝑡), 𝑛2(𝑡), 𝑛3(𝑡)} :

lim
𝑡→∞

𝑃{𝑛1(𝑡) = 𝑛1, 𝑛2(𝑡) = 𝑛2, 𝑛3(𝑡) = 𝑛3} = 𝜋(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3).
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Рис. 1. Схема СеМО с тремя узлами

Составим систему уравнений равновесия для стационарных вероят-
ностей состояний исследуемого трехмерного процесса:

𝜋(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3)[(𝜆𝑝1 + 𝑛2𝜇2𝑟21 + 𝑛3𝜇3𝑟31)𝐼(𝑛1 + 1 ⩽ 𝑁1)+

+𝑛1𝜇1𝑟10 + 𝑛2𝜇2𝑟20 + 𝑛3𝜇3𝑟30 + (𝜆𝑝2 + 𝑛1𝜇1𝑟12 + 𝑛3𝜇3𝑟32)𝐼(𝑛2 + 1 ⩽ 𝑁2)

+(𝜆𝑝3 + 𝑛1𝜇1𝑟13 + 𝑛2𝜇2𝑟23)𝐼(𝑛3 + 1 ⩽ 𝑁3)] =

= 𝜆𝑝1𝜋(𝑛1 − 1, 𝑛2, 𝑛3) + 𝜆𝑝2𝜋(𝑛1, 𝑛2 − 1, 𝑛3) + 𝜆𝑝3𝜋(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3 − 1)+

+(𝑛1 + 1)𝜇1𝑟10𝜋(𝑛1 + 1, 𝑛2, 𝑛3)𝐼(𝑛1 + 1 ⩽ 𝑁1)+

+(𝑛2 + 1)𝜇2𝑟20𝜋(𝑛1, 𝑛2 + 1, 𝑛3)𝐼(𝑛2 + 1 ⩽ 𝑁2)+

+(𝑛3 + 1)𝜇3𝑟30𝜋(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3 + 1)𝐼(𝑛3 + 1 ⩽ 𝑁3)+

+(𝑛1+1)𝜇1(𝑟12𝜋(𝑛1+1, 𝑛2−1, 𝑛3)+𝑟13𝜋(𝑛1+1, 𝑛2, 𝑛3−1)𝐼(𝑛1+1 ⩽ 𝑁1)+

+(𝑛2+1)𝜇2(𝑟21𝜋(𝑛1−1, 𝑛2+1, 𝑛3)+𝑟23𝜋(𝑛1, 𝑛2+1, 𝑛3−1)𝐼(𝑛2+1 ⩽ 𝑁2)+

+(𝑛3+1)𝜇3(𝑟31𝜋(𝑛1−1, 𝑛2, 𝑛3+1)+𝑟32𝜋(𝑛1, 𝑛2−1, 𝑛3+1)𝐼(𝑛3+1 ⩽ 𝑁3),

где

𝐼(𝐴) =

{︃
1, если A истина,

0, если A ложь.

Решая матричное уравнение A𝜋 = b совместно с условием норми-
ровки 𝜋e = 1, где A – матрица коэффициентов системы, b – вектор-
столбец свободных членов, e – единичный вектор-столбец, найдем
вектор-строку вероятностей состояний 𝜋 = [𝜋(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3)](𝑛1,𝑛2,𝑛3)∈N.
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2. Решение системы уравнений

Систему уравнений для стационарного распределения вероятностей
состояний сети будем решать численным методом с помощью библио-
теки numpy языка программирования Python согласно алгоритмама 1
и 2.

Алгоритм 1. Вычисление стационарного распределения вероятностей
состояний сети массового обслуживания

Вход: 𝑁1, 𝑁2, 𝑁3, 𝜆, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3,
𝑟10, 𝑟12, 𝑟13, 𝑟20, 𝑟21, 𝑟23, 𝑟30, 𝑟31, 𝑟32

Выход: 𝜋 = [𝜋(𝑛1, 𝑛2, 𝑛3)](𝑛1,𝑛2,𝑛3)∈N
1: Вычислить общее количество состояний
|N|= (𝑁1 + 1)(𝑁2 + 1)(𝑁3 + 1).

2: Установить взаимно-однозначное соответствие между индексом
состояния 𝑖 ∈ [0, |N|] и состоянием (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3).

3: Заполнить матрицу A коэффициентов системы уравнений
по алгоритму 2.

4: Заполнить последнюю строку матрицы A единицами.
5: Заполнить вектор свободных членов b, у которого все элементы
равны нулю, кроме последнего – он равен единице.

6: Решить систему линейных алгебраических уравнений A𝜋 = b
с помощью метода numpy.linalg.solve.

7: возвратить 𝜋
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Алгоритм 2. Заполнение матрицы коэффициентов системы

Вход: |N|, 𝑁1, 𝑁2, 𝑁3, 𝜆, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3,
𝑟10, 𝑟12, 𝑟13, 𝑟20, 𝑟21, 𝑟23, 𝑟30, 𝑟31, 𝑟32

Выход: A
1: цикл
2: Для каждого состояния (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) найти соответствующее 𝑖

и выполнить следующие шаги:
3: для всех (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3)
4: 𝐴[𝑖, 𝑖]− = 𝑛1𝜇1𝑟10, 𝐴[𝑖, 𝑖]− = 𝑛2𝜇2𝑟20, 𝐴[𝑖, 𝑖]− = 𝑛3𝜇3𝑟30
5: если 𝑛1 + 1 ⩽ 𝑁1 то
6: 𝐴[𝑖, 𝑖]− = 𝜆𝑝1 + 𝑛2𝜇2𝑟21 + 𝑛3𝜇3𝑟31
7: 𝐴[𝑖, (𝑛1 + 1, 𝑛2, 𝑛3)]+ = (𝑛1 + 1)𝜇1𝑟10
8: если 𝑛2 + 1 ⩽ 𝑁2 то
9: 𝐴[𝑖, 𝑖]− = 𝜆𝑝2 + 𝑛1𝜇1𝑟12 + 𝑛2𝜇2𝑟32
10: 𝐴[𝑖, (𝑛1, 𝑛2 + 1, 𝑛3)]+ = (𝑛2 + 1)𝜇2𝑟20
11: если 𝑛3 + 1 ⩽ 𝑁3 то
12: 𝐴[𝑖, 𝑖]− = 𝜆𝑝3 + 𝑛1𝜇1𝑟13 + 𝑛2𝜇2𝑟23
13: 𝐴[𝑖, (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3 + 1)]+ = (𝑛3 + 1)𝜇3𝑟30
14: если 𝑛1 > 0 то
15: 𝐴[𝑖, (𝑛1 − 1, 𝑛2, 𝑛3)]+ = 𝜆𝑝1
16: если 𝑛2 > 0 то
17: 𝐴[𝑖, (𝑛1, 𝑛2 − 1, 𝑛3)]+ = 𝜆𝑝2
18: если 𝑛3 > 0 то
19: 𝐴[𝑖, (𝑛1, 𝑛2, 𝑛3 − 1)]+ = 𝜆𝑝3
20: если 𝑛1 + 1 ⩽ 𝑁1 and 𝑛2 > 0 то
21: 𝐴[𝑖, (𝑛1 + 1, 𝑛2 − 1, 𝑛3)]+ = (𝑛1 + 1)𝜇1𝑟12
22: если 𝑛1 + 1 ⩽ 𝑁1 and 𝑛3 > 0 то
23: 𝐴[𝑖, (𝑛1 + 1, 𝑛2, 𝑛3 − 1)]+ = (𝑛1 + 1)𝜇1𝑟13
24: если 𝑛2 + 1 ⩽ 𝑁2 and 𝑛1 > 0 то
25: 𝐴[𝑖, (𝑛1 − 1, 𝑛2 + 1, 𝑛3)]+ = (𝑛2 + 1)𝜇2𝑟21
26: если 𝑛2 + 1 ⩽ 𝑁2 and 𝑛3 > 0 то
27: 𝐴[𝑖, (𝑛1, 𝑛2 + 1, 𝑛3 − 1)]+ = (𝑛2 + 1)𝜇2𝑟23
28: если 𝑛3 + 1 ⩽ 𝑁3 and 𝑛1 > 0 то
29: 𝐴[𝑖, (𝑛1 − 1, 𝑛2, 𝑛3 + 1)]+ = (𝑛3 + 1)𝜇3𝑟31
30: если 𝑛3 + 1 ⩽ 𝑁3 and 𝑛2 > 0 то
31: 𝐴[𝑖, (𝑛1, 𝑛2 − 1, 𝑛3 + 1)]+ = (𝑛3 + 1)𝜇3𝑟32
32: возвратить A

3. Численный эксперимент

Вернемся к рассмотрению территории города. В таблице 1 представ-
лены параметры сети для каждой из категорий устройств интернета ве-
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щей. Параметры подобраны таким образом, чтобы отразить специфи-
ку поведения запросов от соответствующих устройств. Рассмотренная
математическая модель является моделью процесса обработки трафика
для одной из категорий. Для каждого из типов устройств находим такое
количество приборов 𝑁1, 𝑁2, 𝑁3, чтобы вероятность отказа на каждом
блоке была не более 0, 1, а коэффициент загрузки 𝑅 всей сети был мак-
симальным. Результаты эксперимента также приведены в таблице 1.

Таблица 1
Данные для эксперимента и результаты

𝜇1 𝑝1 𝑟12/𝑟13/𝑟10 𝑁1

№ 𝜆 𝜇2 𝑝2 𝑟21/𝑟23/𝑟20 𝑁2 𝑅
𝜇3 𝑝3 𝑟31/𝑟32/𝑟30 𝑁3

100 0, 6 0, 7/0, 2/0, 1 2
1 50 10 0, 3 0, 2/0, 5/0, 3 10 0, 817

1 0, 1 0, 1/0, 4/0, 5 50
100 0, 3 0, 7/0, 2/0, 1 2

2 50 10 0, 5 0, 2/0, 5/0, 3 10 0, 829
1 0, 2 0, 1/0, 4/0, 5 52
50 0, 4 0, 6/0, 3/0, 1 3

3 50 5 0, 3 0, 3/0, 4/0, 3 14 0, 886
0, 5 0, 3 0, 1/0, 3/0, 6 96
20 0, 4 0, 6/0, 3/0, 1 3

4 20 2 0, 3 0, 3/0, 4/0, 3 14 0, 886
0, 2 0, 3 0, 1/0, 3/0, 6 96
200 0, 6 0, 7/0, 2/0, 1 2

5 80 10 0, 3 0, 2/0, 5/0, 3 14 0, 867
1 0, 1 0, 1/0, 4/0, 5 78
50 0, 4 0, 6/0, 3/0, 1 4

6 80 20 0, 3 0, 3/0, 4/0, 3 8 0, 679
5 0, 3 0, 1/0, 4/0, 5 20
20 0, 6 0, 7/0, 2/0, 1 6

7 20 10 0, 3 0, 3/0, 4/0, 3 10 0, 730
2 0, 1 0, 2/0, 3/0, 5 25
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Заключение

В данной работе построена модель сети массового обслуживания с
тремя узлами и ограниченным числом приборов на узлах, составлена
система уравнений, решение которой, дает распределение вероятностей
числа заявок на узлах сети. Приведен алгоритм для вычисления рас-
пределения вероятностей состояний сети для произвольного числа при-
боров на узлах сети, которое позволяет найти оптимальное количество
устройств на каждом из уровней вычислений.
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В работе рассматривается математическая модель системы с
ожидающими отрицательными заявками, а также асимптоти-
ческий анализ этой системы. Получен вид характеристической
функции числа положительных и отрицательных заявок в дан-
ной системе. Ключевые слова: система массового обслужи-
вания, отрицательные заявки, асимптотический анализ.

Введение

В современном мире сферы обслуживания, такие как клиентские
сервисы, транспортные системы, медицинские учреждения и многие
другие, сталкиваются с растущими потоками заявок, где как поло-
жительные, так и отрицательные обращения требуют эффективного
управления. Подобные ситуации нередко включают в себя не только
обслуживание клиентов, но и управление нежелательными событиями
или запросами. Информационные технологии играют все более важ-
ную роль в повседневной деятельности как предприятий, так и частных
лиц. От электронной коммерции до социальных сетей, наша цифровая
инфраструктура подвергается постоянному потоку запросов, которые
можно рассматривать как заявки в системе массового обслуживания
(СМО). В реальной жизни, сфера информационных технологий сталки-
вается с различными вызовами, связанными с обработкой разнообраз-
ных заявок и выявлением оптимальных стратегий управления. Напри-
мер, атаки злоумышленников или сбои в работе могут негативно отра-
зиться на производительности и безопасности информационных систем.
Отрицательные заявки, как и в реальной жизни, в системах обслужи-
вания могут не только потреблять ресурсы, но и влиять на обработку
положительных заявок. Например, они могут вызывать задержки или

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-21-
00454, https://rscf.ru/project/24-21-00454/
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даже блокировки процессов обслуживания, что отрицательно сказыва-
ется на общей эффективности системы.

Рассмотрим процесс обработки сетевых запросов в центре обработки
данных (Data Center). В этой системе положительные заявки представ-
ляют собой запросы на доступ к определенным данным или ресурсам,
которые обрабатываются центром обработки данных. Такие запросы
поступают непрерывно в систему в течение случайного времени. С дру-
гой стороны, отрицательные заявки могут быть представлены в виде
злонамеренных атак или DDoS-атак (атак распределенного отказа в об-
служивании). Когда такая отрицательная заявка поступает, она не вза-
имодействует с предыдущей обрабатываемой положительной заявкой,
а начинает свою деструктивную активность по перегрузке сетевой ин-
фраструктуры. Когда поступают новые запросы на доступ к данным,
помехи, вызванные DDoS-атаками, могут заблокировать или уничто-
жить эти запросы.

В [6] представлена СМО с отрицательными заявками и бункером
для вытеснения положительных заявок. В работе [14] была рассмотре-
на бесконечнолинейная СМО с отрицательными заявками с ожидани-
ем, в которой приходящая отрицательная заявка мгновенно уничтожает
обслуживающую положительную заявку. В отличие от упомянутой ра-
боты в представленной статье рассматривается случай, когда входящая
отрицательная заявка не взаимодействует с имеющимися положитель-
ными.

1. Математическая модель

Рассмотрим систему массового обслуживания с неограниченным
числом серверов. Пусть на вход системы поступают два простейших
потока заявок, по одному из них с интенсивностью 𝜆 поступают обыч-
ные (положительные) заявки, по другому с интенсивностью 𝛼 – отрица-
тельные. Положительная заявка, приходящая в систему, выбирает лю-
бой из свободных приборов и сразу начинает обслуживание в течение
случайного времени, экспоненциально распределенного с параметром
𝜇. В задаче с ожиданием отрицательная заявка, приходящая в систему,
не взаимодействует с уже обсуживающимися положительными заявка-
ми, а ожидает прихода новой положительной заявки. Как только такая
заявка появляется, отрицательная заявка уничтожает её и они обе по-
кидают систему. В случае если система пуста, отрицательная заявка
ожидает поступления положительной для выполнения указанной про-
цедуры. Если в системе присутствует несколько отрицательных заявок,
то только одна (любая) реагирует описанным образом на поступление
новой положительной.
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В работе исследуется случайный процесс {𝑖(𝑡), 𝑙(𝑡)}, где 𝑖(𝑡) – число
положительных, а 𝑙(𝑡) – число отрицательных заявок в системе в момент
времени 𝑡.

Для распределения вероятностей 𝑃 (𝑖, 𝑙, 𝑡) = 𝑃{𝑖(𝑡) = 𝑖, 𝑙(𝑡) = 𝑙} по-
строим систему дифференциальных уравнений Колмогорова в стацио-
нарном режиме:

−(𝜆+ 𝛼)𝑃 (0, 0) + 𝜇𝑃 (1, 0) + 𝜆𝑃 (0, 1) = 0,

−(𝜆+ 𝛼+ 𝑖𝜇)𝑃 (𝑖, 0) + 𝜆𝑃 (𝑖− 1, 0) + (𝑖+ 1)𝜇𝑃 (𝑖+ 1, 0) + 𝜆𝑃 (𝑖, 1) = 0,

−(𝜆+ 𝛼)𝑃 (0, 𝑙) + 𝜇𝑃 (1, 𝑙) + 𝛼𝑃 (0, 𝑙 − 1) + 𝜆𝑃 (0, 𝑙 + 1) = 0,

−(𝜆+ 𝛼+ 𝑖𝜇)𝑃 (𝑖, 𝑙) + 𝛼𝑃 (𝑖, 𝑙 − 1) + (𝑖+ 1)𝜇𝑃 (𝑖+ 1, 𝑙) + 𝜆𝑃 (𝑖, 𝑙 + 1) = 0.

Используя метод частичных характеристических функций [15], мож-
но получить следующую систему:

𝑗𝜇(1− 𝑒−𝑗𝑢)𝑑𝐻(𝑢, 0)

𝑑𝑢
+ (𝜆𝑒𝑗𝑢 − (𝜆+ 𝛼))𝐻(𝑢, 0) + 𝜆𝐻(𝑢, 1) = 0,

𝑗𝜇(1− 𝑒−𝑗𝑢)𝑑𝐻(𝑢, 𝑙)

𝑑𝑢
− (𝜆+ 𝛼)𝐻(𝑢, 𝑙) + 𝛼𝐻(𝑢, 𝑙 − 1) + 𝜆𝐻(𝑢, 𝑙 + 1) = 0,

где 𝐻(𝑢, 𝑙) =

∞∑︁
𝑖=0

𝑒𝑗𝑢𝑖𝑃 (𝑖, 𝑙), 𝑙 = 0,∞.

2. Метод асимптотического анализа

Поскольку прямое решение полученной системы дифференциаль-
ных уравнений не представляется возможным, применим для её реше-
ния метод асимптотического анализа [7] в предельном условии эквива-
лентно высокой интенсивности входящих потоков. Это условие можно
определить как

𝜆 = 𝜆𝑁, 𝛼 = 𝛼𝑁,

где 𝑁 →∞ – параметр высокой интенсивности потоков.
В результате асимптотического анализа была получена характери-

стическая функция совместного распределения числа положительных
и отрицательных заявок:

𝐻(𝑢, 𝑙) = exp

{︃
𝑗𝑢𝑁κ1 +

(𝑗𝑢)2𝑁κ2

2

}︃(︁
1− 𝛼

𝜆

)︁(︁𝛼
𝜆

)︁𝑙
,

где κ1 и κ2 имеют вид:

κ1 =
𝜆− 𝛼
𝜇

,
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κ2 = κ1

(︂
1

2
+
𝜆

𝛼

)︂
+
𝜆

𝜇

(︂
3

2

(︁
1− 𝛼

𝜆

)︁)︂
.

Если просуммировать по всем 𝑙, то можно получить характеристи-
ческую функцию одномерного процесса числа положительных заявок:

𝐻(𝑢) = exp

{︃
𝑗𝑢𝑁κ1 +

(𝑗𝑢)2𝑁κ2

2

}︃
.

Таким образом, асимптотическое стационарное распределение вероят-
ностей числа положительных заявок в рассматриваемой системе явля-
ется гауссовским с математическим ожиданием 𝑁κ1 и дисперсией 𝑁κ2.

При 𝑢 = 0, можно получить распределение вероятностей числа от-
рицательных заявок в системе:

𝑃 (𝑙) =
(︁
1− 𝛼

𝜆

)︁(︁𝛼
𝜆

)︁𝑙
.

То есть одномерное распределение числа отрицательных заявок в си-
стеме в стационарном режиме в указанном асимптотическом условии
является геометрическим.

3. Анализ области применимости

Чтобы оценить точность полученной аппроксимации и установить
границы ее применимости, была проведена серия численных экспери-
ментов, в которых асимптотическое распределение сравнивалось с эм-
пирическим, полученным по результатам имитационного моделирова-
ния. На языке программирования Python была разработана программа
для имитационного моделирования СМО с ожидающими отрицатель-
ными заявками.

Для экспериментов были выбраны следующие значения параметров:
𝜆 = 2, 𝛼 = 1, 𝜇 = 1. В этом случае κ1 = 1 и асимптотическое сред-
нее число положительных заявок в системе равно 𝑁 , что удобно для
понимания области применимости результатов. На рисунках 1–3 изоб-
ражены графики асимптотических распределений вероятностей числа
положительных заявок и распределений вероятностей, полученных с
помощью имитационной модели при различных значениях параметра
высокой интенсивности потоков 𝑁 .

Для оценки погрешности полученного асимптотического распреде-
ления вероятностей числа положительных заявок будем использовать
расстоянием Колмогорова, которое вычисляется по формуле

∆ = max
0≤𝑖<∞

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑖∑︁
𝑛=0

𝑃𝑖𝑚𝑖𝑡(𝑛)− 𝑃𝑎𝑠𝑦𝑚𝑝𝑡(𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒,
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Рис. 1. Распределения вероятностей числа положительных заявок, 𝑁 = 10

Рис. 2. Распределения вероятностей числа положительных заявок, 𝑁 = 100

Рис. 3. Распределения вероятностей числа положительных заявок, 𝑁 = 1000

где 𝑃𝑖𝑚𝑖𝑡 – распределение вероятностей, полученное в результате ими-
тационного моделирования, 𝑃𝑎𝑠𝑦𝑚𝑝𝑡 – асимптотическое распределение
вероятностей. В таблице 1 представлены значения расстояний Колмо-
горова между асимптотическим распределением и распределением, по-
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лученным с помощью имитационной модели, для разных значений пара-
метра 𝜇. Как видно из таблицы и графиков, при увеличении параметра
высокой интенсивности потоков 𝑁 и при уменьшении параметра об-
служивания 𝜇 расстояния Колмогорова уменьшаются. Если в качестве
приемлемой погрешности выбрать ∆ ≤ 0, 05, тогда для 𝜇 ≤ 1 получаем
область применимости полученной аппроксимации 𝑁 ≥ 20.

Таблица 1
Расстояние Колмогорова при разных значениях 𝑁

𝑁 𝜇 = 1 𝜇 = 0.5
10 0,082 0,051
20 0,050 0,034
50 0,029 0,021
100 0,025 0,013
200 0,017 0,010
500 0,009 0,008
1000 0,004 0,002

Заключение

В статье рассмотрена математическая модель системы массового об-
служивания с ожидающими отрицательными заявками. Был выполнен
асимптотический анализ этой системы, получен вид характеристиче-
ской функции совместного распределения числа положительных и от-
рицательных заявок, выведены одномерные асимптотические распре-
деления вероятностей числа положительных и отрицательных заявок в
условии эквивалентного роста интенсивностей входящих потоков. Про-
ведена серия численных экспериментов и сравнение с результатами
имитационного моделирования, в результате чего установлены грани-
цы применимости полученных аппроксимаций.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ RQ-СИСТЕМЫ
С S-НАСТОЙЧИВЫМИ ЗАЯВКАМИ И

ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ В УСЛОВИИ БОЛЬШОЙ
ЗАДЕРЖКИ

Д.Ю. Николаева, Е.А. Фёдорова

Национальный исследовательский Томский государственный университет,

г. Томск, Россия

В работе исследуется СМО с повторными вызовами (RQ-
система) M/M/1. Если прибор занят в момент обращения за-
явки с орбиты, она покидает систему с заданной вероятностью
(s-настойчивые заявки). По окончанию обслуживания заявка с
заданной вероятностью возвращается на орбиту для осуществ-
ления повторного обслуживания в будущем таким образом ре-
ализуя отложенную обратную связь. Для нахождения стацио-
нарного распределения вероятностей числа заявок на орбите
предлагается метод асимптотического анализа в условии боль-
шой задержки заявок на орбите. Приведено доказательство, что
асимптотическая характеристическая функция числа заявок на
орбите в данном условии имеет вид нормального распределения.
Ключевые слова: RQ-система, s-настойчивые заявки, об-
ратная связь, большая задержка, асимптотичсекий анализ.

Введение

RQ-системы представляют собой математические модели в теории
массового обслуживания (ТМО), используемые для моделирования call-
центров, компьютерных и телекоммуникационных сетей и т.д., где заяв-
ки повторно пытаются получить обслуживание в случае недоступности
обслуживающего устройства. Например, если клиенты звонят в call-
центр и их звонок не может быть обработан (из-за нехватки свободных
операторов или других причин), они вынуждены повторно обращать-
ся через некоторое, обычно случайное время. Существует вероятность,
что после нескольких неудачных попыток клиент прекратит звонить,
однако возможно он попробует связаться снова спустя некоторое время
для получения дополнительной информации. Такие особенности пове-
дения систем в ТМО описываются терминами "𝑠-настойчивость заявок"
и "обратная связь".

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-21-
00454, https://rscf.ru/project/24-21-00454/
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Наиболее широкое исследование RQ-систем приведено в монографи-
ях Г.И. Фалина [1] и Дж. Арталехо [2]. RQ-системы с ненастойчивыми
заявками исследовались, например, в [4], а модели с обратной свзязью
предлагались в работах [4]. Метод асимптотического анализа, применя-
емый в работе, описан в [4].

1. Описание модели

В работе исследуется RQ-система M|M|1. На вход поступает про-
стейший поток заявок с интенсивностью 𝜆. Если прибор свободен, то
заявка занимает его на случайное время, распределенное по экспоненци-
альному закону с параметром 𝜇. В случае занятости прибора поступив-
шая заявка попадает на орбиту, где осуществляет случайную задержку,
продолжительность которой имеет экспоненциальное распределение с
параметром 𝜎. После случайной задержки заявка снова пытается по-
лучить доступ к прибору. Если прибор не занят, то заявка с орбиты
занимает его на случайное время обслуживания, если же он занят, то
заявка с вероятностью 1−𝑠 покидает систему или с вероятностью 𝑠 воз-
вращается на орбиту. После завершения обслуживания заявка покидает
систему с вероятностью 1− 𝑟 или переходит на орбиту с вероятностью
𝑟 для осуществления повторного обслуживания в будущем. Структура
этой модели представлена на Рис. 1.

Рис. 1. RQ-система с s-настойчивыми заявками и обратной связью

Пусть 𝑖(𝑡) – число заявок на орбите, а процесс 𝑘(𝑡) описывает состо-
яние прибора:

𝑘(𝑡) =

{︃
0,прибор свободен,

1,прибор занят.

Обозначим 𝑃{𝑘(𝑡) = 𝑘, 𝑖(𝑡) = 𝑖} = 𝑃 (𝑘, 𝑖, 𝑡) – вероятность того, что в
момент времени 𝑡 прибор находится в состоянии 𝑘, а на орбите 𝑖 заявок.
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Для распределения вероятностей 𝑃 (𝑘, 𝑖, 𝑡) состояний рассматриваемой
RQ-системы составим систему дифференциальных уравнений Колмого-
рова:

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑃 (0, 𝑖, 𝑡)

𝜕𝑡
= −(𝜆+ 𝑖𝜎)𝑃 (0, 𝑖, 𝑡) + 𝜇𝑃 (1, 𝑖, 𝑡)(1− 𝑟) + 𝑟𝜇𝑃 (1, 𝑖− 1, 𝑡),

𝜕𝑃 (1, 𝑖, 𝑡)

𝜕𝑡
= −(𝜆+ 𝜇+ (1− 𝑠)𝑖𝜎)𝑃 (1, 𝑖, 𝑡) + 𝜎(𝑖+ 1)𝑃 (0, 𝑖+ 1, 𝑡)+

+𝜆𝑃 (0, 𝑖, 𝑡) + 𝜆𝑃 (1, 𝑖− 1, 𝑡) + 𝜎(1− 𝑠)(𝑖+ 1)𝑃 (1, 𝑖+ 1, 𝑡).
(1)

Для стационарного режима система уравнений имеет следующий вид:⎧⎨⎩ −(𝜆+ 𝑖𝜎)𝑃 (0, 𝑖) + 𝜇𝑃 (1, 𝑖)(1− 𝑟) + 𝑟𝜇𝑃 (1, 𝑖− 1) = 0,
−(𝜆+ 𝜇+ (1− 𝑠)𝑖𝜎)𝑃 (1, 𝑖) + 𝜎(𝑖+ 1)𝑃 (0, 𝑖+ 1) + 𝜆𝑃 (0, 𝑖)+
+𝜆𝑃 (1, 𝑖− 1) + 𝜎(1− 𝑠)(𝑖+ 1)𝑃 (1, 𝑖+ 1) = 0.

(2)

Составим систему уравнений, задающих частичные характеристиче-

ские функции 𝐻(𝑘, 𝑢) =
∑︁
𝑖

𝑒𝑗𝑢𝑖𝑃 (𝑘, 𝑖):

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−𝜆𝐻(0, 𝑢) + 𝑗𝜎

𝜕𝐻(0, 𝑢)

𝜕𝑢
+ 𝜇(1− 𝑟)𝐻(1, 𝑢) + 𝜇𝑟𝑒𝑗𝑢𝐻(1, 𝑢) = 0,

−(𝜆+ 𝜇)𝐻(1, 𝑢) + 𝑗𝜎(1− 𝑠)𝜕𝐻(1, 𝑢)

𝜕𝑢
− 𝑗𝜎 𝜕𝐻(0, 𝑢)

𝜕𝑢
𝑒−𝑗𝑢+

+𝜆𝐻(0, 𝑢) + 𝜆𝑒𝑗𝑢𝐻(1, 𝑢)− 𝑗𝜎(1− 𝑠)𝜕𝐻(1, 𝑢)

𝜕𝑢
𝑒−𝑗𝑢 = 0.

(3)

2. Метод асимптотического анализа

Для решения системы (3), предлагается применить метод асимпто-
тического анализа в условии большой задержки заявок на орбите, то
есть при 𝜎 −→ 0.

2.1. П е р в а я а с и м п т о т и к а

Введем следующие обозначения:

𝜎 = 𝜀, 𝑢 = 𝜀𝑤, 𝐻(0, 𝑢) = 𝐹 (0, 𝑤, 𝜀), 𝐻(1, 𝑢) = 𝐹 (1, 𝑤, 𝜀). (4)

Тогда из системы (3) получаем следующие асимптотические уравнения:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝜆𝐹 (0, 𝑤, 𝜀) + 𝑗
𝜕𝐹 (0, 𝑤, 𝜀)

𝜕𝑤
+ 𝜇(1− 𝑟)𝐹 (1, 𝑤, 𝜀)+

+𝜇𝑟𝑒𝑗𝜀𝑤𝐹 (1, 𝑤, 𝜀) = 0,

−(𝜆+ 𝜇)𝐹 (1, 𝑤, 𝜀) + 𝑗(1− 𝑠)𝜕𝐹 (1, 𝑤, 𝜀)
𝜕𝑤

− 𝑗 𝜕𝐹 (0, 𝑤, 𝜀)
𝜕𝑤

𝑒−𝑗𝜀𝑤+

+𝜆𝐹 (0, 𝑤, 𝜀) + 𝜆𝑒𝑗𝜀𝑤𝐹 (1, 𝑤, 𝜀)− 𝑗(1− 𝑠)𝜕𝐹 (1, 𝑤, 𝜀)
𝜕𝑤

𝑒−𝑗𝜀𝑤 = 0.

(5)
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Суммируя уравнения, после некоторых преобразований имеем:

𝑒−𝑗𝜀𝑤
(︂
𝑗
𝜕𝐹 (0, 𝑤, 𝜀)

𝜕𝑤
+ 𝑗(1− 𝑠)𝜕𝐹 (1, 𝑤, 𝜀)

𝜕𝑤

)︂
+ (𝜇𝑟 + 𝜆)𝐹 (1, 𝑤, 𝜀) = 0. (6)

Запишем (5) и (6) при 𝜀→ 0:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−𝜆𝐹 (0, 𝑤) + 𝑗

𝜕𝐹 (0, 𝑤)

𝜕𝑤
+ 𝜇𝐹 (1, 𝑤) = 0,

−𝜇𝐹 (1, 𝑤) + 𝜆𝐹 (0, 𝑤)− 𝑗 𝜕𝐹 (0, 𝑤)
𝜕𝑤

= 0,

𝑗
𝜕𝐹 (0, 𝑤)

𝜕𝑤
+ 𝑗(1− 𝑠)𝜕𝐹 (1, 𝑤)

𝜕𝑤
+ (𝜇𝑟 + 𝜆)𝐹 (1, 𝑤) = 0.

(7)

Пусть
𝐹 (𝑘,𝑤) = 𝑅𝑘 exp{𝑗𝑤κ1}.

Подставляя вид функции 𝐹 (𝑘,𝑤) в систему (7), получаем следующие
уравнения: {︂

−𝜆𝑅0 − κ1𝑅0 + 𝜇𝑅1 = 0,
−κ1𝑅0 − (1− 𝑠)κ1𝑅1 + (𝜇𝑟 + 𝜆)𝑅1 = 0.

(8)

Добавляя условие нормировки 𝑅(0) +𝑅(1) = 1, получим:

𝑅1 =
𝜆+ κ1

𝜇+ 𝜆+ κ1
; 𝑅0 =

𝜇

𝜇+ 𝜆+ κ1
. (9)

Подставляя (9) в последнее уравнение системы (8), получим, что κ1

имеет вид:

κ1 =
−(𝜇(1− 𝑟)− 𝑠𝜆) +

√︀
(𝜇(1− 𝑟)− 𝑠𝜆)2 + 4(𝜇𝑟 + 𝜆)𝜆(1− 𝑠)

2(1− 𝑠)
. (10)

Возвращаясь к заменам, асимптотическая характеристическая функ-
ция первого порядка 𝐻1(𝑢) = 𝑒𝑗𝑢

κ1
𝜎 .

2.2. В т о р а я а с и м п т о т и к а

В системе (3) выполним замену:

𝐻(0, 𝑢) = 𝑒𝑗𝑢
κ1
𝜎 𝐻2(0, 𝑢), 𝐻(1, 𝑢) = 𝑒𝑗𝑢

κ1
𝜎 𝐻2(1, 𝑢).
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Получаем следующие уравнения:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−(𝜆+ κ1)𝐻2(0, 𝑢) + 𝑗𝜎
𝜕𝐻2(0, 𝑢)

𝜕𝑢
+

+(𝜇+ 𝜇𝑟(𝑒𝑗𝑢 − 1))𝐻2(1, 𝑢) = 0,
−((𝜆(1− 𝑒𝑗𝑢) + 𝜇) + (1− 𝑠)(1− 𝑒−𝑗𝑢)κ1)𝐻2(1, 𝑢)+

+𝑗𝜎(1− 𝑠)(1− 𝑒−𝑗𝑢)𝜕𝐻2(1, 𝑢)

𝜕𝑢
+

+(𝜆+ κ1𝑒
−𝑗𝑢)𝐻2(0, 𝑢)− 𝑗𝜎

𝜕𝐻2(0, 𝑢)

𝜕𝑢
𝑒−𝑗𝑢 = 0.

(11)

Cложим уравнения системы (11):

−κ1𝐻2(0, 𝑢) + 𝜎𝑗
𝜕𝐻2(0, 𝑢)

𝜕𝑢
+ (𝑒𝑗𝑢(𝜇𝑟 + 𝜆)− (1− 𝑠)κ1)𝐻2(1, 𝑢)+

+𝑗𝜎(1− 𝑠)𝜕𝐻2(1, 𝑢)

𝜕𝑢
= 0.

(12)

Выполним асимптотические замены:

𝜎 = 𝜀2, 𝑢 = 𝜀𝑤, 𝐻(0, 𝑢) = 𝐹 (0, 𝑤, 𝜀), 𝐻(1, 𝑢) = 𝐹 (1, 𝑤, 𝜀). (13)

Поставив (13) в (11), получим:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−(𝜆+ κ1)𝐹 (0, 𝑤, 𝜀) + 𝜀𝑗
𝜕𝐹 (0, 𝑤, 𝜀)

𝜕𝑤
+

+(𝜇(1− 𝑟) + 𝜇𝑟𝑒𝑗𝜀𝑤)𝐹 (1, 𝑤, 𝜀) = 0,
−(𝜆+ 𝜇)𝐹 (1, 𝑤, 𝜀)− (1− 𝑠)(1− 𝑒−𝑗𝜀𝑤)κ1𝐹 (1, 𝑤, 𝜀)+

+𝑗𝜀(1− 𝑠)(1− 𝑒−𝑗𝜀𝑤)𝜕𝐹 (1, 𝑤, 𝜀)
𝜕𝑤

+ (𝜆+ κ1𝑒
−𝑗𝜀𝑤)𝐹 (0, 𝑤, 𝜀)−

−𝑗𝜀𝜕𝐹 (0, 𝑤, 𝜀)
𝜕𝑤

𝑒−𝑗𝜀𝑤 + 𝜆𝑒𝑗𝜀𝑤𝐹 (1, 𝑤, 𝜀) = 0.

(14)

Из системы (12) имеем

−κ1𝐹 (0, 𝑤, 𝜀) + 𝜀𝑗
𝜕𝐹 (0, 𝑤, 𝜀)

𝜕𝑤
+

+((𝜇𝑟 + 𝜆)𝑒𝑗𝜀𝑤 − (1− 𝑠)κ1)𝐹 (1, 𝑤, 𝜀) + 𝑗𝜀(1− 𝑠)𝜕𝐹 (1, 𝑤, 𝜀)
𝜕𝑤

= 0.
(15)

Пусть
𝐹 (𝑘,𝑤, 𝜀) = Φ(𝑤) (𝑅𝑘 + 𝑗𝜀𝑤𝑓𝑘) +𝑂(𝜀2).

Подставляем в уравнения (14)-(2), получаем при 𝜀→ 0:⎧⎨⎩ 𝑗𝑤Φ(𝑤)[−(𝜆+ κ1)𝑓0 + 𝜇𝑟𝑅1 + 𝜇𝑓1] + 𝑗Φ′(𝑤)𝑅0 = 0,
𝑗𝑤Φ(𝑤)[−𝜇𝑓1 + (𝜆− (1− 𝑠)κ1)𝑅1+
+(𝜆+ κ1)𝑓0 − κ1𝑅0]− 𝑗Φ′(𝑤)𝑅0 = 0.

(16)
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Нетрудно заметить, что функция Φ(𝑤) имеет вид: Φ(𝑤) = exp
{︁

(𝑗𝑤)2

2κ2

}︁
,

где 𝑓𝑘 и κ2 определяются системой:⎧⎨⎩ [−(𝜆+ κ1)𝑓0 + 𝜇𝑟𝑅1 + 𝜇𝑓1]−𝑅0κ2 = 0,
−𝜇𝑓1 + (𝜆− (1− 𝑠)κ1)𝑅1 + (𝜆+ κ1)𝑓0 − κ1𝑅0 + κ2𝑅0 = 0,
𝜇𝑟𝑅1 − (𝜆+ (1− 𝑠)κ1)𝑅1 − κ1𝑅0 = 0.

(17)

Откуда

κ2 =
−κ1𝑓0 + (𝜇𝑟 + 𝜆)𝑓1 + (𝜇𝑟 + 𝜆)𝑅1 − (1− 𝑠)κ1𝑓1

𝑅1(1− 𝑠) +𝑅0
. (18)

Возвращаясь к замене, 𝐻2(𝑢) = exp

{︂
(𝑗𝑢)2κ2

2𝜎

}︂
.

Таким образом, было доказано, что асимптотическая характеристи-
ческая функция числа заявок на орбите имеет форму характеристиче-
ской функции гауссовского распределения:

𝐻(𝑢) = 𝐻1(𝑢)𝐻2(𝑢) = exp

{︂
𝑗𝑢

κ1

𝜎
+

(𝑗𝑢)2κ2

2𝜎

}︂
. (19)

Заключение

В статье рассмотрена RQ-система M/M/1 c 𝑠-настойчивыми заявка-
ми и отложенной обратной связью. Проведен асимптотический анализ
системы в условии большой задержки заявок на орбите (𝜎 −→ 0). В ре-
зультате доказано, что асимптотическая характеристическая функция
числа заявок на орбите имеет вид гауссовского распределения с найден-
ными формулами для асимптотического математического ожидания и
дисперсии ((10) и (18)).
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Системы поллинга являются важной темой для изучения в обла-
сти теории массового обслуживания, поскольку они широко ис-
пользуются для моделирования работы современных сетей и си-
стем беспроводной широкополосной связи. В данной работе рас-
сматривается модель поллингового обслуживания с двумя оче-
редями и пуассоновскими входящими потоками 2-го типа, для
которой были получены аналитические выражения для времен-
ных характеристик системы. К ним относятся преобразования
Лапласа-Стилтьеса, средние и дисперсии времён пребывания за-
явок в системе для произвольных распределений времён обслу-
живания. Кроме того, представлены функции распределения, а
также начальные и центральные моменты любого порядка для
времён пребывания заявок в системе с экспоненциальными вре-
менами обслуживания. Ключевые слова: поллинг, система
массового обслуживания, временные характеристики.

Введение

Системы поллинга широко исследуются как в русскоязычной [1, 2,
3], так и в англоязычной [4, 5] литературе. Далее рассмотрим отличи-
тельные признаки поллинговых моделей, непосредственно касающиеся
предлагаемой модели.

Во-первых, поллинговые системы могут работать как в дискретном
времени, когда время делится на равные промежутки времени (назы-
ваемые тактами дискретизации), так и в непрерывном времени.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-19-
00804, https://rscf.ru/project/24-19-00804/.
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Во-вторых, если случайные процессы, характеризующие работу си-
стемы (поступление и обслуживание заявок и длительности переключе-
ния прибора между очередями), стохастически эквивалентны для всех
очередей, то такая система называется симметричной [6]. В других слу-
чаях система называется несимметричной.

Также, если времена переключения прибора между очередями рав-
ны нулю, то мы говорим о мгновенном переключении сервера между
очередями, в противном случае — не мгновенном переключении.

Циклический порядок обслуживания очередей, когда каждая оче-
редь в рамках цикла обслуживается один раз, является одним из наибо-
лее часто встречающихся порядков обслуживания в системах поллинга.

Если прибор во всех очередях обслуживает только поступившие
на момент начала цикла заявки, то такая дисциплина называется
глобально-шлюзовой. В случае если очередь обслуживается до тех пор,
пока она полностью не опустеет, то дисциплина назывыется исчерпы-
вающей. В работах [7, 8] были определены средние времена ожидания
обслуживания для шлюзовой и исчерпывающей дисциплин.

Схема предлагаемой в данной работе модели представлена на Рис. 1,
а её особенности описаны в таблице 1.

Рис. 1. Поллинговая модель 𝑀2|𝑀2|1 с двумя очередями и входящими пото-
ками 2-го рода

Так как в предлагаемой модели очереди заполняются непостоянно,
то имеем входящий пуассоновский поток 2-го рода [9]. Тогда, если Ω —
множество состояний поступления заявок, а 𝜁 отображает текущее со-
стояние системы, то параметр 𝜆 пуассоновского потока зависит от со-
стояния системы и выражается как

𝜆(𝜁) =

{︃
𝜆, 𝜁 ∈ Ω,

0, 𝜁 /∈ Ω.
(1)
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Учитывая данную особенность имеем сочетание глобально-шлюзовой
и исчерпывающей дисциплин обслуживания, которое назовём глобально-
исчерпывающей дисциплиной.

Таблица 1
Особенности модели𝑀2|𝐺𝐼2|1 с двумя очередями и входящими потоками 2-го
рода
Порядок обслуживания Циклический
Стохастическая эквивалентность ха-
рактеризующих систему СП

Несимметричная

Дисциплина обслуживания очереди(ей) Глобально-исчерпывающая
Функционирование во времени Непрерывное
Время переключения между очередями Нулевое время переключения внутри

цикла и ненулевое время переключе-
ния между циклами (𝑠1 = 𝑠0, 𝑠2 = 0)

Входящие пуассоновские потоки 2-го рода
Дисциплина обслуживания заявок First Come First Served (FCFS)

1. Математическая модель

Поллинговая модель, описываемая таблицей 1 в предыдущем разде-
ле, была построена в работе [10] применительно к функционированию
граничного узла сети интегрированного доступа и транзита (IAB), для
которой были найдены вероятностные характеристики.

В данной системе случайные величины (СВ) 𝑏𝑖𝑗 — времена обслужи-
вания 𝑗-й заявки (так как накопители бесконечные, то 𝑗 = 0, 1, 2, . . . ) в 𝑖-
й очереди (то есть из 𝑖-го входящего потока, 𝑖 = 1, 2), где 𝑏𝑖𝑗 независимы
и одинаково распределены (𝑏𝑖) с функциями распределения (ФР) 𝐵𝑖(𝑡),

𝑡 ≥ 0. Также 𝑏
(𝑛)
𝑖 = E (𝑏𝑛𝑖 ) — начальный момент порядка 𝑛 (𝑛 ≥ 1) вре-

мени обслуживания заявки в очереди 𝑄𝑖, а 𝑏
(1)
𝑖 = 𝑏𝑖 = E (𝑏𝑖) — среднее

время обслуживания заявки в очереди 𝑄𝑖. Аналогично преобразование
Лапласа-Стилтьеса (ПЛС) СВ 𝑏𝑖 обозначим как ̃︁𝐵𝑖(𝑤).

Для нахождения временных характеристик системы и ФР времён
пребывания заявки в системе (от момента начала обслуживания первой
очереди до ухода заявки из системы) введём ряд новых обозначений:

— 𝜃𝑖 — СВ, равная времени пребывания заявки в очереди 𝑄𝑖 без учёта
времени, затраченного с начала цикла обслуживания на обслужива-
ние очередей до 𝑄𝑖, имеющая ФР Θ𝑖(𝑡) с начальным моментом 𝑛-го

порядка 𝜃
(𝑛)
𝑖 , средним 𝜃𝑖 = 𝜃

(1)
𝑖 и ПЛС ̃︁Θ𝑖(𝑤)

— 𝑣𝑖 — СВ, равная времени пребывания заявки в системе, учитывая
время пребывания до начала обслуживания очереди 𝑄𝑖, имеющая

ФР 𝑉𝑖(𝑡) с начальным моментом 𝑛-го порядка 𝑣
(𝑛)
𝑖 , средним 𝑣𝑖 = 𝑣

(1)
𝑖

и ПЛС ̃︀𝑉𝑖(𝑤). Заметим, что 𝑣𝑖 =
𝑖∑︀

𝑗=1

𝜃𝑗 = 𝑣𝑖−1 + 𝜃𝑖, в частности,
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𝑣1 = 𝜃1, 𝑣2 = 𝑣1 + 𝜃2 = 𝜃1 + 𝜃2, 𝑣3 = 𝑣2 + 𝜃3 = 𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3, . . . . Данные
обозначения проиллюстрированы на Рис. 2.

- Момент поступления i-й заявки из 1-го потока
- Момент поступления j-й заявки из 2-го потока

- Момент ухода i-й заявки из 1-го потока из системы

- Момент ухода j-й заявки из 2-го потока из системы

Рис. 2. Пример траектории СП поступления и окончания обслуживания за-
явок для системы 𝑀2|𝐺𝐼2|1 с входящими потоками 2-го рода

Сформулируем далее следующую теорему.

Теорема 1. Для системы поллингового обслуживания 𝑀2|𝐺𝐼2|1 с
входящими потоками 2-го рода и временем переключения 𝑠0, распреде-
лённым согласно экспоненциальному закону 𝑆(𝑡) = 1−𝑒−𝑠𝑡, 𝑡 ≥ 0, время
пребывания 𝑣𝑖 заявки в системе, пришедшей в 𝑖-м потоке, 𝑖 = 1, 2, имеет
ПЛС, среднее и дисперсию, представленные в следующей форме:

̃︁𝑉1(𝑤) =
𝑠

𝑠+ 𝜆1(1− ̃︁𝐵1(𝑤))
,̃︁𝑉2(𝑤) =

𝑠2

(𝑠+ 𝜆1(1− ̃︁𝐵1(𝑤)))(𝑠+ 𝜆2(1− ̃︁𝐵2(𝑤)))
,

(2)

𝑣1 = 𝑣
(1)
1 =

𝜆1𝑏1
𝑠

, 𝑣2 = 𝑣
(1)
2 =

𝜆1𝑏1 + 𝜆2𝑏2
𝑠

, (3)

Var (𝑣𝑖) =
1

𝑠2

𝑖∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗(𝑠𝑏
(2)
𝑗 + 𝜆𝑗𝑏𝑗

2
), 𝑖 = 1, 2. (4)

В случае если времена обслуживания имеют экспоненциальное рас-
пределение с параметрами 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, 2, то есть 𝑏𝑖 ∼ Exp(𝜇𝑖) и 𝐵𝑖(𝑡) =
1− 𝑒𝜇𝑖𝑡, 𝑡 ≥ 0, то мы получим дополнительные к теореме 1 результаты.

Теорема 2. Для системы поллингового обслуживания 𝑀2|𝑀2|1 с
входящими потоками 2-го рода и временем переключения 𝑠0, распреде-
лённым согласно экспоненциальному закону 𝑆(𝑡) = 1−𝑒−𝑠𝑡, 𝑡 ≥ 0, время
пребывания 𝑣𝑖 заявки в системе, пришедшей в 𝑖-м потоке, 𝑖 = 1, 2, име-

ет ПЛС ̃︀𝑉𝑖(𝑤), начальные 𝑣(𝑛)𝑖 и центральные
∘
𝑣𝑖
(𝑛) моменты порядка 𝑛
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(𝑛 ∈ N) и ФР 𝑉𝑖(𝑡), представленные в следующей форме:

̃︁𝑉1(𝑤) = 𝑠(𝑤 + 𝜇1)

𝑤(𝜆1 + 𝑠) + 𝜇1𝑠
,̃︁𝑉2(𝑤) = 𝑠2

2∏︁
𝑗=1

𝑤 + 𝜇𝑗

𝑤(𝜆𝑗 + 𝑠) + 𝜇𝑗𝑠
, (5)

𝑣
(𝑛)
1 =

(𝜆1 + 𝑢(1− 𝑛)𝑠)𝑛!
𝜆1 + 𝑠

(︂
𝜆1 + 𝑠

𝜇1𝑠

)︂𝑛

, 𝑛 ∈ N0, 𝑢(𝑥) =

{︃
1, 𝑥 > 0

0, 𝑥 ⩽ 0,
(6)

𝑣
(𝑛)
2 =

𝑛!

𝑠𝑛

𝑛∑︁
𝑚1=0

𝑖∏︁
𝑗=1

𝜆𝑗 + 𝑢(1−𝑚𝑗)𝑠

𝜆𝑗 + 𝑠

(︂
𝜆𝑗 + 𝑠

𝜇𝑗

)︂𝑚𝑗

, 𝑚2 = 𝑛−𝑚1, (7)

∘
𝑣𝑖
(𝑛) =

𝑛!

𝑠𝑛

𝑛∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚 ·

⎛⎝ 𝑚∑︁
𝑟1=0

· · ·
𝑚−𝑟1−···−𝑟𝑖−2∑︁

𝑟𝑖−1=0

𝑖∏︁
𝑗=1

𝜌
𝑟𝑗
𝑗

(𝑟𝑗)!

⎞⎠ ·
·

⎛⎝𝑛−𝑚∑︁
𝑚1=0

𝑖∏︁
𝑗=1

𝜆𝑗 + 𝑢(1−𝑚𝑗)𝑠

𝜆𝑗 + 𝑠

(︂
𝜆𝑗 + 𝑠

𝜇𝑗

)︂𝑚𝑗

⎞⎠ , 𝜌𝑗 =
𝜆𝑗
𝜇𝑗
,

𝑉1(𝑡) = 1− Λ1𝑒
−𝑐1𝑡, 𝑉2(𝑡) = 1− 𝛾1𝑒−𝑐1𝑡 − 𝛾2𝑒−𝑐2𝑡, 𝑡 ≥ 0, (8)

где

Λ𝑖 =
𝜆𝑖

𝜆𝑖 + 𝑠
, 𝑐𝑖 =

𝜇𝑖𝑠

𝜆𝑖 + 𝑠
, (9)

𝛾1 = Λ1
𝜇2(𝜆1 + 𝑠)− 𝜇1𝑠

𝜇2(𝜆1 + 𝑠)− 𝜇1(𝜆2 + 𝑠)
, 𝛾2 = Λ2

𝜇1(𝜆2 + 𝑠)− 𝜇2𝑠

𝜇1(𝜆2 + 𝑠)− 𝜇2(𝜆1 + 𝑠)
. (10)

Заключение

В результате работы описаны особенности модели поллингового об-
служивания с двумя очередями и пуассоновскими входящими потока-
ми 2-го рода, функционирующей в непрерывном времени. Выведены
формулы временных характеристик системы, включая аналитические
выражения для ПЛС, средних и дисперсий времён пребывания заявок
в системе при произвольных распределениях времён обслуживания, а
также ФР, начальные и центральные моменты любого порядка при экс-
поненциальных распределениях времён обслуживания.

Разработка и изучение модели обусловлены растущим спросом на
эффективные системы обслуживания в телекоммуникациях, обществен-
ном транспорте и бизнес-процессах. Результаты могут быть использова-
ны для оценки и анализа эффективности телекоммуникационных сетей,
что позволит оптимизировать их и повысить качество обслуживания
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клиентов. В будущем планируется расширение модели на произвольное
число очередей и учёт дополнительных факторов, таких как случайный
порядок обслуживания.
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АНАЛИЗ G-СЕТИ С КОНТРОЛЬНЫМИ И
КАРАНТИННЫМИ ОЧЕРЕДЯМИ И

НЕТЕРПЕЛИВЫМИ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ И
ОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ЗАЯВКАМИ

Д.Я. Копать

Гродненский государственный университет имени Янки Купалы, г. Гродно,

Республика Беларусь

Объектом исследования в статье является G-сеть, состоящая из
карантинных, контрольных, обслуживающих очередей в систе-
мах с нетерпеливыми положительными и отрицательными заяв-
ками. Положительные заявки имеют случайное время ожидания
в двух очередях (кроме карантина), по истечении которого пе-
реходят в контрольную очередь другой системы (СМО). Отри-
цательные заявки по истечении случайного времени и уничто-
жения одной положительной заявки могут как покидать сеть,
так и перемещаться между системами сети. Данная G-сеть явля-
ется математической моделью компьютерной сети (КС), в каж-
дом устройстве которой установлено антивирусное программное
обеспечение (АПО), с возможностями распространения вирусов
между СМО сети и управлением нагрузкой в сети. Предполага-
ется, что с определённой вероятностью вирус может обмануть
АПО и причинить КС вред. Такое возможно до тех пор, пока
вирус не будет обнаружен АПО определённой СМО. С помо-
щью метода последовательных приближений, совмещенного с
методом рядов (МПП) найдены переходные вероятности состо-
яний данной сети. Ключевые слова: G-сеть, нетерпеливые
положительные и отрицательные заявки, системы с каран-
тинными и контрольными очередями, МПП, переходные веро-
ятности состояний.

Введение

В [1] была исследована G-сеть с нетерпеливыми отрицательными за-
явками в переходном режиме, а в стационарном – в [2]. Механизм нетер-
пеливых положительных заявок исследовался в [3]. В [4] данная сеть
исследовалась в стационарном режиме. Первая математическая модель
АПО с помощью СеМО с отрицательными заявками в переходном ре-
жиме была рассмотрена в [5]. В данной статье в каждой СМО сети
имеется контрольная очередь и очередь на обслуживание, но карантин-
ная очередь одна на всю сеть. В [6] предполагается наличие в каждой
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системе массового обслуживания (СМО) контрольной (КонО) и каран-
тинной очередей (КарО), первая из которых проверяет заявку на стан-
дартность и в случае успешного прохождения данной проверки заявка
попадает в очередь на обслуживание. Иначе она попадает в КарО и про-
ходит лечение. В случае его успешности она возвращается в ту же СМО
на обслуживание, иначе покидает СеМО. В случае если отрицательной
заявке удаётся обмануть АПО, она уничтожает одну положительную
заявку и может перемещаться между системами сети, пока не будет об-
наружена в КонО. Данная статья обобщает модели [1, 3, 6] в одну сеть.
Для решения системы РДУ будет применен МПП, впервые введённый
в рассмотрение в [7].

1. Описание сети

Рассмотрим G-сеть [1], состоящую из 𝑛 СМО. В СМО 𝑆𝑖 поступают
простейшие потоки положительных и отрицательных заявок с интен-
сивностями 𝜆+0𝑖, 𝜆

−
0𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, соответственно. Первоначально поступив-

шая в i-ю СМО заявка становится в КонО, где проверяется на стан-
дартность, причём время проверки имеет показательное распределение

(п.р.) с параметром 𝜇
(𝑣)
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛. Время ожидания положительной заяв-

кой начала обслуживания в очереди на обслуживание ограничено слу-
чайной величиной (СВ) с п.р. с параметром 𝜃𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, по истечении

которого в КонО с вероятностью 𝑞
(𝑣)
𝑖𝑗 она перемещается в КонО 𝑗−той

СМО 𝑗 = 1, 𝑛 или с вероятностью 𝑞
(𝑣)
𝑖0 = 1 −

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑞

(𝑣)
𝑖𝑗 покидает сеть.

Время активации отрицательной заявки в 𝑖-й СМО ограничено СВ с
п.р. с параметром 𝜇−𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛, по истечении которого в КонО с веро-

ятностью 𝑛
(𝑣)
𝑖𝑗 она перемещается в КонО 𝑗−той СМО 𝑗 = 1, 𝑛 или с

вероятностью 𝑛
(𝑣)
𝑖0 = 1 −

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑛

(𝑣)
𝑖𝑗 покидает сеть. После проверки на

стандартность в 𝑖-й СМО путь заявок следующий: для положительной
заявки с вероятностью 𝑝+𝑖 она признается таковой и поступит в очередь
на обслуживание в этой СМО, иначе будет признана отрицательной за-
явкой и отправится в КарО на лечение; для отрицательной заявки с ве-
роятностью 𝑝−𝑖 она признается таковой и переходит в КарО на лечение,
иначе она признается положительной заявкой и поступит в очередь на
обработку, где она уничтожает одну положительную заявку в непустой
системе после чего с вероятностью 𝑛𝑖0 покидает сеть или с вероятностью
𝑛𝑖𝑗 переходит в КонО 𝑗-й СМО,

∑︀𝑛
𝑗=0 𝑛𝑖𝑗 = 1,

∑︀𝑛
𝑗=0, 𝑖 = 1, 𝑛. В пустой

очереди на обслуживание отрицательная заявка не оказывает никакого
влияния на СМО. Пусть длительности обслуживания положительных
заявок в СМО имеют п.р. с параметром 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 по завершении ко-
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торого с вероятностью 𝑝+𝑖𝑗 переходит в КонО СМО как положительная

заявка, с вероятностью 𝑝−𝑖𝑗 – как отрицательная заявка и с вероятностью

𝑝𝑖0 = 1 −
∑︀𝑛

𝑗=1

(︀
𝑝+𝑖𝑗 + 𝑝−𝑖𝑗

)︀
покидает сеть, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛. После завершения

ожидания положительная заявка с вероятностью 𝑞+𝑖𝑗 она переходит в

КонО 𝑗-той СМО как положительная заявка, с вероятностью 𝑞−𝑖𝑗 – как

отрицательная заявка или с вероятностью 𝑞𝑖0 = 1 −
∑︀𝑛

𝑖=1(𝑞
+
𝑖𝑗 + 𝑞−𝑖𝑗) по-

кидает сеть. Пусть 𝜃
(𝑠𝑣)
𝑖 – интенсивность досрочного выхода заявки из

очереди на обслуживание, если она прибыла из КонО 𝑖-й СМО. Тогда
она удовлетворяет следующей системе уравнений:

𝜃
(𝑠𝑣)
𝑖

−1
= 𝜃−1𝑖 −(𝜆

+
0𝑖+𝜆

−
0𝑖−𝜇

(𝑣)
𝑖 +

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗(𝑝
+
𝑗𝑖+𝑝

−
𝑗𝑖)−

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜃
(𝑠𝑣)
𝑗 (𝑞+𝑗𝑖+𝑞

−
𝑗𝑖))(𝜇

(𝑣)
𝑖 )−1.

В КарО заявки, признанные нестандартными, становятся в очередь
на лечение. Предположим, что длительность лечения заявки в 𝑖-м узле

имеет п.р. с параметром 𝜇
(𝑐)
𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛. Лечение успешное с вероятностью

𝑝
(𝑠)
𝑖 , и заявка переходит в очередь на обслуживание в i-й СМО, иначе
зараженная заявка оказывается вирусом и покидает сеть. При описа-
нии КарО мы предполагаем, что вирус не может обмануть его при его
лечении, и заявка не может покинуть КарО. В случае перехода заявки
в очередь на обслуживание его время ожидания в очереди уменьшается

на величину (𝜇
(𝑣)
𝑖 𝑡(𝑝−𝑖 + 1 − 𝑝+𝑖 − 𝜇

(𝑐)
𝑖 ))(𝜇

(𝑐)
𝑖 )−1. Пусть 1/𝜃

(𝑣)
𝑖 – среднее

время ожидания начала обслуживания положительной заявкой в оче-
реди на обслуживание. Его можно выразить следющим образом: 𝜃−1𝑖 -

𝜃
(𝑠𝑣)
𝑖

−1
𝑝+𝑖 + ((1− 𝑝+𝑖 )𝜇

(𝑣)
𝑖 𝑡(𝑝−𝑖 + 1− 𝑝+𝑖 − 𝜇

(𝑐)
𝑖 ))(𝜇

(𝑐)
𝑖 )−1.

Состояние сети описывается вектором:

(
−→
𝑘 ,
−→
𝑙 , 𝑡) = (

−→
𝑘1 ,
−→
𝑘2 , . . .

−→
𝑘𝑛,
−→
𝑙1 ,
−→
𝑙2 , . . .

−→
𝑙𝑛 , 𝑡), (1)

где (
−→
𝑘𝑖 ,
−→
𝑙𝑖 , 𝑡) = (𝑘

(𝑝)
𝑖 , 𝑘

(𝑠)
𝑖 , 𝑙

(𝑛)
𝑖 , 𝑙

(𝑠)
𝑖 , 𝑙

(𝑐)
𝑖 , 𝑡); 𝑘

(𝑝)
𝑖 и 𝑙

(𝑛)
𝑖 – число положитель-

ных и отрицательных заявок, соответственно, находящихся в КонО 𝑖-й

СМО; 𝑙
(𝑠)
𝑖 – количество отрицательных заявок в очереди на обслужива-

ние 𝑖–й СМО; 𝑘
(𝑠)
𝑖 – количество положительных заявок на обслужива-

нии в 𝑖–й СМО; 𝑙
(𝑐)
𝑖 , – количество заявок на КарО в 𝑖–й СМО.Пусть за-

явки выбираются на проверку на стандартность из очереди случайным
образом. Как в [3] положим, что вероятность проверки в КонО положи-

тельной заявки равна 𝑞+𝑖 = (𝜆+0𝑖 +
∑︀𝑛

𝑗=1 𝜇𝑗𝑝
+
𝑗𝑖)(𝜆

+
0𝑖 + 𝜆

(1)
0𝑖 +

∑︀𝑛
𝑗=1 𝜇𝑗(𝑝

+
𝑗𝑖 +

𝑝−𝑗𝑖))
−1.
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2. РДУ Колмогорова для переходных вероятностей состояний

Пусть ̃︀𝐼𝑖 – нулевой вектор размерности 2n, кроме компоненты с номе-
ром 𝑖 равной 1, 𝐼𝑖 – нулевой вектор размерности 3n, кроме компоненты с
номером 𝑖, равной 1. 𝑢(𝑥) – функция Хевисайда. Возможны следующие

переходы нашей цепи Маркова в состояние (
−→
𝑘 ,
−→
𝑙 , 𝑡) за время ∆𝑡:

1) из состояния (
−→
𝑘 − ̃︀𝐼2𝑖−1,

−→
𝑙 , 𝑡+Δ𝑡) с вероятностью 𝜆+

0𝑖𝑢(𝑘
(𝑝)
𝑖 )Δ𝑡+ 𝑜(Δ)

в КонО 𝑖-й СМО извне поступит положительная заявка;

2) из состояния (
−→
𝑘 ,

−→
𝑙 − 𝐼3𝑖−2, 𝑡+Δ𝑡) с вероятностью 𝜆−

0𝑖𝑢(𝑙
(𝑛)
𝑖 )Δ𝑡+ 𝑜(Δ)

в КонО 𝑖-й СМО извне за время поступит отрицательная заявка;

3) из состояния (
−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖−1 − ̃︀𝐼2𝑖,−→𝑙 , 𝑡) с вероятностью 𝜇

(𝑣)
𝑖 𝑞+𝑖 𝑝

+
𝑖 𝑢(𝑘

(𝑠)
𝑖 )Δ𝑡+

𝑜(Δ𝑡) положительная заявка после проверки на стандартность в 𝑖-й СМО
будет признана таковой и перейдет в очередь для обслуживания;

4) из состояния (
−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖−1 − ̃︀𝐼2𝑗−1,

−→
𝑙 , 𝑡) с вероятностью 𝜃

(𝑣)
𝑖 𝑞

(𝑣)
𝑖𝑗 Δ𝑡+ 𝑜(Δ𝑡)

время ожидания в КонО положительной заявки заверешено и перейдет в
КонО 𝑗-той СМО;

5) из состояния (
−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖−1,

−→
𝑙 , 𝑡) с вероятностью 𝜃

(𝑣)
𝑖 𝑞

(𝑣)
𝑖0 Δ𝑡 + 𝑜(Δ𝑡) по

завершении ожидания в КонО положительной заявки, она покинет сеть;

6) из состояния (
−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖−1,

−→
𝑙 − 𝐼3𝑖, 𝑡) с вероятностью 𝜇

(𝑣)
𝑖 𝑞+𝑖 (1 −

𝑝+𝑖 )𝑢(𝑙
(𝑐)
𝑖 )Δ𝑡 + 𝑜(Δ𝑡) положительная заявка после некорректной проверки на

стандартность в 𝑖-й СМО перейдет в карантин для лечения;

7) из состояния (
−→
𝑘 ,

−→
𝑙 + 𝐼3𝑖−2 − ̃︀𝐼3𝑖, 𝑡) с вероятностью 𝜇

(𝑣)
𝑖

(︀
1− 𝑞+𝑖

)︀
𝑝−𝑖 Δ𝑡+

𝑜(Δ𝑡) отрицательная заявка после проверки на стандартность в 𝑖-й СМО бу-
дет признана таковой и перейдет в карантин для лечения;

8) из состояния (
−→
𝑘 ,

−→
𝑙 + 𝐼3𝑖−2 − 𝐼3𝑖−1, 𝑡) с вероятностью 𝜇

(𝑣)
𝑖

(︀
1− 𝑞+𝑖

)︀
(1−

𝑝−𝑖 )𝑢(𝑘
(𝑠)
𝑖 )Δ𝑡 + 𝑜(Δ𝑡) отрицательная заявка после некорректной проверки на

стандартность в 𝑖-той СМО перейдет в очередь на обслуживание;

9) из состояния (
−→
𝑘 ,

−→
𝑙 + 𝐼3𝑖−2 − 𝐼3𝑗−2, 𝑡) с вероятностью 𝜇−

𝑖 𝑛
(𝑣)
𝑖𝑗 Δ𝑡+ 𝑜(Δ𝑡)

после ожидания в КонО отрицательной заявки в 𝑖-й СМО она перейдет в
КонО 𝑗-той СМО;

10) из состояния (
−→
𝑘 ,

−→
𝑙 + 𝐼3𝑖−2, 𝑡) с вероятностью 𝜇−

𝑖 𝑛
(𝑣)
𝑖0 Δ𝑡+ 𝑜(Δ𝑡) ожи-

дание в КонО отрицательной заявки завершено и она покинет сеть;

11) из состояния (
−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖,−→𝑙 + 𝐼3𝑖−1, 𝑡) с вероятностью (𝜇−

𝑖 − 𝜃
(𝑣)
𝑖 )𝑛𝑖0Δ𝑡+

𝑜(Δ𝑡) отрицательная заявка активируется в 𝑖-той СМО удалит одну положи-
тельную заявку, покидая сеть;

12) из состояния (
−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖,−→𝑙 + 𝐼3𝑖−1 − 𝐼3𝑗−2, 𝑡) с вероятностью (𝜇−

𝑖 −
𝜃
(𝑣)
𝑖 )𝑛𝑖𝑗Δ𝑡 + 𝑜(Δ𝑡) отрицательная заявка активируется в 𝑖-той СМО и уда-
лит положительную заявку, перейдя в КонО 𝑗-той СМО;

13) из состояния (
−→
𝑘 ,

−→
𝑙 + 𝐼3𝑖−1, 𝑡) с вероятностью (𝜇−

𝑖 − 𝜃
(𝑣)
𝑖 )(1 −

𝑢(𝑘𝑖))𝑛𝑖0Δ𝑡+ 𝑜(Δ𝑡) отрицательная заявка активируется в пустой 𝑖-той СМО
и покинет сеть;
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14) из состояния (
−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖,−→𝑙 + 𝐼3𝑖−1 − 𝐼3𝑗−2, 𝑡) с вероятностью (𝜇−

𝑖 −
𝜃
(𝑣)
𝑖 )𝑛𝑖𝑗Δ𝑡 + 𝑜(Δ𝑡) отрицательная заявка активируется в пустой 𝑖-той СМО
и перейдет в КонО 𝑗-той СМО;

15) из состояния (
−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖,−→𝑙 , 𝑡) с вероятностью (𝜇𝑖𝑝𝑖0 + 𝜃

(𝑣)
𝑖 𝑞𝑖0)Δ𝑡+ 𝑜(Δ𝑡)

после обслуживания или ожидания заявки в 𝑖-й СМО она покидает сеть;

16) из состояния (
−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖 − ̃︀𝐼2𝑗−1,

−→
𝑙 , 𝑡) с вероятностью (𝜇𝑖𝑝

+
𝑖𝑗 +

𝜃
(𝑣)
𝑖 𝑞+𝑖𝑗)𝑢

(︁
𝑘
(𝑝)
𝑗

)︁
Δ𝑡 + 𝑜(Δ𝑡) время обслуживания или ожидания заявки в 𝑖-й

СМО закончилось, и она направится в КонО 𝑗-й СМО снова как положи-
тельная заявка;

17) из состояния (
−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖,−→𝑙 − 𝐼3𝑗−2, 𝑡) с вероятностью (𝜇𝑖𝑝

−
𝑖𝑗 +

𝜃
(𝑣)
𝑖 𝑞−𝑖𝑗)𝑢(𝑙

(𝑛)
𝑗 )Δ𝑡 + 𝑜(Δ𝑡) время обслуживания или ожиадания заявки в 𝑖-й

СМО закончилось, и она направляется в КонО 𝑗-й СМО как отрицательная
заявка;

18) из состояния (
−→
𝑘 − ̃︀𝐼2𝑖,−→𝑙 + 𝐼3𝑖, 𝑡) с вероятностью 𝜇

(𝑐)
𝑖 𝑝

(𝑠)
𝑖 𝑢

(︁
𝑘
(𝑠)
𝑖

)︁
Δ𝑡+

𝑜(Δ𝑡) КарО 𝑖-й СМО удастся вылечить зараженную отрицательную заявку,
и она отправляется в очередь на обслуживание в 𝑖-ю СМО;

19) из состояния (
−→
𝑘 ,

−→
𝑙 + 𝐼3𝑖, 𝑡) с вероятностью 𝜇

(𝑐)
𝑖 (1 − 𝑝

(𝑠)
𝑖 )Δ𝑡 + 𝑜(Δ𝑡)

КарО не удастся вылечить отрицательную заявку и она покидает сеть;

20) из состояния (
−→
𝑘 ,

−→
𝑙 , 𝑡) с вероятностью 1−

∑︀𝑛
𝑖=1[𝜆

+
0𝑖𝑢(𝑘

(𝑝)
𝑖 )+𝜆−

0𝑖𝑢(𝑙
(𝑛)
𝑖 )+

(𝜇
(𝑣)
𝑖 + 𝜇

(𝑐)
𝑖 + 𝜃𝑖 + 𝜇𝑖 + 𝜇−

𝑖 )]Δ𝑡+ 𝑜(Δ𝑡) состояние сети не изменится.
Можно показать, что нестационарные вероятности состояний удовлетво-

ряют следующим РДУ:

𝑑𝑃 (
−→
𝑘 ,

−→
𝑙 , 𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝑛∑︁
𝑖=1

[︁
𝜆+
0𝑖𝑢(𝑘

(𝑝)
𝑖 ) + 𝜆−

0𝑖𝑢(𝑙
(𝑛)
𝑖 )+

+(𝜇
(𝑣)
𝑖 + 𝜇

(𝑐)
𝑖 + 𝜃𝑖 + 𝜇𝑖 + 𝜇−

𝑖 )
]︁
𝑃 (

−→
𝑘 ,

−→
𝑙 , 𝑡)+

+

𝑛∑︁
𝑖=1

{︁
𝜆+
0𝑖𝑢
(︁
𝑘
(𝑝)
𝑖

)︁
𝑃 (

−→
𝑘 − ̃︀𝐼2𝑖−1,

−→
𝑙 , 𝑡) + 𝜆−

0𝑖𝑢
(︁
𝑙
(𝑛)
𝑖

)︁
𝑃
(︁−→
𝑘 ,

−→
𝑙 − 𝐼3𝑖−2, 𝑡

)︁
+

+𝜇
(𝑣)
𝑖

[︁
𝑞+𝑖

(︁
𝑝+𝑖 𝑢(𝑘

(𝑠)
𝑖 )𝑃 (

−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖−1 − ̃︀𝐼2𝑖,−→𝑙 , 𝑡)+

+
(︀
1− 𝑝+𝑖

)︀
𝑢(𝑙

(𝑐)
𝑖 )𝑃 (

−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖−1,

−→
𝑙 − 𝐼3𝑖, 𝑡)

)︁
+

+
(︀
1− 𝑞+𝑖

)︀
𝑝−𝑖 𝑢(𝑙

(𝑐)
𝑖 )𝑃

(︁−→
𝑘 ,

−→
𝑙 + 𝐼3𝑖−2 − 𝐼3𝑖, 𝑡

)︁ ]︁
+

+(𝜇−
𝑖 − 𝜃

(𝑣)
𝑖 )(1− 𝑢(𝑘

(𝑠)
𝑖 ))𝑛𝑖0𝑃 (

−→
𝑘 ,

−→
𝑙 + 𝐼3𝑖−1, 𝑡)

}︁
+

+𝜇
(𝑣)
𝑖 (1− 𝑞+𝑖 )(1− 𝑝−𝑖 )𝑢(𝑘

(𝑠)
𝑖 )𝑃 (

−→
𝑘 ,

−→
𝑙 + 𝐼3𝑖−2 − 𝐼3𝑖−1, 𝑡)+

+𝜇
(𝑐)
𝑖

(︁
𝑝
(𝑠)
𝑖 𝑢(𝑘

(𝑠)
𝑖 )𝑃

(︁−→
𝑘 − ̃︀𝐼2𝑖,−→𝑙 + 𝐼3𝑖, 𝑡

)︁
+
(︁
1− 𝑝

(𝑠)
𝑖

)︁
𝑃
(︁−→
𝑘 ,

−→
𝑙 + 𝐼3𝑖, 𝑡

)︁)︁
+
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+𝜃
(𝑣)
𝑖 𝑞

(𝑣)
𝑖0 𝑃 (

−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖−1,

−→
𝑙 , 𝑡) + 𝜇−

𝑖 𝑛
(𝑣)
𝑖0 𝑃 (

−→
𝑘 ,

−→
𝑙 + 𝐼3𝑖−2, 𝑡)+

+(𝜇−
𝑖 − 𝜃

(𝑣)
𝑖 )𝑛𝑖0𝑢(𝑘

(𝑠)
𝑖 𝑃 (

−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖−1,

−→
𝑙 + 𝐼3𝑖−1, 𝑡)+

+(𝜇𝑖𝑝𝑖0 + 𝜃
(𝑣)
𝑖 𝑞𝑖0)𝑃 (

−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖,−→𝑙 , 𝑡)+

+

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

{︁
𝜃
(𝑣)
𝑖 𝑞

(𝑣)
𝑖𝑗 𝑃 (

−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖−1 − ̃︀𝐼2𝑗−1,

−→
𝑙 , 𝑡)+

+𝜇−
𝑖 𝑛

(𝑣)
𝑖𝑗 𝑃 (

−→
𝑘 ,

−→
𝑙 + 𝐼3𝑖−2 − 𝐼3𝑗−2, 𝑡)+

+(𝜇−
𝑖 − 𝜃

(𝑣)
𝑖 )𝑢(𝑘

(𝑠)
𝑖 )𝑛𝑖𝑗𝑃 (

−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖,−→𝑙 + 𝐼3𝑖−1 − 𝐼3𝑗−2, 𝑡)+

+(𝜇𝑖𝑝
+
𝑖𝑗 + 𝜃

(𝑣)
𝑖 𝑞+𝑖𝑗)𝑢

(︁
𝑘
(𝑝)
𝑗

)︁
𝑃 (

−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖 − ̃︀𝐼2𝑗−1,

−→
𝑙 , 𝑡)+

+(𝜇−
𝑖 − 𝜃

(𝑣)
𝑖 )𝑛𝑖𝑗(1− 𝑢(𝑘

(𝑠)
𝑖 ))𝑃 (

−→
𝑘 ,

−→
𝑙 + 𝐼3𝑖−1 − 𝐼3𝑗−2, 𝑡)+

+(𝜇𝑖𝑝
−
𝑖𝑗 + 𝜃

(𝑣)
𝑖 𝑞−𝑖𝑗)𝑢

(︁
𝑙
(𝑛)
𝑗

)︁
𝑃 (

−→
𝑘 + ̃︀𝐼2𝑖,−→𝑙 − 𝐼3𝑗−2, 𝑡)

}︁
. (2)

Система (2) является частным случаем системы РДУ:

𝑑𝑃 (
−→
𝑘*,

−→
𝑙 , 𝑡)

𝑑𝑡
= −Λ(

−→
𝑘*,

−→
𝑙 )𝑃 (

−→
𝑘*,

−→
𝑙 , 𝑡) +

3𝑛∑︁
𝛼,𝛽,𝛾,𝜃,𝜂=0

Φ𝑖*𝑗*𝛼𝛽𝛾𝜃𝜂(
−→
𝑘*,

−→
𝑙 )×

×𝑃 (
−→
𝑘*+ ̃︀𝐼𝛼 + ̃︀𝐼𝛽 − ̃︀𝐼𝛾 ,−→𝑙 + ̃︀𝐼𝜂 − ̃︀𝐼𝜃, 𝑡), (3)

если
−→
𝑘* = (k, 0, ..., 0𝑛), 𝑛 нулей в конце.

Λ(
−→
𝑘*,

−→
𝑙 ) = −

𝑛∑︁
𝑖=1

[︁
𝜆+
0𝑖𝑢(𝑘

(𝑝)
𝑖 ) + 𝜆−

0𝑖𝑢(𝑙
(𝑛)
𝑖 ) +

(︁
𝜇
(𝑣)
𝑖 + 𝜇

(𝑐)
𝑖 + 𝜃𝑖 + 𝜇𝑖 + 𝜇−

𝑖

)︁]︁
,

Φ𝑖*𝑗*𝛼𝛽,𝛾,𝜃,𝜂(
−→
𝑘*,

−→
𝑙 ) = 𝜆+

0𝑖𝑢
(︁
𝑘
(𝑝)
𝑖

)︁
𝛿𝛾(2𝑖−1)𝛿𝜃𝜂𝛿𝛼0𝛿𝛽0+

+𝜆−
0𝑖𝑢
(︁
𝑙
(𝑛)
𝑖

)︁
𝛿𝜃(3𝑖−2)𝛿𝜂0𝛿𝛼𝛾𝛿𝛽0 + 𝜇

(𝑣)
𝑖

[︁
𝑞+𝑖 𝑝

+
𝑖 𝑢
(︁
𝑘
(𝑠)
𝑖

)︁
𝛿𝛼0𝛿𝛽(2𝑖−1)𝛿𝛾(2𝑖)𝛿𝜃𝜂+

+𝑞+𝑖
(︀
1− 𝑝+𝑖

)︀
𝑢
(︁
𝑙
(𝑐)
𝑖

)︁
𝛿𝛼(2𝑖−1)𝛿𝛽𝛾𝛿𝜂0𝛿𝜃(3𝑖)+

+
(︀
1− 𝑞+𝑖

)︀
𝑝−𝑖 𝑢

(︁
𝑙
(𝑐)
𝑖

)︁
𝛿𝛼0𝛿𝛽𝛾𝛿𝜂(3𝑖−2)𝛿𝜃(3𝑖)

]︁
+

+𝜇
(𝑐)
𝑖 𝛿𝛼0𝛿𝜂0𝛿𝜃(3𝑖)[𝑝

(𝑠)
𝑖 𝑢(𝑘

(𝑠)
𝑖 )𝛿𝛾(2𝑖)𝛿𝛽0+

+(1− 𝑝
(𝑠)
𝑖 )𝛿𝛽𝛾 ] + 𝜇

(𝑣)
𝑖

(︀
1− 𝑞+𝑖

)︀
(1− 𝑝−𝑖 )𝑢

(︁
𝑘
(𝑠)
𝑖

)︁
𝛿𝛼𝛾𝛿𝛽0𝛿𝜃(3𝑖−1)𝛿𝜂(3𝑖−2)+

+𝜃
(𝑣)
𝑖 𝑞

(𝑣)
𝑖0 𝛿𝛼(2𝑖−1)𝛿𝛽𝛾𝛿𝜃𝜂 + 𝜇−

𝑖 𝑛
(𝑣)
𝑖0 𝛿𝛼0𝛿𝛽𝛾𝛿𝜂(3𝑖−2)𝛿𝜃0+

+(𝜇−
𝑖 − 𝜃

(𝑣)
𝑖 )𝑛𝑖0𝑢(𝑘

(𝑠)
𝑖 )𝛿𝛼(2𝑖−1)𝛿𝛽𝛾𝛿𝜂(3𝑖−1)𝛿𝜃0 + (𝜇𝑖𝑝𝑖0 + 𝜃

(𝑣)
𝑖 𝑞𝑖0)𝛿𝛼(2𝑖)

𝛿𝛽𝛾𝛿𝜂𝜃+

+(𝜇−
𝑖 − 𝜃

(𝑣)
𝑖 )(1− 𝑢(𝑘

(𝑠)
𝑖 ))𝑛𝑖0𝛿𝛼0𝛿𝛽𝛾𝛿𝜂(3𝑖−1)𝛿𝜃0+

+𝜃
(𝑣)
𝑖 𝑞

(𝑣)
𝑖𝑗 𝛿𝛼(2𝑖−1)𝛿𝛾(2𝑗−1)𝛿𝛽0𝛿𝜂𝜃 + 𝜇−

𝑖 𝑛
(𝑣)
𝑖𝑗 𝛿𝛼0𝛿𝛾𝛽𝛿𝜂(3𝑖−2)𝛿𝜃(3𝑗−2)+
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+(𝜇−
𝑖 − 𝜃

(𝑣)
𝑖 )𝑢(𝑘

(𝑠)
𝑖 )𝑛𝑖𝑗𝛿𝛼(2𝑖)𝛿𝛾𝛽𝛿𝜂(3𝑖−1)𝛿𝜃(3𝑗−2) + (𝜇𝑖𝑝

+
𝑖𝑗 + 𝜃

(𝑣)
𝑖 𝑞+𝑖𝑗)𝑢

(︁
𝑘
(𝑝)
𝑗

)︁
×

×𝛿𝛼(2𝑖)𝛿𝛾(2𝑗−1)𝛿𝛽0𝛿𝜂𝜃 + (𝜇−
𝑖 − 𝜃

(𝑣)
𝑖 )𝑛𝑖𝑗(1− 𝑢(𝑘

(𝑠)
𝑖 ))𝛿𝛼0𝛿𝛾𝛽𝛿𝜂(3𝑖−1)𝛿𝜃(3𝑗−2)+

+(𝜇𝑖𝑝
−
𝑖𝑗 + 𝜃

(𝑣)
𝑖 𝑞−𝑖𝑗)𝑢(𝑙

(𝑛)
𝑗 )𝛿𝛼(2𝑖)𝛿𝛾𝛽𝛿𝜂0𝛿𝜃(3𝑗−2),

где 𝛿𝑖𝑗 – символ Кронекера.

Пусть 𝑃𝑞(
−→
𝑘 ,

−→
𝑙 , 𝑡) – приближение 𝑃 (

−→
𝑘 ,

−→
𝑙 , 𝑡) на 𝑞-ой итерации, и

𝑃𝑞+1(
−→
𝑘 ,

−→
𝑙 , 𝑡) – решение системы (2), полученное МПП. Каждое приближе-

ние представимо сходящимся рядом с бесконечным радиусом сходимости [8]:

𝑃𝑞(
−→
𝑘 ,

−→
𝑙 , 𝑡) =

∑︀∞
𝑙=0 𝑑

+−
𝑞𝑙 (

−→
𝑘 ,

−→
𝑙 )𝑡𝑙, c коэффициентами удовлетворяющими со-

отношениям [8]:

𝑑+−
𝑞+1𝑧(

−→
𝑘 ,

−→
𝑙 ) =

[−Λ(
−→
𝑘 ,

−→
𝑙 )]𝑧

𝑧!

(︃
𝑃 (

−→
𝑘 ,

−→
𝑙 , 0) +

𝑧−1∑︁
𝑢=0

(−1)𝑢+1𝑢!
𝐷+−

𝑞𝑢 (
−→
𝑘 ,

−→
𝑙 ))

[Λ(
−→
𝑘 ,

−→
𝑙 )]𝑢+1

)︃
,

𝑑+−
𝑞0 (

−→
𝑘 ,

−→
𝑙 ) = 𝑃 (

−→
𝑘 ,

−→
𝑙 , 0), 𝑑+−

0𝑧 (
−→
𝑘 ,

−→
𝑙 ) = 𝑃 (

−→
𝑘 ,

−→
𝑙 , 0)𝛿𝑧0, 𝑧 ≥ 0,

𝐷+−
𝑞𝑧 (

−→
𝑘 ,

−→
𝑙 ) =

3𝑛∑︁
𝛼,𝛽,𝛾,𝜃,𝜂=0

Φ𝛼𝛽𝛾𝜃𝜂(
−→
𝑘 ,

−→
𝑙 )𝑑+−

𝑞𝑧 (
−→
𝑘 + 𝐼𝛼 + ̃︀𝐼𝛽 − ̃︀𝐼𝛾 ,−→𝑙 + ̃︀𝐼𝜃 − 𝐼𝜂).

Нулевое приближение есть стационарное распределение вида

Λ(
−→
𝑘 ,
−→
𝑙 )𝑃 (

−→
𝑘 ,
−→
𝑙 ) =

=

3𝑛∑︁
𝛼,𝛽,𝛾,𝜃,𝜂=0

Φ𝛼𝛽𝛾𝜃𝜂(
−→
𝑘 ,
−→
𝑙 )𝑃 (

−→
𝑘 + ̃︀𝐼𝛼 + ̃︀𝐼𝛽 − ̃︀𝐼𝛾 ,−→𝑙 + ̃︀𝐼𝜂 − ̃︀𝐼𝜃).

Заключение

В статье предложена стохастическая модель КС с АПО c возмож-
ностью заявок переходить в более быстрые сервера без отклика, если
он осуществляется медленно. Получена система РДУ для вероятностей
состояний такой сети и решена с помощью МПП. Показано, что вероят-
ности состояний сети могут быть представлены в виде сходящихся сте-
пенных рядов. Данные результаты могут быть использованы для про-
гнозирования моментов пиковой нагрузки сети и необходимости её пере-
распределения, что позволит повысить пропускную способность АПО.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
МНОГОПОТОЧНОЙ НЕОДНОРОДНОЙ СМО В
УСЛОВИИ ПРЕДЕЛЬНО РЕДКИХ ИЗМЕНЕНИЙ
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Национальный исследовательский Томский государственный университет,

г. Томск, Россия

В работе рассматривается система массового обслуживания,
функционирующая в случайной среде. На вход системы по-
ступают два MMPP-потока разнотипных заявок, обслуживание
осуществляется в соответствии с типом заявки на двух бло-
ках, каждый из которых содержит неограниченное число при-
боров. Для рассматриваемой системы в условии предельно ред-
ких изменений состояний управляющей цепи Маркова получены
распределения вероятностей и вероятностные характеристики
числа заявок каждого типа. Проведен сравнительный анализ
точных характеристик и асимптотических. Ключевые сло-

ва: случайная среда, бесконечнолийнейная СМО, MMPP-поток,
асимптотический анализ, предельно редкие изменения состо-
яний цепи Маркова.

Введение

Интерес к исследованию бесконечнолинейных гетерогенных систем
массового обслуживания растет с распространением беспроводной пе-
редачи данных. Одной из важнейших задач при передаче данных яв-
ляется оптимизация, как с точки зрения пропускной способности, так
и требуемого трафика. Данным разных типов не требуется одинаковое
количество ресурса.

Для отражения адекватности реальных систем будем строить мате-
матическую модель, учитывая разные типы данных [1], а также измене-
ния во внешней среде, которые могут влиять на интенсивность поступ-
ления заявок, например, ремонт или отказ оборудования, природные
явления, сбои связи при передаче данных и другие. Системы массового

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-21-
00454, https://rscf.ru/project/24-21-00454/
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обслуживания, отображающие реальные процессы, связанные с возму-
щениями внешней среды, называют функционирующими в случайной
среде [2, 3, 4, 5, 6].

1. Постановка задачи и математическая модель

Рассмотрим математическую модель с потоком разнотипных заявок
и гетерогенным обслуживанием в виде СМО с двумя узлами, отлича-
ющимися характеристиками обслуживания, каждый из которых содер-
жит достаточное количество необходимых ресурсов. В данной работе
случайная среда влияет только на входящие потоки, поэтому можно
говорить, что на вход системы поступает два марковски модулиро-
ванных пуассоновских потока, управляемые одной цепью Маркова с
конечным числом состояний 𝑘(𝑡) = 1, . . . ,𝐾, заданной матрицей ин-
финитезимальных характеристик Q = ‖𝑞𝑖𝑗‖, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . ,𝐾, и диаго-
нальными матрицами условных интенсивностей Λ1 и Λ2 с элементами
𝜆1𝑘, 𝜆

2
𝑘 ≥ 0, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾, на главной диагонали.
Поступившие заявки обслуживаются в блоке 𝑖-ого типа в течение

случайного времени 𝜏𝑖, экспоненциально распределенного с параметром
𝜇𝑖, 𝑖 = 1, 2.

Введём трехмерный случайный процесс {𝑘(𝑡), 𝑖1(𝑡), 𝑖2(𝑡)}, характери-
зующий состояние управляющей цепи Маркова и число занятых прибо-
ров в соответствующих блоках.

Ставится задача исследования трехмерного марковского процесса,
для его стационарного распределения вероятностей

𝜋(𝑘, 𝑖1, 𝑖2) = 𝑃{𝑘(𝑡) = 𝑘, 𝑖1(𝑡) = 𝑖1, 𝑖2(𝑡) = 𝑖2}

запишем систему уравнений Колмогорова:

0 = −(𝜆1𝑘 + 𝜆2𝑘 + 𝑖1𝜇1 + 𝑖2𝜇2)𝜋(𝑘, 𝑖1, 𝑖2)+

+𝜆1𝑘𝜋(𝑘, 𝑖1 − 1, 𝑖2) + 𝜆2𝑘𝜋(𝑘, 𝑖1, 𝑖2 − 1) + (𝑖1 + 1)𝜇1𝜋(𝑘, 𝑖1 + 1, 𝑖2)+

+(𝑖2 + 1)𝜇2𝜋(𝑘, 𝑖1, 𝑖2 + 1) +
∑︁
𝜈

𝑞𝜈𝑘𝜋(𝜈, 𝑖1, 𝑖2).

(1)

Введем частичные характеристические функции трехмерного стаци-
онарного распределения 𝜋(𝑘, 𝑖1, 𝑖2) в виде:

𝐻(𝑘, 𝑢1, 𝑢2) =

∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

𝑒𝑗𝑢1𝑖1𝑒𝑗𝑢2𝑖2𝜋(𝑘, 𝑖1, 𝑖2),

где 𝑗 =
√
−1.
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Тогда (1) перепишем в виде дифференциальных уравнений для ча-
стичных характеристических функций 𝐻(𝑘, 𝑢1, 𝑢2):

𝑗𝜇1

(︀
𝑒−𝑗𝑢1 − 1

)︀ 𝜕𝐻(𝑘, 𝑢1, 𝑢2)

𝜕𝑢1
+ 𝑗𝜇2

(︀
𝑒−𝑗𝑢2 − 1

)︀ 𝜕𝐻(𝑘, 𝑢1, 𝑢2)

𝜕𝑢2
=

= {𝜆1𝑘(𝑒𝑗𝑢1 − 1) + 𝜆2𝑘(𝑒
𝑗𝑢2 − 1)}𝐻(𝑘, 𝑢1, 𝑢2) +

𝐾∑︁
𝜈=1

𝐻(𝜈, 𝑢1, 𝑢2)𝑞𝜈𝑘

(2)

с начальными условиями

𝐻(𝑘, 0, 0) = 𝑟(𝑘), 𝑘 = 1,𝐾.

Здесь r = [𝑟(1), . . . , 𝑟(𝐾)] — вектор стационарного распределения веро-
ятностей управляющей цепи Маркова, определяемый системой линей-
ных уравнений {︂

rQ = 0,
re = 1,

(3)

где e — единичный вектор-столбец размерности 𝐾 × 1.
Для получения выражений для вероятностных характеристик вос-

пользуемся свойствами характеристических функций. Тогда среднее
число занятых приборов каждого типа определяется по формуле:

𝑚
(𝑖)
1 (𝑘) =

𝑟(𝑘)𝜆𝑖𝑘
𝜇𝑖

, 𝑖 = 1, 2, (4)

а вторые начальные моменты

𝑚
(𝑖)
2 (𝑘) =

𝑚
(𝑖)
1 (𝑘)(𝜆𝑖𝑘 − 𝜇𝑖) + 𝑟(𝑘)𝜆𝑖𝑘

2𝜇𝑖
, 𝑖 = 1, 2. (5)

Тогда, используя (4) и (5), запишем корреляционный момент

𝑚12(𝑘) =
𝑚

(1)
1 (𝑘)𝜆2𝑘 +𝑚

(2)
1 (𝑘)𝜆1𝑘

𝜇1 + 𝜇2
. (6)

2. Асимптотический анализ

Будем искать решение (2) в асимптотическом условии предельно
редких изменений состояний случайной среды.

Обозначим 𝑇𝑘 = − 1
𝑞𝑘𝑘

, 𝑘 = 1, ...,𝐾 – среднее время пребывания
управляющего процесса в k-ом состоянии, тогда под условием предель-
но редких изменений состояний среды будем понимать

𝑞𝜈𝑘 = 𝜀𝑞*𝜈𝑘 (7)
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при 𝜀 → 0. Решение системы (2) с учетом (7) будем искать в виде
𝐻(𝑘, 𝑢1, 𝑢2) = 𝐹 (𝑘, 𝑢1, 𝑢2, 𝜀) c начальным условием

𝐹 (𝑘, 0, 0, 𝜀) = 𝐻(𝑘, 0, 0) = 𝑟(𝑘), (8)

запишем уравнения в новых обозначениях

𝑗𝜇1(𝑒
−𝑗𝑢1 − 1)

𝜕𝐹 (𝑘, 𝑢1, 𝑢2, 𝜀)

𝜕𝑢1
+ 𝑗𝜇2(𝑒

−𝑗𝑢2 − 1)
𝜕𝐹 (𝑘, 𝑢1, 𝑢2, 𝜀)

𝜕𝑢2
=

= {𝜆1𝑘(𝑒𝑗𝑢1 − 1) + 𝜆2𝑘(𝑒
𝑗𝑢2 − 1)}𝐹 (𝑘, 𝑢1, 𝑢2, 𝜀)+

+
∑︁
𝜈

𝜀𝑞*𝜈𝑘𝐹 (𝜈, 𝑢1, 𝑢2, 𝜀).

(9)

В условии 𝜀 → 0 в силу теоремы о непрерывной зависимо-
сти решения системы дифференциальных уравнений от параметра:
lim
𝜀→0

𝐹 (𝑘, 𝑢1, 𝑢2, 𝜀) = 𝐹1(𝑘, 𝑢1, 𝑢2), система уравнений (9) примет вид

𝑗𝜇1(𝑒
−𝑗𝑢1 − 1)

𝜕𝐹1(𝑘, 𝑢1, 𝑢2)

𝜕𝑢1
+ 𝑗𝜇2(𝑒

−𝑗𝑢2 − 1)
𝜕𝐹1(𝑘, 𝑢1, 𝑢2)

𝜕𝑢2
=

= {𝜆1𝑘(𝑒𝑗𝑢1 − 1) + 𝜆2𝑘(𝑒
𝑗𝑢2 − 1)}𝐹1(𝑘, 𝑢1, 𝑢2).

(10)

Для системы уравнений в частных производных (10) запишем соответ-
ствующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений:

𝜕𝑢1
𝑗𝜇1(𝑒−𝑗𝑢1 − 1)

=
𝜕𝑢2

𝑗𝜇2(𝑒−𝑗𝑢2 − 1)
=

=
𝜕𝐹1(𝑘, 𝑢1, 𝑢2)

{𝜆1𝑘(𝑒𝑗𝑢1 − 1) + 𝜆2𝑘(𝑒
𝑗𝑢2 − 1)}𝐹1(𝑘, 𝑢1, 𝑢2)

.

(11)

Решая (11), с учетом начальных условий (8) получаем

𝐻(𝑘, 𝑢1, 𝑢2) = 𝐹 (𝑘, 𝑢1, 𝑢2, 𝜀) ≈ 𝐹1(𝑘, 𝑢1, 𝑢2) =

= 𝑟(𝑘)𝑒𝑥𝑝

{︂
𝜆1𝑘(𝑒

𝑗𝑢1 − 1)

𝜇1
+
𝜆2𝑘(𝑒

𝑗𝑢2 − 1)

𝜇2

}︂
.

(12)

Просуммировав (12) по всем 𝑘 = 1, ...,𝐾, найдем характеристическую
функцию совместного распределения вероятностей числа заявок каж-
дого типа в системе, которая определяется формулой:

𝐻(𝑢1, 𝑢2) ≈
𝐾∑︁

𝑘=1

𝑟(𝑘)𝑒𝑥𝑝

{︂
𝜆1𝑘(𝑒

𝑗𝑢1 − 1)

𝜇1
+
𝜆2𝑘(𝑒

𝑗𝑢2 − 1)

𝜇2

}︂
. (13)
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3. Численный анализ

Для того, чтобы определить точность апроксимации (13), применяя
свойства характеристических функций, вычислим асимптотические ве-
роятностные характеристики числа заявок каждого типа.

Асимптотическое математическое ожидание:

𝑚
(𝑖)
1 𝑎𝑠 =

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑟(𝑘)
𝜆𝑖𝑘
𝜇𝑖
, 𝑖 = 1, 2. (14)

Асимптотический второй начальный момент:

𝑚
(𝑖)
2 𝑎𝑠 =

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑟(𝑘)

{︂
𝜆𝑖𝑘
𝜇𝑖

+
(︁𝜆𝑖𝑘
𝜇𝑖

)︁2}︂
, 𝑖 = 1, 2. (15)

Асимптотический корреляционный момент:

𝑚12𝑎𝑠 =

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑟(𝑘)
𝜆1𝑘
𝜇1

𝜆2𝑘
𝜇2
. (16)

Для численного примера рассмотрим систему с 𝐾 = 4 состояниями,
заданную параметрами 𝜇1 = 0, 1, 𝜇2 = 0, 2 и матрицами

Λ1 =

⎛⎜⎜⎝
4 0 0 0
0 3 0 0
0 0 8 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ ,Λ2 =

⎛⎜⎜⎝
10 0 0 0
0 1 0 0
0 0 3 0
0 0 0 13

⎞⎟⎟⎠ ,

Q =

⎛⎜⎜⎝
−4 1 2 1
0, 6 −2 0, 4 1
3 1 −9 5
2 0 8 −10

⎞⎟⎟⎠ .

Поскольку асимптотические и точные математические ожидания
определяются одинаковыми формулами, будем оценивать относитель-
ную погрешность сравнивая моменты второго порядка (5) и (15) по
формуле:

∆𝑖 =
|𝑚(𝑖)

2 −𝑚
(𝑖)
2 𝑎𝑠|

𝑚
(𝑖)
2

, 𝑖 = 1, 2. (17)

В таблице 2 представлены значения относительных погрешностей
между точным и апроксимационным значениями вторых начальных мо-
ментов.
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Из таблицы 1 видно, что при уменьшении 𝜀 значения относительной
погрешности для каждого типа заявок также уменьшаются. Следова-
тельно, значения момента второго порядка, полученные асимптотиче-
ским путем, стремятся к значениям, полученным аналитически. При
𝜀 ≤ 0, 005 относительная погрешность составляет менее 10%.

Таблица 1
Относительная погрешность аппроксимации

𝜀 = 0, 1 𝜀 = 0, 01 𝜀 = 0, 005
∆1 0,29 0,16 0,11
∆2 0,35 0,11 0,06

Заключение

В работе построена математическая модель бесконечнолинейной
многопоточной неоднородной СМО, функционирующей в случайной
среде. В асимптотическом условии предельно редких изменений состоя-
ний управляющей цепи Маркова получены выражения для вероятност-
ных характеристик, проведен численный анализ для сравнения точных
и асимптотических характеристик. Полученные результаты позволяют
решать задачи оптимизации передачи данных.
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В работе построена модель сети интегрированного доступа и
транзита в виде сети Джексона. Каждая базовая станция се-
ти представлена системой массового обслуживания типа М/-
М/1/inf, где обслуживание имеет физический смысл передачи
по исходящему звену. Для модели получены формулы преобра-
зования Лапласа-Стилтьеса и функции распределения пикового
возраста информации на абонентских устройствах. Для провер-
ки аналитических результатов и проведения численного анализа
на языке Python написана программа имитационного моделиро-
вания.Ключевые слова: возраст информации, сеть интегри-
рованного доступа и транзита, сети массового обслуживания,
имитационное моделирование.

Введение

Возраст информации, концепция которого начала развиваться в на-
учной литературе в начале 2010-х годов, является важным показателем
качества, характеризующим актуальность передаваемых данных [1].
Его величина определяет время, прошедшее с момента генерации дан-
ных до их получения и обработки. Этот показатель представляет ин-
терес в системах реального времени, например, в беспилотных транс-
портных аппаратах, сетях интернета вещей и многих других областях.
В настоящей работе исследуется возраст информации в сети интегри-
рованного доступа и транзита (Integrated Access and Backhaul, IAB) [2].

1. Математическая модель

Рассмотрим сеть IAB, состоящую из сервера, генерирующего паке-
ты информации, 𝑀 базовых станций (БС) и 𝑃 абонентских устройств

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-19-
00804, https://rscf.ru/project/24-19-00804/. Публикация выполнена в рамках проекта
№ 021937-2-000 Системы грантовой поддержки научных проектов РУДН.
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(АУ). Пакеты, сгенерированные сервером, моментально передаются к
БС-донору, а от нее передаются АУ по каналам связи, проходящим че-
рез другие БС. Рассматривается только нисходящее направление пере-
дачи. БС, АУ и каналы связи формируют древовидный граф, в корне-
вой вершине которого находится БС-донор, а в листьевых вершинах –
АУ [3].

Представим описанную выше сеть в виде сети Джексона [4]. Множе-
ствоℳ узлов сети соответствует множеству БС, где первый узел, 𝑖 = 1
соответствует БС-донору. Исток {𝑎} – сервер, стоки {𝑏𝑝, 𝑝 = 1, 𝑃} – АУ.
Пример сети IAB, представленной в виде сети Джексона, приведен на
рис. 1.

Рис. 1. Пример сети IAB. Красным цветом указан исток, оранжевым – мно-
жество БС, желтым – множество стоков.

В силу того, что сеть представлена древовидным графом, существу-
ет единственный маршрут от сервера до некоторого АУ 𝑝. Будем назы-
вать этот маршрут 𝑝-путь. Обозначим множество узлов, составляющих
𝑝-путь, черезℳ𝑝, ℳ𝑝 ⊆ℳ, а множество путей – через 𝒫.

Обозначим интенсивность поступления пакетов на 𝑝-путь через
Λ𝑝, 𝑝 = 1, 𝑃 , а интенсивность поступления пакетов из узла 𝑖 в узел
𝑗 – через 𝜆𝑖𝑗 . Суммарная интенсивность входящего потока и выходяще-
го потока пакетов для узла 𝑖 равны и обозначены через 𝜆∙𝑖 = 𝜆𝑖∙ = 𝜆𝑖.
Значения 𝜆𝑖𝑗 для рассмотренного примера сети представлены на рис. 2.
При нумерации узлов так, чтобы из двух любых узлов тот, кто находит-
ся ближе к донору, всегда имел меньший номер, матрица стационарных
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Рис. 2. Схема потоков сети. Красным цветов указан исток {𝑎}, желтым –
стоки {𝑏1}, . . . , {𝑏𝑃 }. Синими пунктирными линиями изображены пути сети
𝑝1, . . . , 𝑝𝑃 .

интенсивностей Λ = (𝜆𝑖𝑗) принимает вид (1), где все столбцы кроме
первого содержат ровно один ненулевой элемент. Элементы маршрут-
ной матрицы Θ равны 𝜃𝑖,𝑗 = 𝜆𝑗/𝜆𝑖, ∀𝑖, 𝑗 ∈ℳ𝑝 | 𝜆𝑖 > 0.

Λ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

{𝑎} 1 2 ··· 𝑀 {𝑏1} ··· {𝑏𝑃 }

{𝑎} 0 𝜆01 0 · · · 0 0 · · · 0
1 0 0 𝜆12 · · · 𝜆1𝑀 𝜆1𝑀+1 · · · 𝜆1𝑀+𝑃

2 0 0 0 · · · 𝜆2𝑀 𝜆2𝑀+1 · · · 𝜆2𝑀+𝑃

...
...

...
...

. . .
...

...
...

...
𝑀 0 0 0 0 0 𝜆𝑀𝑀+1 · · · 𝜆𝑀𝑀+𝑃

{𝑏1} 0 0 0 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
. . .

...
{𝑏𝑃 } 0 0 0 . . . 0 0 . . . 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (1)

Будем моделировать передачу пакета между двумя БС в сети IAB
как обслуживание пакета передающим узлом в сети Джексона. Для
этого введем 𝐶𝑖𝑗 – емкость канала между БС 𝑖 и 𝑗, тогда 𝐶𝑖𝑗 – интен-
сивность обслуживания узлом 𝑖 пакетов, предающихся узлу 𝑗, в сети
Джексона, 𝑖 ∈ ℳ, 𝑗 ∈ ℳ ∪ {𝑏𝑝}𝑝=1,𝑃 . Для простоты будем считать
𝐶𝑖𝑗 = 𝐶 для всех каналов сети IAB.
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Случайная величина 𝑉𝑖 задержки на узле 𝑖 вычисляется как время
пребывания в системе 𝑀/𝑀/1/∞ с интенсивностью входящего потока
𝜆𝑖 и интенсивностью обслуживания 𝐶. Обозначим 𝛾𝑖 = 𝐶−𝜆𝑖, тогда 𝑉𝑖 ∼
exp(𝛾𝑖). Обозначим через 𝑈𝑝 случайную величину времени пребывания
пакетов на 𝑝-пути:

𝑈𝑝 =
∑︁

𝑖∈ℳ𝑝

𝑉𝑖.

Таким образом, 𝑈𝑝 имеет обобщенное распределение Эрланга с
|ℳ𝑝|= 𝑀𝑝 этапами, время пребывания на каждом из которых распре-
делено экспоненциально с параметрами 𝛾𝑖, 𝑖 ∈ℳ𝑝.

2. Возраст информации

Рассмотрим некоторую пару сервер-АУ. Обозначим через 𝑡𝑘 момент
создания сервером (и поступления на БС-донор) пакета 𝑘 и через 𝑡′𝑘 –
момент получения АУ пакета 𝑘. Согласно [1], возраст информации ∆(𝑡)
в момент времени 𝑡 равен времени, прошедшему с момента создания
последнего доставленного пакета:

∆(𝑡) = 𝑡− 𝑡𝑁(𝑡), (2)

где 𝑁(𝑡) – номер последнего пакета, полученного АУ к моменту времени
𝑡. График зависимости возраста информации ∆(𝑡) от времени представ-
лен на рис. 3. Обозначим через 𝑌𝑘 время между генерациями пакетов
𝑘 − 1 и 𝑘, 𝑇𝑘 – время доставки пакета 𝑘 от сервера до АУ:

𝑌𝑘 = 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1, 𝑇𝑘 = 𝑡′𝑘 − 𝑡𝑘. (3)

Пиковый возраст информации 𝐴𝑘 пакета 𝑘 определен следующим обра-
зом

𝐴𝑘 = 𝑡′𝑘 − 𝑡𝑘−1 = 𝑌𝑘 + 𝑇𝑘. (4)

Пусть 𝑄𝑘 – площадь под графиком ∆(𝑡), указанная на рис. 3. Сред-
ний возраст информации ∆𝜏 за время 𝜏 определяется формулой

∆𝜏 =
1

𝜏

∫︁ 𝜏

0

∆(𝑡)𝑑𝑡 =
1

𝜏

𝑁(𝜏)+1∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘, (5)

Введем 𝑌 – случайная величина времени между созданиями серве-
ром пакетов, 𝑇 – случайная величина времени доставки пакета, 𝑄 –
случайная величина площади под графиком ∆(𝑡) в промежуток меж-
ду получениями АУ пакетов. Геометрически, 𝑄 можно выразить как



Анализ пикового возраста информации в сети IAB 137

сумму площадей прямоугольного треугольника и параллелограмма,
𝑄 = 1

2𝑌
2 + 𝑌 𝑇 . Таким образом среднее значение возраста информа-

ции ∆ = lim
𝜏→∞

∆𝜏 выражается как

∆ =
M𝑄

M𝑌
=

1/2 M[𝑌 2] + M[𝑌 𝑇 ]

M𝑌
, (6)

а случайная величина пикового возраста информации 𝐴 имеет вид

𝐴 = 𝑌 + 𝑇. (7)

Рис. 3. График зависимости возраста информации Δ(𝑡) от времени.

3. Расчет возраста информации в сети IAB

Из описания математической модели следует, что случайная вели-
чина времени между созданиями сервером пакетов для 𝑝-пути имеет
вид 𝑌𝑝 ∼ exp (Λ𝑝). Тогда случайная величина пикового возраста инфор-
мации для пакетов на 𝑝-пути

𝐴𝑝 = 𝑌𝑝 +
∑︁

𝑖∈ℳ𝑝

𝑉𝑖. (8)

имеет обобщенное распределение Эрланга с 𝑀𝑝+1 этапами, время пре-
бывания на каждом из которых распределено экспоненциально с пара-
метрами Λ𝑝, 𝛾𝑖, 𝑖 ∈ ℳ𝑝. Для обобщенного распределения Эрланга су-
ществует матричная форма записи преобразования Лапласа-Стилтьеса
𝛼(𝑠) и функции распределения 𝐹𝐴𝑝(𝑥):

𝛼(𝑠) = 𝛽𝑇 (𝑠I−Np)
−1np, 𝐹𝐴𝑝

(𝑥) = 1− 𝛽𝑇 𝑒Np𝑥1, (9)
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где

𝛽 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1
0
...
0

⎞⎟⎟⎟⎠ , Np =

⎛⎜⎜⎜⎝
−Λ𝑝 Λ𝑝 0 0 . . .
0 −𝛾1 𝛾1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . −𝛾𝑀𝑝

⎞⎟⎟⎟⎠ , np = (𝛾1 . . . 𝛾𝑀𝑝
).

Средний пиковый возраст информации может быть вычислен по
формуле

M𝐴 =
1

Λ𝑝
+
∑︁

𝑖∈ℳ𝑝

1

𝛾𝑖
. (10)

4. Численный анализ

Для проверки аналитических результатов на языке Python написа-
на программа дискретно-событийного имитационного моделирования.
Эксперимент проведен для примера сети на рис. 1, принято Λ𝑝 = Λ∀𝑝 ∈
𝒫 и 𝐶 = 10 мс−1. Отметим, что для существования стационарного режи-
ма необходимо, чтобы интенсивность входящего потока не превышала
интенсивность обслуживания 𝜆𝑖 ≤ 𝐶, ∀𝑖 ∈ ℳ. В частности для узла
БС-донор необходимо выполнение 𝑃Λ ≤ 𝐶 или Λ ≤ 𝐶/𝑃 = 10/5 = 2.
Отсюда принято Λ = 1, . . . , 2, ∀𝑝 ∈ 𝒫.

На рис. 4 представлен график зависимости среднего пикового воз-
раста информации от нагрузки на сеть. При низкой интенсивности Λ
пиковый возраст информации принимает высокие значения в силу того,
что интервал между генерациями пакетов велик. С ростом интенсив-
ности поступления пакетов возраст информации убывает, но при при
высокой нагрузке снова растет, так как увеличивается время ожидания
обслуживания на узлах. На правом графике представлена относитель-
ная погрешность симулятора. Погрешность не превышает 4%.
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Рис. 4. График зависимости среднего пикового возраста информации на пер-
вом пути 𝐴𝑝=1 от нагрузки на сеть Λ/𝐶 при 𝐶 = 10 мс−1.

Заключение

В ходе работы построена модель сети IAB в виде сети Джексона,
для которой получены формулы преобразования Лапласа-Стилтьеса и
функции распределения пикового возраста информации на абонентских
устройствах. Формулы подтверждены результатами работы программы
имитационного моделирования, написанной на языке Python.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Antzela Kosta, Nikolaos Pappas and Vangelis Angelakis Age of Information:
A New Concept, Metric, and Tool // Foundations and Trends in Networking.
2017. Vol. 12. №3. P. 162–259.

2. https://portal.3gpp.org— 3GPP TR 38.801 v14.0.0 Study on new radio
access technology: Radio access architecture and interfaces. 2017.

3. Manan Gupta et al System-Level Analysis of Full-Duplex Self-Backhauled
Millimeter Wave Networks // IEEE Transactions on Wireless Communications
22, 2021. P. 1130–1144.

4. Башарин Г.П. Лекции по математической теории телетрафика: Учеб. по-
собие. Изд. 2-е испр. и доп. Москва: РУДН, 2007. 268 с.

Гайдамака Елизавета Александровна — студент, кафедра теории веро-
ятностей и кибербезопасности. E-mail: 1032216434@rudn.ru

Живцова Анна Александровна — студент, кафедра теории вероятностей
и кибербезопасности. E-mail: zhivtsova-aa@rudn.ru



140 Е. А. Гайдамака, А. А. Живцова, А. А. Милехин, К. Е. Самуйлов

Милехин Александр Андреевич — аспирант, кафедра теории вероятно-
стей и кибербезопасности. E-mail: 1142230064@rudn.ru

Самуйлов Константин Евгеньевич — д.т.н., проф., зав. каф. теории

вероятностей и кибербезопасности, директор Института компьютерных на-

ук и телекоммуникаций, Российский университет дружбы народов им. П.

Лумумбы; вед.н.с., Федеральный исследовательский центр «Информатика и

управление» Российской академии наук (ФИЦ ИУ РАН). E-mail: samuylov-

ke@rudn.ru



ИТММ – 2024

НАТУРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НАРЕЗКИ
СЕТИ 5G НА БАЗЕ КОМПЛЕКСНОЙ

ИНТЕГРАЦИИ SDN И SDR

И.Е. З. Гебриал1, К.А. Леонтьева1, А.А. Хакимов1,
А.С.А. Мутханна1, И.А. Кочеткова1,2

1Российский университет дружбы народов, г. Москва, Россия
2Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление»

Российской академии наук, г. Москва, Россия

Беспроводные сети пятого поколения, или 5G, предоставляют
широкий спектр услуг и приложений. Эти услуги можно от-
делить от сетевой и физической инфраструктуры, что позво-
ляет создавать несколько виртуальных сетей на одной физиче-
ской. Для управления ресурсами необходимо эффективное рас-
пределение. В работе представлена реализация натурного экспе-
римента с нарезкой сети. Распределение абонентов происходит
между двумя операторами: основным и виртуальным. Абоненты
разделены на три группы в зависимости от типа услуг: вирту-
альная реальность, просмотр видео и видеоигры. Для построе-
ния сети используют программно-определяемые радиосистема и
сеть, а также коммутаторы и контроллер. Построены функции
распределения задержек передачи данных.
Ключевые слова: 5G, нарезка сети, контроллер, SDN, SDR.

Введение

Сети будущего – это значительный прорыв в сфере телекоммуни-
каций, который решает многие текущие проблемы и открывает новые
возможности для пользователей. Эти сети обладают высокой степенью
масштабируемости и программируемости, позволяя легко увеличивать
пропускную способность между различными точками или центрами об-
работки данных. При этом нет необходимости обновлять оборудование
или программное обеспечение.

Эффективное управление сетями 5G и ресурсами достигается бла-
годаря нарезке сети на основе таких технологий, как SDN (software-
defined networking) и виртуализация сетевых функций. SDN позволяет
централизованно управлять сетью с помощью унифицированных про-
граммных средств, разделять процессы управления и передачи данных,

Публикация выполнена в рамках проекта № 025319-2-000 Системы грантовой
поддержки научных проектов РУДН.
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а также виртуализировать физические сетевые ресурсы. Эти техноло-
гии активно применяются в различных исследованиях [2, 3]. Анализ
нарезки сети также осуществляется с помощью математических мето-
дов, например, управляемой системы массового обслуживания [4].

Интерес представляет не только теоретический анализ, но и прак-
тическая реализация сети 5G [5] и ее нарезки на конкретном оборудова-
нии. В данной работе построена сеть, в которой распределение абонен-
тов происходит между основным и виртуальным операторами, а также
по требуемым услугам. Реализация тестового стенда проводилась на
базе оборудования научного центра моделирования беспроводных сетей
новых поколений РУДН.

1. Архитектура тестового стенда

Рассмотрим сеть основного оператора (mobile network operator,
MNO), который владеет базовой станцией (radio access network, RAN),
спектром радиочастот и ядром сети (рис. 1). Коммутаторы обеспечива-
ют связь по физическим кабелям между ядром сети, RAN и серверами
приложений. Коммутаторы 1 и 2 (switch_1, switch_2) предназначены
для пропуска трафика абонентов, а к коммутаторам 3, 4 и 5 (switch_3,
switch_4, switch_5) подключены серверы приложений.

Виртуальный оператор (virtual network operator, VNO) арендует ре-
сурсы у основного оператора. Он использует ту же физическую инфра-
структуру – все коммутаторы и RAN, для него создано виртуальное
ядро сети.

Услуги можно разделить на две группы. Первая группа — это услу-
ги, которые предоставляются от RAN по определенным маршрутам до
коммутаторов, имеющих прямое или близкое подключение к серверам
приложений. К ним относятся виртуальная реальность (VR), видеоигры
(gaming), просмотр видео (video watching). Вторая группа – это прочие
услуги, связанные непосредственно с ядром сети.

Нарезка сети достигается за счет разделения каналов L2 между RAN
и ядром MNO и VNO. Дополнительно происходит разделение радиоре-
сурсов по услугам для каждого оператора. В результате разделения ка-
налов L2 создаются виртуальные каналы для различных услуг. Канал
абонент – приложение управляется удаленно с ядра своего оператора.
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Рис. 1. Архитектура тестового стенда

Рассмотрим три возможных сценария работы данной сети, которые
также представлены на рис. 1:

1) Коммутаторы switch_𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 5 не относятся к архитектуре SDN.
2) Коммутатор switch_1 выполняет роль SDN-контроллера, который

определяет принадлежность абонента конкретному оператору.
3) Коммутатор switch_1 играет роль SDN-контроллера, а коммутаторы

switch_𝑖, 𝑖 = 2, 3, 4, 5 являются SDN-коммутаторами.

В первом сценарии (случай 1a), когда абонент виртуального опера-
тора запрашивает услугу VR и подключается к RAN, трафик проходит
через коммутаторы switch_1, switch_4 и switch_5, а затем достигает
MNO. MNO определяет, что абонент принадлежит к виртуальному опе-
ратору VNO, основываясь на IP-адресе, и направляет его запрос туда.
VNO затем распределяет абонента на коммутатор switch_3 для получе-
ния нужной услуги. В случае 1b абонент принадлежит MNO, поэтому
запрос направляется непосредственно на switch_3.

Во втором сценарии SDN-контроллер SDN_switch_1 играет ключе-
вую роль в определении принадлежности абонента к конкретному опе-
ратору. После этого запрос отправляется оператору через ядро VNO
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Таблица 1
Параметры тестового стенда
Параметр Характеристика

Software Defined Radio (SDR)

Модель NI USRP-2954R
Количество каналов 2 (2 Rx и 2 Tx)
Диапазон частот 10 МГц – 6 ГГц
Диапазон усилений 0 дБ – 20 дБ для Tx, 0 дБ – 15 дБ для Rx
Пропускная способность 160 МГц

Контроллер

Модель Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2620 v4 @ 2.10GHz
Память 32 Гб

Коммутаторы

Модель Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2650 v4 @ 2.20GHz
Память 32 Гб

напрямую на коммутатор switch_3, соответствующий требуемой услу-
ге, минуя MNO.

В третьем сценарии, благодаря архитектуре SDN, определение опе-
ратора и типа услуги происходит на коммутаторе SDN_switch_1. Затем
запрос абонента сразу отправляется на коммутатор SDN_switch_3 без
необходимости посещения VNO.

2. Натурный эксперимент

Ключевые характеристики оборудования, на котором была реализо-
вана сеть, представлены в табл. 1. В ходе эксперимента была исполь-
зована радиокоммуникационная система SDR (Software Defined Radio),
которая использует программное обеспечение для обработки сигналов
вместо обычных аппаратных компонентов.

Входной поток состоял из подключения 3000 абонентов в течение
часа, каждый из которых пользовался определенной услугой одного
из операторов. Общий канал имел пропускную способность 1 Гбит/с
и был равномерно разделен между двумя операторами по 500 Мбит/с
для каждого.

Из графиков на рис. 3 можно сделать следующие выводы:

— В сценарии 3, когда все коммутаторы относятся к архитектуре SDN,
задержки передачи данных для различных типов услуг (gaming,
video, VR) были наименьшими. Это говорит об эффективности дан-
ного подхода.

— Наибольшие задержки по передаче данных были зафиксированы
для услуг gaming во всех трех случаях. Это подчеркивает высокие
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Рис. 2. Функция распределения времени задержки

требования к сети для данного типа услуг. Особенно заметно это в
сценариях 1 и 2, где задержки для gaming оказались существенно
выше, чем для других услуг.

— Услуги video и VR имеют более схожие распределения задержек.
Это указывает на немного меньшие требования к сети по сравнению
с Gaming.

Заключение

Исследование показало, что использование SDN позволяет эффек-
тивно управлять ресурсами. В дальнейших исследованиях планируется
провести тестирование сети при большем количестве услуг и абонентов.
Планируется провести дополнительные исследования по оптимизации
нарезки сети с учетом динамически изменяющихся условий нагрузки
на операторов.
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В статье предлагается и исследуется математическая модель ра-
боты морского контейнерного терминала, который обеспечива-
ет перевалку контейнеров между наземным и морским видами
транспорта, имеющая вид сети массового обслуживания. Поток
контейнеров, прибывающих на грузовых автомобилях, описы-
вается простейшим потоком заявок, а поступление контейнеров
на морских судах – неординарным пуассоновским; работа во-
рот и склада моделируется системами массового обслуживания
(СМО) с ограниченным ожиданием, причала – с неординарным
обслуживанием и ограниченным ожиданием, якорной стоянки
– СМО с групповым обслуживанием и отказами. Конкретным
объектом исследования является крупный морской терминал на
севере Вьетнама. На основе результатов численного исследова-
ния его модели определены текущий уровень загрузки и узкие
места системы. Ключевые слова: математическое моделиро-
вание, сеть массового обслуживания, численный эксперимент,
морской контейнерный терминал.

Введение

Методы теории массового обслуживания (ТМО) эффективны при
исследовании технических систем, функционирование которых подвер-
жено существенному влиянию случайных факторов [1, 2]. В области
транспорта эти методы активно применяются еще с 80-х годов [3], как
правило, для анализа наземных систем. Так, в [4, 5] предложены моде-
ли движения пассажиров через терминалы транспортно-пересадочных
узлов, в [6, 7] – работы различных типов железнодорожных станций.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект №
24-21-00264).
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В области морского транспорта ТМО применяется реже. Большая
часть исследований посвящена контейнерным терминалам. При этом
из-за сложности их структуры обычно изучается работа отдельных под-
систем. В частности, в [9] моделируется разгрузка прибывающих в мор-
ской порт грузовиков, в [10] оценивается эффективность различных
конфигураций склада, в [11] описывается совместная работа склада и
береговых кранов.

В данной статье ТМО используется для комплексного моделирова-
ния работы морского контейнерного терминала. В разделе 1 приводится
описание объекта исследования. В разделе 2 строится модель его рабо-
ты в виде сети массового обслуживания (СеМО) с двумя входящими
потоками заявок. В разделе 3 проводится численное исследование мо-
дели, и на основе полученных результатов делается вывод об уровне
загрузки и определяются узкие места в структуре системы.

1. Объект исследования

Морские контейнерные терминалы представляют собой механизи-
рованные склады, предназначенные для перевалки контейнеров между
наземным и морским видами транспорта. Типовая схема таких объек-
тов включает три основные подсистемы: грузовой фронт для наземно-
го транспорта; контейнерную площадку (склад); причал с береговыми
кранами. Морские терминалы являются узловыми элементами транс-
портной сети, поэтому их исследование с целью увеличения пропускной
способности является актуальной задачей.

В качестве конкретного объекта исследования рассматривается меж-
дународный контейнерный терминал Хайфон (Haiphong International
Container Terminal), который является одним из крупнейших по-
добных объектов на севере Вьетнама и обладает типовой конфигу-
рацией: наличествуют ворота для грузовиков, везущих контейнеры,
склад и два причала; в акватории порта имеется якорная стоян-
ка, где суда ждут разрешения на швартовку. Вследствие укрепле-
ния экономических связей между Россией и Вьетнамом наблюдает-
ся увеличение товарооборота на линии Владивосток – Хайфон (см.
https://www.interfax.ru/business/942097), что влечет нагрузку на мор-
ские терминалы. Так, Хайфон в 2023 году обработал 636 тыс. контей-
неров, что на 16% выше уровня ожиданий, и придает проведенному
исследованию особую значимость в контексте развития двусторонних
экономических контактов.
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2. Математическая модель

Модель работы терминала Хайфон строится в виде СеМО в два эта-
па. На первом описываются поступающие потоки контейнеров, на вто-
ром – процесс их обработки в подсистемах.

Описание входящих потоков. В среднем в Хайфон с суши посту-
пает ежесуточно 871 грузовик, каждый доставляет однин контейнер,
их поступление описывается простейшим потоком 𝑀1 с интенсивно-
стью 𝜆1 = 36, 3 заявок в час; с моря прибывает 10,3 контейнерово-
зов в неделю, каждый из них перевозит от 320 до 960 контейнеров
(см. https://hict.net.vn/thu-vien/Pages/thu-vien.aspx), которые образу-
ют неординарный пуассоновский поток𝑀2 с интенсивностью 𝜆2 = 0, 057
групп заявок в час. Путем анализа статистических данных установлено,
что размер группы является случайной величиной, которая подчиняет-
ся дискретному равномерному распределению 𝑈(320; 960).

Работа подсистем терминала моделируется следующим образом:
количество узлов равно числу направлений движения грузов (один
или два). Распределения размера обслуживаемой группы заявок и
времени ее обслуживания в узле определяются на основе результа-
тов статистической обработки данных из открытых источников (см.
https://hict.net.vn).

Подсистемы терминала Хайфон описываются 12 узлами, формаль-
ное описание которых в терминах ТМО имеет следующий вид:

— Узел 1 – 𝑀1/𝑀/9/0, 𝜆 = 80 в час – въездные ворота;
— Узел 2 – */𝑀/5/0, 𝜆 = 80 в час – выездные ворота;
— Узлы 3 и 4 – */𝑀/26/0, 𝜆 = 15 в час – грузовики, перевозящие

контейнеры от ворот к складу и обратно соответственно;
— Узел 5 – */𝑀/13/0, 𝜆 = 50 в час – козловые краны, перегружающие

контейнеры на склад;
— Узел 6 – */𝑀/13/20160, 𝜆 = 50 в час – склад;
— Узлы 7 и 8 – */𝑀/15/0, 𝜆 = 12 в час – тягачи, перевозящие кон-

тейнеры от склада к причалу и обратно соответственно;
— Узел 9 – */𝑀/3/0, 𝜆 = 30 в час – береговые краны, которые загру-

жают суда;
— Узел 10 – */𝑀𝑋10/1/𝑋, 𝜆 = 0, 057 в час, 𝑋10 = 𝑈(420; 1060) –

отправление загруженного судна с причала;
— Узел 11 – */𝑀/3/960, 𝜆 = 30 в час – причал для разгружаемых

судов;
— Узел 12 – 𝑀2/𝑀

𝑋12/10/0, 𝜆 = 0, 44 в час, 𝑋12 = 960 – якорная
стоянка.
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К этим узлам необходимо добавить еще два фиктивных, которые
являются источниками потоков заявок [1]: узел 0 для𝑀1, узел 13 для
𝑀2. Вероятности переходов групп заявок между узлами в описанной
СеМО представлены в виде весов на рис. 1.

Рис. 1. Схема СеМО

Таким образом, модель работы терминала Хайфон имеет вид СеМО
с двумя входящими потоками заявок и 14 узлами, из которых два явля-
ются фиктивными. Узлы 1 и 2 описывают работу ворот,Узлы 5 и 6 –
склада, аУзлы 9-12 – функционирование причалов и якорной стоянки.
Перевозка контейнеров между подсистемами моделируется Узлами 3,
4, 7 и 8.

3. Вычислительный эксперимент

Исследование модели выполнено численно с помощью разработан-
ного авторами программного обеспечения. Виртуальное время модели-
рования равно одному году. В табл. 1 представлены средние результаты
за 10 пусков имитационной модели: 𝑃𝑙𝑜𝑠𝑠 – вероятность отказа; 𝑇смо –
среднее время пребывания в системе отдельной заявки; 𝐾𝑖 – коэффици-
ент занятости каналов в узле 𝑖, 𝑇𝑖 – среднее время пребывания заявки
(час), 𝑏𝑖 – общее время блокировки одного канала (час) и 𝐿𝑖 – средняя
длина очереди в узле 𝑖.

Можно видеть, что в настоящее время Хайфон справляется с те-
кущим объемом грузоперевозок. Однако наблюдается высокий уровень
загрузки системы. В частности, в среднем 0,11% прибывающих грузо-
виков получают отказ в обслуживании из-за переполнения склада, ко-
торое происходит при пиковых нагрузках. Береговые краны являются
наиболее загруженными элементами морского терминала, и при увели-
чении потоков контейнеров их пропускной способности будет недоста-
точно для своевременной обработки судов. В частности, при возраста-
нии среднего размера поступающей партии контейнеров на 10% среднее
время ожидания на якорной стоянке вырастет на 33%. Более подробная
информация о полученных результатах будет представлена в докладе.
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Таблица 1

Принято Показатели 𝐾𝑖 𝑇𝑖 𝑏𝑖 𝐿𝑖

Заявок М1 Узел 1 0,05 0,01 32,8 -
312765,3 Узел 2 0,09 0,01 0 -
Заявок М2 Узел 3 0,09 0,07 33,8 -
313560,6 Узел 4 0,09 0,07 1,2 -

Отклонено Узел 5 0,11 0,02 35,7 -
Заявок М1 Узел 6 0,74 52,18 9036,6 3724,8

349,0 Узел 7 0,20 0,08 29,5 -
Заявок М2 Узел 8 0,77 0,33 8248,9 -

0 Узел 9 0,82 0,07 6017,6 -
𝑃𝐿 = 0,00056 Узел 10 0,80 32,18 0 538,6
𝑇смо = 94,1 Узел 11 0,40 4,90 38,3 174,0

Узел 12 0,02 4,13 120,9 -

Выводы

В статье ТМО примена для комплексного описания работы между-
народного контейнерного терминала Хайфон, который расположен во
Вьетнаме. Модель имеет вид сети массового обслуживания с нескольки-
ми входящими потоками заявок, в том числе неординарными. На основе
результатов численного исследования модели оценена текущая загрузка
системы и установлено, что пропускной способности береговых кранов
при увеличении потока контейнеров будет недостаточно.

Дальнейшие исследования могут быть направлены на детализацию
модели, в частности, учет нестационарности транспортных потоков.
Также интерес представляет моделирование работы системы при по-
ступлении сверхбольших контейнеровозов, перевозящих до 10000 кон-
тейнеров, поскольку для их своевременного обслуживания потребуется
изменение технологии разгрузки/погрузки контейнеров на причале и
введение дополнительных бригад.
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В качестве математической модели системы грузоперевозок рас-
сматривается открытая сеть массового обслуживания, состоя-
щая из систем обслуживания двух типов. Системы первого типа
отображают распределительные пункты, а системы второго ти-
па - транспортные средства. Предполагается, что длительности
обслуживания в системах сети являются независимыми случай-
ными величинами с экспоненциальным распределением. В си-
стемы первого типа из источника поступает пуассоновский по-
ток требований. Из систем первого типа требования по одному
могут переходить в источник или системы второго типа. Из си-
стем второго типа требования переходят группами только в си-
стемы первого типа. Переходы требований в сети определяются
маршрутной матрицей. Для данной сети получен инфинитези-
мальный оператор и основные стационарные характеристики.
Ключевые слова: сеть массового обслуживания, групповое
обслуживание, стационарные характеристики.

Введение

Анализ и оптимизация сложных стохастических систем с сетевой
структурой диктует необходимость создания, в частности, моделей се-
тей массового обслуживания с групповыми обслуживанием требований.
Обзор методов анализа систем массового обслуживания с групповым
обслуживанием можно найти в [1]. Важнейшая область применения си-
стем с групповым входящим потоком требований и групповым обслу-
живанием – транспортные системы. Так в работе [2] разработана и про-
анализирована модель транспортной системы модульного типа (подъ-
емники, канатные дороги, метро и пр.). Целью моделирования являлось
определение размера входящей группы в кабину на нижних станциях,
чтобы уменьшить время ожидания пассажиров на верхних станциях.
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С помощью построенной модели были разработаны рекомендации по
загрузке гондольного подъемника горнолыжного курорта.

В работе [3] описана модель, которая используется при планиро-
вании производства полупроводникового завода. Модель представля-
ет собой сеть массового обслуживания, состоящую из систем типа
𝐺𝐼𝑥/𝐺(𝑏,𝑏)/𝑐. Путем реконфигурирования входящего потока данные си-
стемы сводятся к системам типа 𝐺𝐼/𝐺/𝑐, для которых получены при-
ближенные формулы для вычисления средних характеристик. Основы-
ваясь на таком же допущении, авторы [4] посредством декомпозиции
сети массового обслуживания и применения генетического алгоритма
показывают, как можно решить задачу управления запасами, а именно
задачу определения оптимальных размеров партий в системе произ-
водства нескольких продуктов с целью минимизации общего времени
цикла. В работе [5] с помощью сети массового обслуживания с блоки-
ровкой моделируется работа погрузочно-разгрузочной тандемной систе-
мы. Предложен приближенный метод вычисления характеристик сети,
разработан алгоритм поэтапного нахождения оптимального размера бу-
феров.

С развитием интернет-торговли высокая загрузка машин и сокраще-
ние сроков доставки являются противоречивыми целями и нуждается
в построении моделей для анализа и планирования работы интернет-
магазинов. В данной работе построена математическая модель компа-
ний, использующих систему грузоперевозок, в качестве которой выбра-
на открытая сеть массового обслуживания с групповым обслуживанием
требований.

1. Описание модели

Рассматривается маркетплейс, состоящий из пунктов хранения и вы-
дачи товаров, а также транспортных средств, которые перевозят товар
между этими пунктами. Будем исследовать загруженность такой систе-
мы и время доставки товаров покупателям.

В качестве математической модели данной системы рассмотрим от-
крытую сеть массового обслуживания. В сеть из источника поступа-
ет пуассоновский поток требований с интенсивностью 𝜆0. Переходы
требований в сети определяются маршрутной матрицей Θ = (𝜃𝑖𝑗),
𝑖, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝐿. Предполагается, что сеть обслуживания состоит из 𝐿
систем массового обслуживания 𝑆𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝐼 = {1, . . . , 𝐿}, двух типов. Си-
стемы первого типа обозначим 𝑆′𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 , 𝐽 = {𝑗 : 𝑗 ∈ 𝐼, 𝜃𝑗0 ̸= 0, 𝜃0𝑗 ̸= 0}.
В системах 𝑆′𝑗 содержится κ𝑗 обслуживающих приборов. Системы вто-
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рого типа обозначим 𝑆
′′

𝑘 , 𝑘 ∈ 𝐾, 𝐾 = 𝐼 ∖ 𝐽 . Они содержат один прибор,
обслуживающий требования группой размера 𝑏𝑘.

Системы первого типа 𝑆′𝑗 отображают в модели пункты хранения и
выдачи. Число приборов соответствует числу работников на распреде-
лительном пункте. Полагаем, что длительность обслуживания в систе-
ме 𝑆′𝑗 является экспоненциально распределенной случайной величиной
с параметром 𝜇𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 . Требования в системы этого типа поступают по

одному из источника или группой размера 𝑏𝑘 из систем 𝑆
′′

𝑘 , 𝑘 ∈ 𝐾. Си-

стемы второго типа 𝑆
′′

𝑘 отображают в модели транспортные средства.

Считаем, что длительность обслуживания в системе 𝑆
′′

𝑘 – экспоненци-
ально распределенная случайная величина с параметром 𝜇𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾.
Системы 𝑆

′′

𝑘 связаны только с системами 𝑆′𝑗 и не связаны с источником.

2. Метод анализа

Обозначим состояние сети вектором 𝑛 = (𝑛𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝐿, где 𝑛𝑖 –
число требований, находящихся в системе 𝑆𝑖. Рассмотрим все возмож-
ные переходы между состояниями и запишем их интенсивности перехо-
дов. Изменение состояния сети может происходить в следующих случа-
ях:

1) требование поступило в сеть из источника. Интенсивность перехода
в этом случае имеет вид:

𝑞(𝑛, 𝑛+ 𝑒𝑗) = 𝜆0𝜃𝑜𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽,

где 𝑒𝑗 – это вектор, 𝑗 -я компонента которого равна 1, а все остальные
компоненты равны 0;

2) требование обслужилось в системе 𝑆′𝑗 и ушло в источник, тогда

𝑞(𝑛, 𝑛− 𝑒𝑗) = 𝜇𝑗𝑚𝑖𝑛(𝑛𝑗 ,κ𝑗)𝜃𝑗0, 𝑗 ∈ 𝐽 ;

3) требование обслужилось в системе 𝑆′𝑗 и перешло в систему 𝑆
′′

𝑘 , тогда

𝑞(𝑛, 𝑛− 𝑒𝑗 + 𝑒𝑘) = 𝜇𝑗𝑚𝑖𝑛(𝑛𝑗 ,κ𝑗)𝜃𝑗𝑘1(𝑛𝑘 < 𝑏𝑘),

где 1(𝐴) = 1, если 𝐴 – истинно, иначе 1(𝐴) = 0;
4) требование обслужилось в системе 𝑆

′′

𝑘 и перешло в систему 𝑆′𝑗 , тогда

𝑞(𝑛, 𝑛− 𝑏𝑘𝑒𝑘 + 𝑏𝑘𝑒𝑗) = 𝜇𝑘𝜃𝑘𝑗1(𝑛𝑘 = 𝑏𝑘);

5) в остальных случаях

𝑞(𝑛, 𝑛′) = 0, 𝑛 ̸= 𝑛′.
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Построив инфинитезимальный оператор 𝑄 = (𝑞(𝑛, 𝑛′)), стационар-
ное распределение можно найти численно решив систему 𝜋𝑄 = 0.

Интенсивности входящих потоков в системы 𝑆𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, будем вычис-
лять по формулам [6]

𝜆𝑖 =
𝜔𝑖

𝜔0
𝜆0, 𝑖 = 1, . . . , 𝐿,

где относительные интенсивности потоков 𝜔𝑖 являются решением урав-
нения 𝜔Θ = 𝜔 с условием

∑︀𝐿
𝑖=0 𝜔𝑖 = 1.

Сеть массового обслуживания функционирует в стационарном ре-
жиме, когда

𝜆𝑗
κ𝑗𝜇𝑗

< 1, 𝑗 ∈ 𝐽.

Для систем 𝑆
′′

𝑘 всегда существует стационарный режим.
Математическое ожидание (м. о.) числа требований в системах 𝑆𝑖,

𝑖 ∈ 𝐼 [7],

�̄�𝑖 =

∞∑︁
𝑚=0

𝑚𝑃𝑖(𝑚),

где стационарная вероятность пребывания системы 𝑆𝑖 в состоянии 𝑚

𝑃𝑖(𝑚) =
∑︁

∀𝑛:𝑛𝑖=𝑚

𝜋(𝑛).

Используя закон Литтла, м. о. длительности пребывания требований в
системе 𝑆𝑖

�̄�𝑖 = �̄�𝑖/𝜆𝑖.

Время реакции сети массового обслуживания

𝜏 =
1

𝜆0

𝐿∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖�̄�𝑖.

3. Численный пример

Рассмотрим открытую сеть массового обслуживания, состоящую из
𝐿 = 5 систем массового обслуживания. Cистемы 𝑆1, 𝑆2, 𝑆5 относятся к
системам типа 𝑆′, а системы 𝑆3, 𝑆4 к системам 𝑆

′′
. Для системы 𝑆3 раз-

мер обслуживаемой группы требований 𝑏3 = 2, а для системы 𝑆4 размер
𝑏4 = 3. Вектор интенсивностей обслуживания 𝜇 = (1.1; 1.2; 1.7; 2.3; 2),



Моделирование системы хранения и транспортировки грузов 157

вектор числа обслуживающих приборов κ = (3; 3; 1; 1; 2), маршрутная
матрица имеет вид

Θ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0.4 0.3 0 0 0.3
0.6 0 0 0.2 0.2 0
0.7 0 0 0 0.3 0
0 0 0 0 0 1
0 0.3 0 0 0 0.7
0.5 0 0 0 0.5 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Результаты моделирования для некоторых интенсивностей входяще-
го потока представлены в таблице 1.

Таблица 1
Стационарные характеристики сети массового обслуживания

𝜆0 = 0.1 𝜆0 = 1
𝜆 (0.1; 0.06; 0.03; 0.02; 0.07; 0.09) (1; 0.59; 0.3; 0.12; 0.64; 0.87)
�̄� (0.05; 0.03; 0.52; 1.42; 0.05) (0.55; 0.26; 0.57; 1.43; 0.57)
�̄� (0.91; 0.84; 43.61; 22.02; 0.55) (0.93; 0.86; 4.77; 2.23; 0.60)
𝜏 20.59 3.33

Из результатов видно, что увеличение 𝜆0 в 10 раз привело к значи-
тельному уменьшению времени реакции сети обслуживания. Изменение
произошло за счёт уменьшения времени формирования групп требова-
ний в системах 𝑆3 и 𝑆4. М. о. длительностей пребывания требований в
системах 𝑆1, 𝑆2 и 𝑆5 практически не изменилось. Таким образом, ис-
пользование модели позволяет планировать и оптимизировать работу
пунктов распределения и хранения товаров.

Заключение

В данной работе построена математическая модель процессов хра-
нения и перевозки товаров в компаниях, занимающихся интернет-
продажей. Для этой модели получены основные стационарные характе-
ристики. Приведены численные примеры, демонстрирующие загружен-
ность моделируемой системы и времени доставки товаров покупателям.
Результаты, полученные в работе, могут использоваться при моделиро-
вании процессов: производства и сборки изделий из многих элементов;
сортировки и комплектования материалов; хранения в автоматизиро-
ванных складских системах; пассажирских и грузовых перевозок транс-
портных систем. Математические особенности метода анализа откры-
тых сетей массового обслуживания с групповым обслуживанием позво-
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ляют решать задачи крупных компаний по проектированию, анализу и
оптимизации систем, связанных с производством, переработкой, транс-
портировкой, продажей, сервисом.
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Рассматривается модель обработки информации с двумя пото-
ками заявок — приоритетных и неприоритетных. Время обслу-
живания заявок случайное с экспоненциальным распределением
вероятностей, причем его параметры соответствуют типу заяв-
ки. Также у каждого типа заявок имеется свой бункер ожида-
ния, ограниченный по объему. Информация, находящаяся в оче-
реди, обладает сроком жизни, после истечения которого ее пе-
редача может стать неактуальной. Срок жизни — случайная ве-
личина, также имеющая эскпоненциальное распределение. Для
указанной системы реализован алгоритм вычисления стацио-
нарного распределения вероятностей, позволяющий автомати-
зировать одну из наиболее трудоемких частей работы с приори-
тетными системами вручную — построение матриц коэффици-
ентов. Данный алгоритм открывает возможность исследования
систем с приоритетами на сколь угодно больших объемах бун-
керов, чего добиться без автоматизации крайне затруднительно.
Ключевые слова: системы массового обслуживания с прио-
ритетами, разнотипные данные, построение матриц коэффи-
циентов, распределение вероятностей системы, срок жизни
информации.

Введение

Системы массового обслуживания как модель бизнес-процессов,
происходящих в обществе, плотно вошли в жизнь человека, а их непре-
рывное усовершенствование и наращивание функционала позволяет
удовлетворять все больше потребностей. Одним из наиболее актуаль-
ных направлений в теории телетрафика [1] является изучение систем
с приоритетами [2], благодаря чему появляется возможность грамотно

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-21-
00454, https://rscf.ru/project/24-21-00454/
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перераспределять ресурсы рассматриваемой сети — к примеру, колл-
центр компании, обслуживающей в первую очередь новых клиентов [4].

Однако нередко в ходе рассмотрения той или иной системы возника-
ют проблемы, требующие применения методов оптимизации и алгорит-
мизации. К таким относится и исследование системы с приоритетами
для произвольного числа мест в очереди. Эта проблема была выявлена
в ходе рассмотрения систем с приоритетами на малых объемах бунке-
ров ожидания и построения матрицы коэффициентов с последующим
получением стационарного распределения вероятностей вручную, че-
го сделать на больших объемах бункеров не представляется физически
возможным. К тому же заявки, поступающие на обслуживание прибору,
в отличие от рассматриваемых в статье [4], являются нетерпеливыми —
то есть информация имеет срок жизни, по истечении которого ее пере-
дача становится неактуальной. В настоящей статье приводится подроб-
ный алгоритм вычисления стационарного распределения вероятностей,
благодаря которому исследование систем с приоритетами при нетер-
пеливости заявок и произвольном числе мест в очереди становится не
просто возможным, но и наиболее удобным для пользователя.

1. Математическая модель системы с приоритетами при
нетерпеливости заявок и произвольном числом мест в

очереди

Сформулируем постановку задачи. Пусть 𝑖(𝑡)— число приоритетных
заявок в бункере в момент времени 𝑡, 𝑗(𝑡) — число неприоритетных
заявок в бункере, 𝑘(𝑡) — состояние прибора в момент времени 𝑡: 𝑘(𝑡) =
0 — прибор свободен, 𝑘(𝑡) = 1 – занят приоритетной заявкой, 𝑘(𝑡) = 2 –
занят неприоритетной заявкой.

Ставится задача нахождения стационарного распределения веро-
ятностей трехмерного марковского процесса {𝑘(𝑡), 𝑖(𝑡), 𝑗(𝑡)}: 𝑃𝑘(𝑖, 𝑗) =
lim
𝑡→∞

𝑃{𝑘(𝑡) = 𝑘, 𝑖(𝑡) = 𝑖, 𝑗(𝑡) = 𝑗} при следующих параметрах системы:
𝜆𝑝 — интенсивности потоков, 𝜇𝑝 — интенсивности обслуживания,

𝛼𝑝 — интенсивности выхода из бункеров, 𝑁𝑝 — количество мест для
ожидания в бункере, 𝑝 = 1, 2.

2. Формализация событий в системе

Необходимо начать с формализации ключевых событий системы, ко-
торые при переводе с человеческих понятийных образов в формальный
математический вид позволят сформировать корректный алгоритм.

События в системе для приоритетного потока:

— Пришла заявка приоритетного потока (𝜆1 )
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Рис. 1. Математическая модель обработки информации с приоритетами и
нетерпеливыми заявками

1. Если прибор свободен, то состояние прибора равно 1.
2. Если прибор занят, и в 1-ой очереди есть место, то число заявок
в 1-ой очереди увеличивается на 1.

— Закончилось время ожидания заявки приоритетного потока
(𝑖𝛼1 )
3. Если в 1-ой очереди есть заявки, то число заявок в 1-ой очереди
уменьшается на 1.

— Завершила обслуживание заявка приоритетного потока
(𝜇1 )
4. Если в 1-ой очереди есть заявка, то число заявок в 1-ой очереди
уменьшается на 1.
5. Если в 1-ой очереди нет заявок, во 2-ой очереди есть заявка, то
состояние прибора равно 2, а число заявок во 2-ой очереди умень-
шается на 1.
6. Если в 1-ой очереди нет заявок и во 2-ой очереди нет заявок, то
состояние прибора равно 0.

События в системе для неприоритетного потока:

— Пришла заявка неприоритетного потока (𝜆2 )
7. Если прибор свободен, то состояние прибора равно 2.
8. Если прибор занят, и во 2-ой очереди есть место, то число заявок
во 2-ой очереди увеличивается на 1.

— Закончилось время ожидания заявки неприоритетного по-
тока (𝑗𝛼2 )
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9. Если во 2-ой очереди есть заявки, то число заявок во 2-ой очереди
уменьшается на 1.

— Завершила обслуживание заявка неприоритетного потока
(𝜇2 )
10. Если в 1-ой очереди нет заявок, во 2-ой очереди есть заявка, то
число заявок во 2-ой очереди уменьшается на 1.
11. Если в 1-ой очереди есть заявка, то состояние прибора равно 1,
а число заявок в 1-ой очереди уменьшается на 1.
12. Если в 1-ой очереди нет заявок, и во 2-ой очереди нет заявок, то
состояние прибора равно 0.

На рисунках 2 и 3 представлены соответствующие графы переходов
состояний рассматриваемого трехмерного марковского процесса.

Рис. 2. Граф переходов для диагональных элементов матрицы процесса
{𝑘(𝑡), 𝑖(𝑡), 𝑗(𝑡)}

3. Алгоритм вычисления стационарного распределения
вероятностей

Наиболее трудоемкой частью исследования системы вручную явля-
ется составление матрицы коэффициентов, ведь при увеличении коли-
чества мест в бункерах ожидания всего на единицу наблюдается рез-
кое увеличение числа уравнений, а значит, и размерности матрицы.
К тому же, важно сопоставить индекс состояния с самим состоянием
{𝑘(𝑡), 𝑖(𝑡), 𝑗(𝑡)}. Именно эти два момента представляют интерес при со-
здании алгоритма, описанного в настоящей статье. Алгоритм реализо-
ван на языке программирования Python.
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Рис. 3. Граф переходов для определенных состояний системы {𝑘(𝑡), 𝑖(𝑡), 𝑗(𝑡)}

Алгоритм вычисления стационарного распределения веро-
ятностей:

1. Установить взаимно-однозначное соответствие между индексом
состояния 𝑛 ∈ [0, . . . , 2 * (𝑁1 + 1) * (𝑁2 + 1)] и состоянием (𝑘, 𝑖, 𝑗) при
помощи структуры dict (словарь).

2. Определить нулевую матрицу A в структуре numpy.array (дву-
мерный массив) размерности |𝑈 |*|𝑈 |.

3. Заполнить матрицу A в соответствии с таблицей 1.
4. Заполнить последнюю строку матрицы A единицами.
5. Заполнить вектор свободных членов b в структуре numpy.array

(одномерный массив), у которого все элементы равны нулю, кроме по-
следнего — он равен единице.

6. Решить систему линейных алгебраических уравнений Ax=b с
помощью метода numpy.linalg.solve(), аргументами которого являются
матрица A и вектор b.

Ключевым результатом работы алгоритма будет являться вывод
распределения вероятностей по всем возможным состояниям системы.
Например, для параметров 𝑁1 = 1, 𝑁2 = 2, 𝜆1 = 0.2, 𝜆2 = 0.5, 𝜇1 =
0.2, 𝜇2 = 0.3, 𝛼1 = 0.02, 𝛼2 = 0.03 программа, использующая описан-
ный алгоритм, выдаст следующее распределение вероятностей:
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(0, 0, 0) : 0.03 (2, 0, 0) : 0.06
(1, 0, 0) : 0.015 (2, 0, 1) : 0.108
(1, 0, 1) : 0.044 (2, 0, 2) : 0.1
(1, 0, 2) : 0.222 (2, 1, 0) : 0.016
(1, 1, 0) : 0.005 (2, 1, 1) : 0.042
(1, 1, 1) : 0.033 (2, 1, 2) : 0.108
(1, 1, 2) : 0.217

Таблица 1
Алгоритм заполнения матрицы коэффициентов

Условие Действие
𝑘 = 0, 𝑖 = 0, 𝑗 = 0 𝐴[𝑛, 𝑛]− = 𝜆1 + 𝜆2; 𝐴[𝑛, (1, 0, 0)]+ = 𝜇1;

𝐴[𝑛, (2, 0, 0)]+ = 𝜇2

𝑘 = 1, 𝑖 > 0 𝐴[𝑛, 𝑛]− = 𝜇1

𝑘 = 2, 𝑖 > 0 𝐴[𝑛, 𝑛]− = 𝜇2

𝑘 = 1, 𝑖 = 0, 𝑗 = 0 𝐴[𝑛, 𝑛]− = 𝜇1 ; 𝐴[𝑛, (0, 0, 0)]+ = 𝜆1
𝑘 = 2, 𝑖 = 0, 𝑗 = 0 𝐴[𝑛, 𝑛]− = 𝜇2 ; 𝐴[𝑛, (0, 0, 0)]+ = 𝜆2
𝑘 = 1, 𝑖 = 0, 𝑗 > 0 𝐴[𝑛, 𝑛]− = 𝜇1

𝑘 = 2, 𝑖 = 0, 𝑗 > 0 𝐴[𝑛, 𝑛]− = 𝜇2

𝑖 > 0 𝐴[𝑛, 𝑛]− = 𝑖𝛼1

𝑗 > 0 𝐴[𝑛, 𝑛]− = 𝑗𝛼2

𝑘 > 0, 𝑖 > 0 𝐴[𝑛, (𝑘, 𝑖− 1, 𝑗)]+ = 𝜆1
𝑘 > 0, 𝑗 > 0 𝐴[𝑛, (𝑘, 𝑖, 𝑗 − 1)]+ = 𝜆2
𝑘 > 0, 𝑖 < 𝑁1 𝐴[𝑛, 𝑛]− = 𝜆1 ; 𝐴[𝑛, (𝑘, 𝑖+ 1, 𝑗)]+ = (𝑖+ 1)𝛼1

𝑘 > 0, 𝑗 < 𝑁2 𝐴[𝑛, 𝑛]− = 𝜆2 ; 𝐴[𝑛, (𝑘, 𝑖, 𝑗 + 1)]+ = (𝑗 + 1)𝛼2

𝑘 = 1, 𝑖 < 𝑁1 𝐴[𝑛, (1, 𝑖+ 1, 𝑗)]+ = 𝜇1 ; 𝐴[𝑛, (2, 𝑖+ 1, 𝑗)]+ = 𝜇2

𝑘 = 2, 𝑖 = 0, 𝑗 < 𝑁2 𝐴[𝑛, (1, 0, 𝑗 + 1)]+ = 𝜇1 ; 𝐴[𝑛, (2, 0, 𝑗 + 1)]+ = 𝜇2

Заключение

В настоящем материале описан алгоритм вычисления стационарно-
го распределения вероятностей, позволяющий рассматривать системы
с приоритетами на сколь угодно больших объемах бункеров ожидания.
Представленный алгоритм не только расширяет возможности исследо-
вания систем с приоритетами, но и оптимизирует вычислительную ра-
боту исследователей, автоматизируя заполнение матрицы коэффициен-
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тов и, как следствие, построение системы уравнений для вычисления
распределения вероятностей.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Степанов С.Н. Теория телетрафика: концепции, методы, приложения.
М: Горячая линия — Телеком, 2015. 868 с.

2. Бронштейн О.И, Духовный И.М Модели приоритетного обслуживания
в информационно-вычислительных системах. М: Наука, 1976. 220 с.

3. Назаров А.А., Змеев О.А. Ограничение нагрузки в телекоммуникацион-
ных сетях // Научное творчество молодежи. Математика. Информатика.
Материалы XVIII Всерос.научн.-практ. конфер. 2014. С. 11–15.

4. Moiseeva S. P., Pakulova E.A, Haustova N.G. Mathematical Model of
Information Processing with Relative Priority and Different Service Intensity.
//2023 IEEE 19 th International Asian School-Seminar Optimization
Problems of Complex Systems (OPCS), 14-22 august 2023. P. 65-69.

Хаустова Наталья Глебовна — студент Национального исследовательско-
го Томского государственного университета. E-mail: khaustovan@inbox.ru

Моисеева Светлана Петровна — д.ф.-м.н., профессор Националь-
ного исследовательского Томского государственного университета. E-mail:
smoiseeva@mail.ru

Пакулова Екатерина Анатольевна — к.т.н., доцент, Южный федераль-

ный университет. E-mail: epakulova@sfedu.ru



ИТММ – 2024
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г. Томск, Россия

В работе представлено исследование однолинейной RQ-системы
с катастрофами. На вход поступает простейший поток поло-
жительных заявок, время обслуживания прибора распределе-
но по экспоненциальному закону. Заявки, не получившие обслу-
живание, отправляются на орбиту, где осуществляют случай-
ную задержку. Катастрофы происходят в моменты наступле-
ния событий простейшего потока отрицательных заявок, кото-
рые в момент прихода уничтожают все «положительные» за-
явки, находящиеся в системе: как на приборе, так и на орби-
те. В работе найдено стационарное распределение вероятностей
числа заявок на орбите методом асимптотического анализа в
условии высокой интенсивности входящего потока. Ключевые
слова: RQ-система, отрицательные заявки, катастрофы, вы-
сокая интенсивность входящего потока.

Введение

Системы массового обслуживания с повторными вызовами (Retrial
queueing systems или RQ-системы) это современные математические
модели теории массового обслуживания (ТМО). Такие модели широ-
ко используются для построения, анализа и оптимизации различных
инфо-коммуникационных систем, в которых используются механизмы
для осуществления повторных попыток получить обслуживание спу-
стя некоторое случайное время. Примерами таких систем являются се-
ти связи, использующие протоколы множественного случайного досту-
па, call-центры, центры распределенных вычислений и другие систе-
мы [1, 2].

Также важным направлением ТМО являются G-системы и G-сети
[3, 4]. Данные модели включают в себя понятие отрицательных заявок,
которые могут оказывать различные виды негативных воздействий на
систему: от уничтожения одного обрабатывающегося запроса до ката-
строф, приводящих к обнулению всей системы [5]. Актуальность та-
ких моделей обусловленна различными негативными воздействиями на
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инфо-коммуникационные системы, такими как вирусные поражения,
хакерские атаки, системные сбои и другие угрозы.

В работе предлагается асимтпотический метод исследования RQ-
системы M/M/1 с катастрофами в условии высокой интенсивности вхо-
дящего потока [6].

1. Математическая модель

В работе рассматривается однолинейная RQ-система M/M/1 (Рису-
нок 1). На вход системы поступает простейший поток положительных
заявок с параметром 𝜆. Время обслуживания каждой заявки распреде-
лено по экспоненциальному закону с параметром 𝜇. Когда прибор ока-
зывается занят, то входящая заявка идет на орбиту, где осуществляет
случайную задержку, продолжительность которой имеет экспоненци-
альное распределение с параметром 𝜎. С орбиты после случайного вре-
мени задержки заявка вновь обращается к обслуживающиму прибору
с повторной попыткой.

Также на вход поступает простейший поток отрицательных заявок
с параметром 𝛾. Отрицательная заявка не нуждается в обслуживании,
при поступлении, она «обнуляет» всю систему, то есть все заявки, на-
ходящиеся на обслуживании и орбите покидают систему. Такие модели
называют системами с катастрофами.

Рис. 1. RQ-система M|M|1 с катастрофами

Пусть 𝑖(𝑡) – число заявок на орбите, а 𝑘(𝑡) – определяет состояние
прибора следующим образом:

𝑘(𝑡) =

{︃
0,прибор свободен,

1,прибор занят.
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Ставится задача нахождения стационарного распределения вероят-
ностей числа заявок на орбите. Обозначим 𝑃{𝑘(𝑡) = 𝑘, 𝑖(𝑖) = 𝑖} = 𝑃 (𝑘, 𝑖)
– стационарные вероятности того, что прибор находится в состоянии
𝑘, а на орбите 𝑖 заявок. Двумерный процесс {𝑘(𝑡), 𝑖(𝑡)} является Мар-
ковским. Система уравнений Колмогорова в стационарном виде будет
иметь вид:

при 𝑖 = 0 :{︂
−(𝜆+ 𝛾)𝑃 (0, 0) + 𝜇𝑃 (1, 0) + 𝛾 = 0,
−(𝜆+ 𝜇+ 𝛾)𝑃 (1, 0) + 𝜆𝑃 (0, 0) + 𝜎𝑃 (0, 1) = 0,

при 𝑖 > 0 : (1){︂
−(𝜆+ 𝑖𝜎 + 𝛾)𝑃 (0, 𝑖) + 𝜇𝑃 (1, 𝑖) = 0,
−(𝜆+ 𝜇+ 𝛾)𝑃 (1, 𝑖) + 𝜆𝑃 (0, 𝑖) + 𝜎(𝑖+ 1)𝑃 (0, 𝑖+ 1) + 𝜆𝑃 (1, 𝑖− 1) = 0.

Составим систему уравнений, определяющих частичные характери-

стические функции 𝐻(𝑘, 𝑢) =
∞∑︀
𝑖=0

𝑒𝑗𝑢𝑖𝑃 (𝑘, 𝑖). Cистема (1) перепишется в

виде:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−𝑗𝜎 𝜕𝐻(0, 𝑢)

𝜕𝑢
= −(𝜆+ 𝛾)𝐻(0, 𝑢) + 𝜇𝐻(1, 𝑢) + 𝛾,

𝑗𝜎𝑒−𝑗𝑢
𝜕𝐻(0, 𝑢)

𝜕𝑢
= −(𝜆+ 𝜇+ 𝛾)𝐻(1, 𝑢) + 𝜆𝐻(0, 𝑢) + 𝜆𝑒𝑗𝑢𝐻(1, 𝑢).

(2)
Сложив уравнения системы (2), получим:

𝑗𝜎(𝑒−𝑗𝑢 − 1)
𝜕𝐻(0, 𝑢)

𝜕𝑢
=

= 𝛾 − 𝛾(𝐻(0, 𝑢) +𝐻(1, 𝑢)) + 𝜆(𝑒𝑗𝑢 − 1)𝐻(1, 𝑢).
(3)

Для решения системы (2)–(3) в работе предлагается метод асимпто-
тического анализа в условии высокой интенсивности входящего потока
(𝜆→∞).

2. Асимптотический анализ

Введем обозначения:

𝜆 =
�̂�

𝜀
, где 𝜀→ 0, 𝑢 = 𝜀𝑤,𝐻(1, 𝑢) = 𝐹 (1, 𝑤, 𝜀), 𝐻(0, 𝑢) = 𝜀𝐹 (0, 𝑤, 𝜀).
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Тогда из уравнений (2)–(3) получим:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑗𝜎 𝜕𝐹 (0, 𝑤, 𝜀)
𝜕𝑤

= −

(︃
�̂�

𝜀
+ 𝛾

)︃
𝜀𝐹 (0, 𝑤, 𝜀) + 𝜇𝐹 (1, 𝑤, 𝜀) + 𝛾,

𝑗𝜎𝑒−𝑗𝜀𝑤
𝜕𝐹 (0, 𝑤, 𝜀)

𝜕𝑤
= −

(︃
�̂�

𝜀
+ 𝜇+ 𝛾

)︃
𝐹 (1, 𝑤, 𝜀) + �̂�𝐹 (0, 𝑤, 𝜀)+

+
�̂�

𝜀
𝑒𝑗𝜀𝑤𝐹 (1, 𝑤, 𝜀),

𝑗𝜎(𝑒−𝑗𝜀𝑤 − 1)
𝜕𝐹 (0, 𝑤, 𝜀)

𝜕𝑤
= 𝛾 − 𝛾(𝜀𝐹 (0, 𝑤, 𝜀) + 𝐹 (1, 𝑤, 𝜀))+

+
�̂�

𝜀
(𝑒𝑗𝜀𝑤 − 1)𝐹 (1, 𝑤, 𝜀).

(4)

Выполним предельный переход 𝜀→ 0 в (4):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
−𝑗𝜎 𝜕𝐹 (0, 𝑤)

𝜕𝑤
= −�̂�𝐹 (0, 𝑤) + 𝜇𝐹 (1, 𝑤) + 𝛾,

𝑗𝜎
𝜕𝐹 (0, 𝑤)

𝜕𝑤
= − (𝜇+ 𝛾)𝐹 (1, 𝑤) + �̂�𝐹 (0, 𝑤) + �̂�(𝑗𝑤)𝐹 (1, 𝑤),

0 = 𝛾 − 𝛾𝐹 (1, 𝑤) + �̂�𝑗𝑤𝐹 (1, 𝑤).

(5)

Из последнего уравнения системы (5) выразим:

𝐹 (1, 𝑤) =
𝛾

𝛾 − �̂�𝑗𝑤
.

Тогда асимптотическая характерестическая функция числа заявок
на орбите в условии большой загрузки может быть представлена функ-
цией:

ℎ(𝑢) ≈ 𝐹
(︁
1,
𝑢

𝜀

)︁
=

𝛾

𝛾 − 𝑗𝑢𝜆
.

Таким образом распределение вероятности числа заявок на орбите

является экспоненциальным с параметром
𝛾

𝜆
.

Заключение

В работе был проведен асимптотический анализ многолинейной RQ-
системы M/M/1 с катастрофами в условии высокой интенсивности вхо-
дящего потока. В ходе исследования было получено, что распределение
вероятностей числа заявок на орбите в рассмотренной модели экспонен-

циальное с параметром
𝛾

𝜆
.
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АСИМПТОТИЧЕСКИХ РЕЗУЛЬТАТОВ ПРИ

ИССЛЕДОВАНИИ МАРКИРОВАННОГО ММРР
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Национальный исследовательский Томский государственный университет,

г. Томск, Россия

В работе рассматривается модель двумерного маркированного
ММРР и решается задача построения аппроксимаций числа со-
бытий, наступивших в потоке за определенное время, которые
строятся на основе реализации метода асимптотического анали-
за потока в предельном условии растущего времени наблюде-
ния за потоком. Качество предельных распределений подтвер-
ждается путем их сравнения с допредельным распределением.
Ключевые слова: маркированный ММРР, метод асимптоти-
ческого анализа, аппроксимация распределения вероятностей

Введение

Проектируя современные многомодальные интерфейсы, в которых
одновременно поступают запросы разной природы, необходимо учиты-
вать особенности процессов при их совместном взаимодействии. При
этом, моделируя потоки разрозненной информации, важно выделять
необходимые входящие сообщения. Для описания таких неоднородных
процессов разработаны маркированные потоки [2], [3], [4], [5]. В сиду
сложной структуры таких потоков исследователи применяют методы
имитационного и численного моделирования, реализуя которые часто
сталкиваются с проблемами увеличения размерности решаемых систем.
В работе описывается асимптотический метод, реализация которого для
одно из классов маркиррованных потоков (ММРР) позволяет получить
достаточно простые выражения для распределения вероятностей чис-
ла событий, наступивших в исследуемом потоке за определенное вре-
мя. Область применимости асимптотических результатов определяется
путем сравнения с допредельными распределениями, которые удается
записать в интегральном виде.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-21-
00454, https://rscf.ru/project/24-21-00454/
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1. Математическая модель

Двумерный маркированный ММРР задан генератором Q инфини-
тезимальных характеристик управляющей цепи Маркова 𝑚(𝑡) с непре-

рывным временем; матрицами Λ(1) и Λ(2) интенсивностей 𝜆
(1)
𝑚 и 𝜆

(2)
𝑚

наступления событий первого и второго типов в𝑚-ом состоянии. Состо-
яния двумерного ММРР совпадают со значениями, которые принимает
управляющая цепь Маркова 𝑚(𝑡) в момент времени 𝑡. Когда двумер-
ный маркированный ММРР перейдет в состояние 𝑣 в момент времени
𝑡𝑚, он пробудет в нем до момента 𝑡𝑚+1 согласно генератору инфините-
зимальных характеристик Q. В течение этого времени будут наступать
события первого и второго типов согласно диагональным матрицам ин-
тенсивностей Λ(1) и Λ(2) соответственно. Далее в момент времени 𝑡𝑚+1

маркированный ММРР перейдет в некоторое другое состояние и про-
цедура повторится. Обозначим процессы 𝑛1(𝑡) и 𝑛2(𝑡) – число событий
первого и второго типов, наступивших в исследуемом потоке за время 𝑡.

Определим трехмерный марковский процесс {𝑛1(𝑡), 𝑛2(𝑡),𝑚(𝑡)}, для
распределения вероятностей

𝑃𝑚(𝑛1, 𝑛2, 𝑡) = 𝑃{𝑛1(𝑡) = 𝑛1, 𝑛2(𝑡) = 𝑛2,𝑚(𝑡) = 𝑚} (1)

составим систему дифференциальных уравнений Колмогорова

𝜕𝑃𝑚(𝑛1, 𝑛2, 𝑡)

𝜕𝑡
= −

(︁
𝜆(1)𝑚 + 𝜆(2)𝑚

)︁
𝑃𝑚(𝑛1, 𝑛2, 𝑡)+

+𝜆(1)𝑚 𝑃𝑚(𝑛1 − 1, 𝑛2, 𝑡) + 𝜆(2)𝑚 𝑃𝑚(𝑛1, 𝑛2 − 1, 𝑡) +

𝑀∑︁
𝑣=0

𝑃𝑣(𝑛1, 𝑛2, 𝑡)𝑞𝑣𝑚. (2)

Решая данную систему, получим интегральные формулы для вычисле-
ния маргинальных распределений вероятностей числа событий первого
и второго типов, наступивших в ММРР.

Теорема 1. Распределения вероятностей числа событий первого
и второго типов, наступивших в ММРР за время 𝑡 имеют вид

𝑃 (𝑛𝑙, 𝑡) =
1

2𝜋
×

×
∞∫︁
−∞

𝑒−𝑗𝛼𝑡r

(︂(︁
Λ(𝑙) −Q− 𝑗𝛼I

)︁−1
Λ(𝑙)

)︂𝑛𝑙 (︁
Λ(𝑙) −Q− 𝑗𝛼I

)︁−1
e𝑑𝛼, (3)

где 𝑙 = 1, 2, 𝑗 =
√
−1, r = [𝑟𝑚], 𝑚 = 0, ...,𝑀 – вектор стационар-

ных вероятностей состояний цепи Маркова 𝑚(𝑡), определяемый си-
стемой линейных алгебраических уравнений и условием нормировки
rQ = 0, re = 1.
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Нахождение значений полученных распределений (3) требует затрат
машинного времени, которое не всегда приводит к определенным ре-
зультатам. Поэтому получим простые выражения для предельных рас-
пределений вероятностей числа событий, наступивших за время 𝑡 в
ММРР. Реализуя метод асимптотического анализа, систему (2) пере-
пишем для частичных характеристических функций

𝐻𝑚(𝑢1, 𝑢2, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛1=0

∞∑︁
𝑛2=0

𝑒𝑗𝑢1𝑛1𝑒𝑗𝑢2𝑛2𝑃𝑚(𝑛1, 𝑛2, 𝑡), (4)

Введем следующие обозначения

H(𝑢1, 𝑢2, 𝑡) = {𝐻1(𝑛1, 𝑛2, 𝑢, 𝑡), ...,𝐻𝑀 (𝑛1, 𝑛2, 𝑢, 𝑡)},

𝜕H(𝑢1, 𝑢2, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕𝐻1(𝑢1, 𝑢2, 𝑡)

𝜕𝑡
, ...,

𝜕𝐻𝑀 (𝑢1, 𝑢2, 𝑡)

𝜕𝑡
, (5)

запишем задачу Коши в матричном виде

𝜕H(𝑢1, 𝑢2, 𝑡)

𝜕𝑡
= H(𝑢1, 𝑢2, 𝑡){Q+ (𝑒𝑗𝑢1 − 1)Λ(1) + (𝑒𝑗𝑢2 − 1)Λ(2)},

H(𝑢1, 𝑢2, 0) = r. (6)

Последняя система будет основной в дальнейших исследованиях.

2. Асимптотический анализ числа заявок, наступивших в
MMPP в предельном условии растущего времени

наблюдения

Рассмотрим систему (8) в предельном условии растущего времени
наблюдения за потоком, которое характеризуется заменой 𝑡 = 𝜏𝑇 , где
𝑇 – неограниченно возрастающая положительная величина. Это равен-
ство определяет зависимость времени 𝑡 от «медленного времени» 𝜏 , так
как для любого фиксированного значения 𝜏 > 0 значение 𝑡 неограни-
ченно возрастает.

Метод асимптотического анализа реализуется в два этапа. На пер-
вом этапе вводится обозначение 1/𝑇 = 𝜀 , где 𝜀 – малый положительный
параметр, в задаче (8) выполняются замены 𝑡𝜀 = 𝜏 , 𝑢1 = 𝜀𝑤1, 𝑢2 = 𝜀𝑤2,
H(𝑢1, 𝑢2, 𝑡) = F(𝑤1, 𝑤2, 𝜏, 𝜀). Первая замена определяет асимптотиче-
ское условие растущего времени наблюдения за двумерным маркиро-
ванным ММРР, при выполнении которого число событий, наступивших
за время 𝑡, также неограниченно возрастает. Для компенсации этого
неограниченного возрастания выполняется вторая замена, которая эк-
вивалентна рассмотрению класса процессов 𝜀𝑛1(𝑡) = 𝜀𝑛1

(︀
𝜏
𝜀

)︀
, 𝜀𝑛2(𝑡) =
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𝜀𝑛2
(︀
𝜏
𝜀

)︀
, для которых можно ожидать сходимости при 𝜀 → 0. Реализуя

метод асимптотического анализа на первом этапе строится предельная
характеристическая функция, которую мы будем называть асимптоти-
кой первого порядка числа событий первого и второго типов, наступив-
ших в двумерном маркированном ММРР.

Теорема 2. Предельная характеристическая функция ℎ1(𝑢1, 𝑢2, 𝑡)
числа событий первого и второго типа сообщений, наступивших в дву-
мерном маркированном ММРР за время 𝑡 имеет вид

ℎ1(𝑢1, 𝑢2, 𝑡) = 𝑒𝑥𝑝
{︁
𝑗𝑢1κ(1)

1 𝑇𝑡+ 𝑗𝑢2κ(2)
1 𝑇𝑡

}︁
. (7)

Здесь величины κ(1)
1 и κ(2)

1 определяются равенствами

κ(1)
1 = rΛ(1)e, κ(2)

1 = rΛ(2)e. (8)

Очевидно, асимптотика первого порядка ℎ1(𝑢1, 𝑢2, 𝑡) определяет

средние значения κ(1)
1 𝑡 и κ(2)

1 𝑡 числа событий первого и второго типов,
наступивших в потоке за время 𝑡.

Для построения предельного распределения вероятностей реализу-
ется второй этап метода асиптотического анализа. Систему (8) перепи-
шем с учетом замены

H(𝑢1, 𝑢2, 𝑡) = 𝑒𝑥𝑝
{︁
𝑗𝑢1κ(1)

1 𝑇𝑡+ 𝑗𝑢2κ(2)
1 𝑇𝑡

}︁
H2(𝑢1, 𝑢2, 𝑡).

Введем обозначения 1/𝑇 = 𝜀2, и сделаем замены 𝑡𝜀2 = 𝜏 , 𝑢1 = 𝜀𝑤1, 𝑢2 =
𝜀𝑤2, H2(𝑢1, 𝑢2, 𝑡) = F2(𝑤1, 𝑤2, 𝜏, 𝜀). Аналогично асимптотике первого
порядка первая замена определяет асимптотическое условие растущего
времени наблюдения за потоком, при выполнении которого возраста-
ют не только значения процессов 𝑛1(𝑡) и 𝑛2(𝑡), но также возрастают и

значения центрированных процессов 𝑛1(𝑡) − κ(1)
1 𝑡 и 𝑛2(𝑡) − κ(2)

1 𝑡. Для
компенсации этого возрастания выполняется вторая замена, которая
эквивалентна рассмотрению класса процессов

𝜀
(︁
𝑛𝑙(𝑡)− κ(𝑙)

1 𝑡
)︁
= 𝜀

(︁
𝑛𝑙

(︁ 𝜏
𝜀2

)︁
− κ(𝑙)

1

𝜏

𝜀2

)︁
, 𝑙 = 1, 2,

для которых можно ожидать сходимость при 𝜀→ 0. Результатом приме-
нения метода асимптотического анализа на втором этапе будет получе-
на предельная характеристическая функция числа событий, наступив-
ших в исследуемом потоке, которую будем называть асимптотикой вто-
рого порядка. Отметим, что асимптотики первого и второго порядков
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рассматриваемого метода асимптотического анализа аналогичны зако-
ну больших чисел и центральной предельной теореме теории вероятно-
стей.

Теорема 3. Предельная характеристическая функция ℎ2(𝑢1, 𝑢2, 𝑡)
числа событий первого и второго типа сообщений, наступивших в дву-
мерном маркированном ММРР за время 𝑡 имеет вид

ℎ2(𝑢1, 𝑢2, 𝑡) = 𝑒𝑥𝑝
{︁
𝑗𝑢1κ(1)

1 𝑇𝑡+ 𝑗𝑢2κ(2)
1 𝑇𝑡+

+
(𝑗𝑢1)

2

2
κ(1)
2 𝑇𝑡+

(𝑗𝑢2)
2

2
κ(2)
2 𝑇𝑡+ 𝑗𝑢1 · 𝑗𝑢2 · κ12𝑇𝑡

}︂
. (9)

Здесь величины κ(1)
1 и κ(2)

1 определяются равенствами (10), величины

κ(1)
2 , κ(2)

2 и κ12 – равенствами

κ(1)
2 = 2g1Λ

(1)e+ κ(1)
1 ,

κ(2)
2 = 2g2Λ

(2)e+ κ(2)
1 ,

κ12 = g1Λ
(2)e+ g2Λ

(1)e, (10)

векторы g1 и g2 являются решениями систем линейных алгебраических
уравнений

g𝑙Q = r
(︁
κ(𝑙)
1 I−Λ(𝑙)

)︁
, g𝑙e = 0, 𝑙 = 1, 2. (11)

Получили, что предельное распределение вероятностей числа событий,
наступивших в двумерном маркированном ММРР, можно аппрокси-
мировать двумерным гауссовским распределением с асимптотическими

средними κ(1)
1 𝑇𝑡 и κ(2)

1 𝑇𝑡, дисперсиями κ(1)
2 𝑇𝑡 и κ(2)

2 𝑇𝑡 и ковариаци-
ей κ12𝑇𝑡 числа событий первого и второго типов, которые насупили в
потоке за время 𝑡.

На основе двумерного распределения не сложно получить марги-
нальные распределения вероятностей числа событий первого и второго
типов, аппроксимации которых строятся по формуле

𝑃 (𝑛𝑙) =
𝑝(𝑛𝑙)∑︀∞

𝑛𝑙=0 𝑝(𝑛𝑙)
, 𝑙 = 1, 2, (12)

где 𝑝(𝑥1, 𝑥2) – предельная одномерная гауссовская плотность распреде-
ления вероятностей числа событий 𝑙-го типа.
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3. Численный пример

Для модели двумерного маркированного ММРР зададим матрицы

Q =

⎛⎝ −1 0, 4 0, 6
0, 2 −0, 5 0, 3
0, 3 0, 4 −0, 7

⎞⎠ , 𝑇 = 30, 𝑡 = 1,

Λ(1) =

⎛⎝ 1 0 0
0 2 0
0 0 3

⎞⎠ ,Λ(2) =

⎛⎝ 0, 7 0 0
0 0, 8 0
0 0 2

⎞⎠ .

Асимптотические характеристики принимают следующие значения

κ(1)
1 𝑇𝑡 = 64, 87, κ(2)

1 𝑇𝑡 = 36, 33, κ(1)
2 𝑇𝑡 = 90, 04, κ(2)

2 𝑇𝑡 = 55, 71 и
κ12𝑇𝑡 = 16, 27. Графики, иллюстрирующие сравнение построенных ап-
проксимаций 𝑃1𝑎𝑠(𝑛), 𝑃2𝑎𝑠(𝑛) распределения вероятностей числа за-
явок двух типов с допредельными распределениями 𝑃1𝑑𝑜𝑝(𝑛), 𝑃2𝑑𝑜𝑝(𝑛)
представлены на рисунке 1.

Рис. 1. Сравнение аппроксимаций распределений вероятностей числа событий
двух типов с допредельными распределениями в двумерном маркированном
ММРР

Полученные численные результаты говорят о достаточно высокой
точности предложенной гауссовской аппроксимации. С увеличением
значений времени 𝑡 точность гауссовской аппроксимации естественно
повышается в силу предельного условия. При малых параметрах 𝑡 ре-
комендуется пользоваться допредельными интегральными формулами
для нахождения маргинальных распределений вероятностей числа со-
бытий в двумерном маркированном ММРР в виде (3). При достаточно
больших значениях времени 𝑡 реализация численных алгоритмов на-
хождения распределения вероятностей становится практически невоз-
можным, и в этом случае целесообразно применение асимптотических
результатов.
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Заключение

В работе выполнено исследование двумерного маркированного
ММРР. Найдены распределения вероятностей числа событий двух ти-
пов, наступивших в потоке за время 𝑡. Эти распределения найдены как
в допредельной ситуации в виде достаточно сложных выражений, чис-
ленная реализация которых требует значительных затрат машинного
времени, так и в предельном условии растущего времени наблюдения за
потоком. Показано, что асимптотические распределения вероятностей
являются гауссовскими и определяются несложными выражениями.
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Статья посвящена исследованию и аналитическому моделирова-
нию кластерной системы. Замкнутая по структуре G-сеть массо-
вого обслуживания с запросами положительного и отрицатель-
ного классов применяется для построения математической мо-
дели кластерной системы при учете негативного воздействия
вредоносного кода и ошибок на ее узлы. Генерируется мно-
жество доходов в зависимости от направления пакетов между
узлами кластера. Получено дифференциальное уравнение для
рассчета дохода кластерной системы за время 𝑡 при известном
начальном состоянии. Целью работы является расчет дохода,
генерируемого кластерной моделью в асимптотическом случае
большого числа обрабатываемых запросов. Ключевые слова:
сеть массового обслуживания, G-сеть, сеть с доходами, ме-
тод асимптотического анализа, кластерная система.

Введение

Cистемы, предназначенные для параллельной обработки данных,
имеют широкое распространение. В основе таких систем лежит обра-
ботка поступающих задач. Эти задачи поступают на узлы системы, за-
прашивая ресурсы для обработки. Одним из средств моделирования
таких систем являются сети массового обслуживания. В данной статье
построена модель кластерной системы. Кластер — это связанный на-
бор вычислительных систем (компьютеров), используемый в качестве
объединенного вычислительного ресурса.

Марковский процесс служит математической моделью при иссле-
довании сложных систем. Р. Ховард исследовал марковский процесс с
непрерывным временем в предположении, что он получает вознаграж-
дение (доход) в 𝑅𝑖𝑗 условных единиц (у.е.), когда система совершает
переход из состояния 𝑖 в состояние 𝑗, 𝑖 ̸= 𝑗, а также получает доход
в размере 𝑅𝑖 у.е. за единицу времени пребывания в состоянии 𝑖. Хо-
вард назвал такой процесс «марковским процессом с вознаграждения-
ми (доходами)» [1]. Концепция марковских процессов с доходами была
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использована М.А. Маталыцким для определения сети массового об-
служивания (СеМО) с доходами — HM(Howard—Matalytski)-сети [2, 3].

G-сети — это обобщенные СеМО с несколькими типами запросов
(заявок), в частности положительными и отрицательными заявками. G-
сети впервые были представлены и изучены Э. Геленбе [4]. Область их
применения — моделирование вычислительных систем и сетей, оценка
их производительности, моделирование нейронных сетей и другие [5].

Целью данной работы является анализ доходов, генерируемых кла-
стерной моделью. С этой целью производится асимптотический анализ
замкнутой экспоненциальной G-сети с вознаграждениями с использо-
ванием аппроксимационного метода исследования СеМО при критиче-
ском предположении о большом, но ограниченном числе запросов [6, 7].

1. Описание модели. Постановка проблемы

Рассмотрим кластерную систему, которая включает в себя вычисли-
тельные устройства, выступающие в качестве отправителей, получате-
лей и обработчиков данных. Устройства объединяются в сетевую струк-
туру с помощью линий связи, таким образом в основе кластера лежит
сеть передачи данных. В сети передача информации происходит посред-
ством отдельных пакетов данных, при этом скорость передачи данных
по каналам, процессинг и направление пакетов имеют свои ограниче-
ния. В кластерной системе могут передаваться полезные данные, поте-
рявшие актуальность или поврежденные запросы, а также вредоносное
программное обеспечение (ПО). Предполагается, что прием и обработка
полезной информации приносит некоторый доход, а выполнение неак-
туальных задач и вредоносного кода приводит к потерям. В качестве
модели кластерной системы применяется G-сеть с доходами.

В основе матемалической модели лежит замкнутая экспоненциаль-
ная G-сеть из конечного числа узлов 𝑆0, 𝑆1,. . . , 𝑆𝑛. Между узлами
циркулирует фиксированное число 𝐾 запросов, соответствующих пе-
редаваемым на обработку данным. Узел 𝑆0 представляет собой IS-узел
(Infinite Server). IS-узел играет роль «внешней среды» или конечного ис-
точника 𝐾 запросов. Узел 𝑆0 генерирует пуассоновский поток запросов
с интенсивностью 𝜆0𝑘0, где 𝜆0 — интенсивность потока, 𝑘0 — количество
запросов в узле 𝑆0. Входящий поток делится на поток положительных
и отрицательных запросов. Обычные запросы относятся к положитель-
ному классу, а поврежденные, устаревшие или содержащие вредонос-
ное ПО принадлежат к отрицательному классу. Вероятность прихода
положительного запроса за короткий промежуток времени ∆𝑡 равна
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𝜆0𝑘0𝑝
+
0𝑖∆𝑡+ 𝑜 (∆𝑡), в то время как вероятность прихода отрицательного

запроса составляет 𝜆0𝑘0𝑝
−
0𝑖∆𝑡+ 𝑜 (∆𝑡), 𝑖 = 1, 𝑛,

𝑛∑︀
𝑖=1

(︀
𝑝+0𝑖 + 𝑝−0𝑖

)︀
= 1.

Каждый узел кластерной системы считается системой массово-
го обслуживания 𝑆𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, имееющей 𝑚𝑖 линий обслуживания и
бесконечный буфер. Вероятность завершения обслуживания положи-
тельного запроса в узле 𝑆𝑖 за короткий интервал времени ∆𝑡 равна
𝜇𝑖 min(𝑚𝑖, 𝑘𝑖)∆𝑡+ 𝑜(∆𝑡), где 𝑘𝑖 — число запросов в узле 𝑆𝑖; вероятность
завершения обслуживания двух и более запросов равна 𝑜(∆𝑡). Собы-
тия завершения обслуживания запросов в разных узлах сети являются
взаимно независимыми. Запросы обслуживаются по правилу FIFO. Ко-
гда запрос завершает обслуживание в узле 𝑆𝑖, он мгновенно передается
в узел 𝑆𝑗 как положительный с вероятностью 𝑝+𝑖𝑗 или отрицательный

с вероятностью 𝑝−𝑖𝑗 , иначе он передается в IS-узел 𝑆0 с вероятностью

𝑝+𝑖0 = 1 −
𝑛∑︀

𝑗=1

(︀
𝑝+𝑖𝑗 + 𝑝−𝑖𝑗

)︀
, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛. Отрицательные запросы, при-

бывающие в узел, не обслуживаются. Отрицательный запрос, прибыв-
ший в узел 𝑆𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, удаляет один положительный запрос из того же
узла и оба они немедленно передаются в IS-узел 𝑆0.

Состояние исследуемой G-сети описывается 𝑛-мерным марковским
процессом с непрерывным временем и конечным множеством состояний
k(𝑡) = (𝑘1(𝑡), 𝑘2(𝑡), . . . , 𝑘𝑛(𝑡)), где 𝑘𝑖(𝑡) — количество запросов в узле 𝑆𝑖

в момент 𝑡, 0 ≤ 𝑘𝑖(𝑡) ≤ 𝐾, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑡 ∈ [0,+∞), 𝑘0(𝑡) = 𝐾 −
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑘𝑖(𝑡).

Предположим, что описанная выше G-сеть зарабатывает 𝑅+
𝑖𝑗 у.е.,

когда положительный запрос переходит из узла 𝑆𝑖 в узел 𝑆𝑗 , а также
𝑅−𝑖𝑗 у.е., когда отрицательный запрос совершает такой же переход, 𝑖 ̸= 𝑗,

𝑖, 𝑗 = 0, 𝑛. Мы называем 𝑅+
𝑖𝑗 и 𝑅

−
𝑖𝑗 «доходами», связанными с переходом

положительного и отрицательного запроса, соответственно, из 𝑆𝑖 в 𝑆𝑗 ,
𝑅(k) — доход в единицу времени перебывания процесса в состоянии k.
Интересует вопрос: каков будет ожидаемый доход G-сети через время
𝑡, 𝑡 ∈ 𝑇 , если сейчас она находится в состоянии k.

2. Асимптотический анализ G-сети с доходами

Общая цель асимптотических методов в теории массового обслужи-
вания — изучение процессов обслуживания в системах и сетях массово-
го обслуживания путем нахождения для них подходящих приближений
при некотором критическом (предельном) предположении.

Используемая в качестве модели замкнутая экспоненциальная G-
сеть с доходами исследуется в асимптотическом случае большого числа
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запросов 𝐾. Осуществлен предельный переход от марковской цепи k(𝑡)
к непрерывному марковскому процессу ¸(𝑡). Математический подход,
используемый в данной работе основан на дискретной модели непре-
рывного марковского процесса [8].

Пусть 𝑉 (k, 𝑡) — общий ожидаемый доход G-сети, который сеть полу-
чит за время 𝑡 при начальном состоянии k. Для плотности дохода в слу-
чае асимптотической аппроксимации используется обозначение 𝑣(x, 𝑡),
x — начальное состояние, 𝑡 — оставшееся время. Пусть 𝜃(𝑥) — функция
Хевисайда, доопределенная при 𝑥 = 0 значением 0. В дальнейшем ис-
пользуется методика исследования СеМО при 𝐾 →∞. В таком случае

процесс ¸(𝑡) =
(︁

𝑘1(𝑡)
𝐾 , 𝑘2(𝑡)

𝐾 , . . . , 𝑘𝑛(𝑡)
𝐾

)︁
задает состояние сети. Пусть 𝑟+𝑖𝑗 ,

𝑟−𝑖𝑗 и 𝑟(x) — параметры дохода на единицу пространства состояний ¸(𝑡)

Теорема 1. В асимптотическом случае большого числа запросов
𝐾 функция плотности вознаграждения 𝑣(x, 𝑡) при условии, что она
дифференцируема по 𝑡 и дважды непрерывно дифференцируема по 𝑥𝑖,
𝑖 = 1, 𝑛, удовлетворяет с точностью 𝑜(𝜀2) = 𝑜(1/𝐾2), где 𝜀 = 1/𝐾, обоб-
щенному многомерному обратному уравнению Колмогорова:

𝜕𝑣(x, 𝑡)

𝜕𝑡
= −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖(x, 𝑡)
𝜕𝑣(x, 𝑡)

𝜕𝑥𝑖
+
𝜀

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐵𝑖𝑗(x, 𝑡)
𝜕2𝑣(x, 𝑡)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+ 𝑞(x), (1)

𝐴𝑖(x, 𝑡) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗 min(𝑙𝑗 , 𝑥𝑗)(𝑝
−
𝑗𝑖 − 𝑝

+
𝑗𝑖 + 𝛿𝑗𝑖)+

+𝜇𝑖 min(𝑙𝑖, 𝑥𝑖)

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑝−𝑖𝑗(1− 𝜃(𝑥𝑗))− 𝜆

(︃
1−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

)︃(︀
𝑝+0𝑖 − 𝑝

−
0𝑖

)︀
,

𝐵𝑖𝑖(x, 𝑡) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗 min(𝑙𝑗 , 𝑥𝑗)(𝑝
+
𝑗𝑖 + 𝑝−𝑗𝑖 + 𝛿𝑗𝑖)+

+𝜇𝑖 min(𝑙𝑖, 𝑥𝑖)

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑝−𝑖𝑗(1− 𝜃(𝑥𝑗)) + 𝜆

(︃
1−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

)︃(︀
𝑝+0𝑖 − 𝑝

−
0𝑖

)︀
,

𝐵𝑖𝑗(x, 𝑡) = 𝜇𝑖 min(𝑙𝑖, 𝑥𝑖)
(︀
𝑝−𝑖𝑗 − 𝑝

+
𝑖𝑗

)︀
, 𝑖 ̸= 𝑗,

𝑞(x) = 𝑟(x) +𝐾

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜇𝑖 min(𝑙𝑖, 𝑥𝑖)
(︀
𝑝+𝑖𝑗𝑟

+
𝑖𝑗 + 𝑝−𝑖𝑗𝑟

−
𝑖𝑗(2− 𝜃(𝑥𝑗))

)︀
+

+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖 min(𝑙𝑖, 𝑥𝑖)𝑝
+
𝑖0𝑟

+
𝑖0 +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆

(︃
1−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

)︃(︀
𝑝+0𝑖𝑟

+
0𝑖 + 𝑝−0𝑖𝑟

−
0𝑖

)︀)︃
,
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где 𝛿𝑗𝑖 — дельта Кронекера.

3. Математическая модель ожидаемого дохода

Решение уравнения (1) затруднительно. В связи с этим требу-
ется ряд последующих приближений. Очевидно, что коэффициен-
ты диффузии 𝐵𝑖𝑗(x, 𝑡) уравнения (1) имеют порядок 𝜀, тогда член

𝜀
2

𝑛∑︀
𝑖,𝑗=1

𝐵𝑖𝑗(x, 𝑡)
𝜕2𝑣(x,𝑡)
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

в правой части (1) является O(𝜀2). Значит, с точ-

ностью до членов порядка O(𝜀2) плотность дохода задается уравнением:

𝜕𝑣(x, 𝑡)

𝜕𝑡
= −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖(x, 𝑡)
𝜕𝑣(x, 𝑡)

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑞(x). (2)

Интегрируя плотность 𝑣(x, 𝑡) в пределах 𝑛-мерной области 𝐷, 𝐷 ⊆
𝑋, получаем общий ожидаемый доход, который сеть заработает за вре-
мя 𝑡 при начальном состоянии x ∈ 𝐷:

𝑉𝐷(𝑡) =

∫︁ ∫︁
𝐷

. . .

∫︁
𝑣(x, 𝑡)𝑑x.

Применяя это преобразование к обеим частям (2), используя правила
интегрирования, интегральное правило Лейбница, линейность коэффи-
циентов 𝐴𝑖(x, 𝑡) по x и граничное условие 𝐴(x, 𝑡)𝑣(x, 𝑡) = 0,x ∈ Γ(𝐷),
где Γ(𝐷) — отражающая граница области 𝐷 [8], мы получаем обык-
новенное линейное дифференциальное уравнение первого порядка для
ожидаемого вознаграждения 𝑉𝐷(𝑡):

𝑑

𝑑𝑡
𝑉𝐷(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝐴𝑖(x, 𝑡)

𝜕𝑥𝑖
· 𝑉𝐷(𝑡) +

∫︁ ∫︁
𝐷

. . .

∫︁
𝑞(x)𝑑x. (3)

Уравнение (3) — математическая модель для расчета ожидаемого дохо-
да кластерной системы 𝑉𝐷(𝑡) при известном 𝑉𝐷(0).

По аналогии с центром тяжести материального тела 𝐷 в физике мы
можем найти точку равновесия ожидаемого дохода, когда x ∈ 𝐷:

𝐸𝐷
𝑖 (𝑡) =

1

𝑉𝐷(𝑡)

∫︁ ∫︁
𝐷

. . .

∫︁
𝑥𝑖𝑣(x, 𝑡)𝑑x, 𝑖 = 1, 𝑛.

Заключение

В данной работе представлена аналитическая модель кластерной си-
стемы. Анализ ее доходности произведен на основе замкнутой экспо-
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ненциальной G-сети с доходами. Последовательность доходов, создава-
емая сетью, возникает за счет передачи запросов между узлами. Пред-
ставлены результаты математического моделирования, которые были
использованы для прогнозирования общего ожидаемого дохода G-сети
как функции оставшегося времени 𝑡, когда известно начальное состоя-
ние сети.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ СИСТЕМЫ
M(T)|M(T)|∞

В.А. Вавилов, А.А. Назаров

Томский государственный университет, Томск, Российская Федерация

В работе предлагается математическая модель системы массо-
вого обслуживания с неограниченным числом приборов, высо-
коинтенсивным нестационарным входящим потоком и парамет-
рами обслуживания, зависящими от времени. Для распределе-
ния вероятностей числа заявок в системе составлена система
дифференциальных уравнений Колмогорова. Выполнен асимп-
тотический анализ полученной системы в условиях высокой ин-
тенсивности входящего потока. Показано, что предельное рас-
пределение числа занятых приборов является нестационарным
гауссовским. В допредельном исследовании аналитически по-
лучено, что распределение числа занятых приборов является
пуассоновским. Расстояние Колмогорова между гауссовской ап-
проксимацией и пуассовским распределением является вполне
приемлемым. Keywords: система массового обслуживания с
неограниченным числом приборов, высокоинтенсивный входя-
щий поток, гауссовская аппроксимация, пуассоновское распре-
деление.

Введение

В настоящее время в связи с развитием цифровых и нейросетевых
технологий актуальным становится вопрос исследования систем обслу-
живания с параметрами, изменяющимися под воздействием тех или
иных факторов. Так, например, в работе [1] изучены системы обслу-
живания, параметры которых зависят от значений управляющих слу-
чайных процессов. В работах [2-3] представлены системы, параметры
функционирования которых - есть периодические функции, зависящие
от времени. В работе [4] можно найти исследование бесконечнолиней-
ной системы массового обслуживания с нестационарным пуассоновским
потоком, когда интенсивность входящего потока зависит от времени. В
работе [5] представлено исследование различных моделей бесконечно-
линейных систем обслуживания асимптотическим методом. В данной
работе рассмотрим систему обслуживания с неограниченным числом
приборов, нестационарным высокоинтенсивным пуассоновским входя-
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щим потоком и параметрами обслуживания, описываемыми периодиче-
скими функциями.

1. Описание математической модели

Рассмотрим систему массового обслуживания с неограниченным
числом приборов, на вход которой поступает нестационарный пуассо-
новский [6] с параметром 𝑁𝜆(𝑡) поток заявок, где 𝑁 – некоторый па-
раметр, принимающий достаточно большие значения. Заявка, посту-
пившая в систему, занимает свободный прибор и начинает немедленно
обслуживаться с интенсивностью 𝜇(𝑡) . По завершении обслуживания
заявка покидает систему. Число заявок в системе обозначим 𝑖(𝑡).

Обозначим 𝑃{𝑖(𝑡) = 𝑖} = 𝑃 (𝑖, 𝑡). В любой момент времени должно
выполняться условие нормировки

∑︀∞
𝑖=0 𝑃 (𝑖, 𝑡) = 1. Для распределения

вероятностей 𝑃 (𝑖, 𝑡) можно составить систему дифференциальных урав-
нений Колмогорова:

𝜕𝑃 (0, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝑁𝜆(𝑡)𝑃 (0, 𝑡) + 𝜇(𝑡)𝑃 (1, 𝑡),

𝜕𝑃 (𝑖, 𝑡)

𝜕𝑡
= −(𝑁𝜆(𝑡) + 𝑖𝜇(𝑡))𝑃 (𝑖, 𝑡) +𝑁𝜆(𝑡)𝑃 (𝑖− 1, 𝑡)+

+(𝑖+ 1)𝜇(𝑡)𝑃 (𝑖+ 1, 𝑡). (1)

Для исследования системы (1) перейдём от вероятностей 𝑃 (𝑖, 𝑡) к
характеристической функции:

𝐻(𝑢, 𝑡) =

∞∑︁
𝑖=0

𝑒𝑗𝑢𝑖𝑃 (𝑖, 𝑡),

где 𝑗 =
√
−1. Затем поделим левую и правую части на 𝑁 , система (1)

примет вид:

1

𝑁

𝜕𝐻(𝑢, 𝑡)

𝜕𝑡
= (𝑒𝑗𝑢 − 1)

(︂
𝜆(𝑡)𝐻(𝑢, 𝑡) + 𝑗𝑒−𝑗𝑢

𝜇(𝑡)

𝑁

𝜕𝐻(𝑢, 𝑡)

𝜕𝑢

)︂
. (2)

2. Асимптотика первого порядка

В системе вида (2) выполним следующие замены: 1/𝑁 = 𝜀, 𝑢 =
𝜀𝑤,𝐻(𝑢, 𝑡) = 𝐹1(𝑤, 𝑡, 𝜀), в результате имеем:

𝜀
𝜕𝐹1(𝑤, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑡
= (𝑒𝑗𝜀𝑤 − 1)

(︂
𝜆(𝑡)𝐹1(𝑤, 𝑡, 𝜀) + 𝑗𝑒−𝑗𝜀𝑤𝜇(𝑡)

𝜕𝐹1(𝑤, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑤

)︂
. (3)
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Обозначим: lim
𝜀→0

𝐹1(𝑤, 𝑡, 𝜀) = 𝐹1(𝑤, 𝑡).

Используем разложение функции 𝑒𝑗𝜀𝑤 в ряд Тейлора с точностью до
𝑂(𝜀2), поделим левую и правую части (3) на 𝜀, выполним предельный
переход при 𝜀→ 0, получим:

𝜕𝐹1(𝑤, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑗𝑤

(︂
𝜆(𝑡)𝐹1(𝑤, 𝑡) + 𝑗𝜇(𝑡)

𝜕𝐹1(𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤

)︂
. (4)

В (4) выполним замену 𝐹1(𝑤, 𝑡) = 𝑒𝑗𝑤𝑥(𝑡), будем иметь:

𝑥′(𝑡) = 𝜆(𝑡)− 𝜇(𝑡)𝑥(𝑡). (5)

Получили линейное неоднородное дифференциальное уравнение
первого порядка [7]. Полагаем, что в начальный момент времени систе-
ма свободна, поэтому начальное условие имеет вид 𝑥(0) = 0, а решение
(5) - следующий вид:

𝑥(𝑡) = 𝑒𝑥𝑝

(︂
−
∫︁ 𝑡

0

𝜇(𝑠)𝑑𝑠

)︂(︂
𝑥(0) +

∫︁ 𝑡

0

𝜆(𝑦)𝑒𝑥𝑝

(︂∫︁ 𝑦

0

𝜇(𝑠)𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑦

)︂
. (6)

3. Асимптотика второго порядка

Обозначим правую часть дифференциального уравнения (5) как
𝑎(𝑡). Вернёмся к переменной 𝑢, тогда 𝑒𝑗𝑤𝑥(𝑡) = 𝑒𝑗𝑁𝑢𝑥(𝑡). В уравнении
(2) выполним замену 𝐻(𝑢, 𝑡) = 𝐻2(𝑢, 𝑡)𝑒

𝑗𝑁𝑢𝑥(𝑡) и запишем его в виде:

1

𝑁

𝜕𝐻2(𝑢, 𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝑗𝑢𝑎(𝑡)𝐻2(𝑢, 𝑡) = (𝑒𝑗𝑢 − 1)×

×
(︂
(𝜆(𝑡)− 𝑒−𝑗𝑢𝑥(𝑡)𝜇(𝑡))𝐻2(𝑢, 𝑡) + 𝑗𝑒−𝑗𝑢

𝜇(𝑡)

𝑁

𝜕𝐻2(𝑢, 𝑡)

𝜕𝑢

)︂
. (7)

В (7) выполним замены: 1/𝑁 = 𝜀2, 𝑢 = 𝜀𝑤,𝐻2(𝑢, 𝑡) = 𝐹2(𝑤, 𝑡, 𝜀),
получим:

𝜀2
𝜕𝐹2(𝑤, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑡
+ 𝑗𝜀𝑤𝑎(𝑡)𝐹2(𝑤, 𝑡, 𝜀) = (𝑒𝑗𝜀𝑤 − 1)×

×
(︂
(𝜆(𝑡)− 𝑒−𝑗𝜀𝑤𝑥(𝑡)𝜇(𝑡))𝐹2(𝑤, 𝑡, 𝜀) + 𝑗𝜀𝑒−𝑗𝜀𝑤𝜇(𝑡)

𝜕𝐹2(𝑤, 𝑡, 𝜀)

𝜕𝑤

)︂
. (8)

Разложим 𝑒𝑗𝜀𝑤 и 𝑒−𝑗𝜀𝑤 в ряды Тейлора с точностью до 𝑂(𝜀3), под-
ставим эти разложения в (8), выполним преобразования, обозначим
lim
𝜀→0

𝐹2(𝑤, 𝑡, 𝜀) = 𝐹2(𝑤, 𝑡), получим:

𝜕𝐹2(𝑤, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝑤𝜇(𝑡)𝜕𝐹2(𝑤, 𝑡)

𝜕𝑤
− 𝑤2

2
(𝜆(𝑡) + 𝜇(𝑡)𝑥(𝑡))𝐹2(𝑤, 𝑡). (9)
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Решение (9), то есть функцию 𝐹2(𝑤, 𝑡) будем искать в виде:

𝐹2(𝑤, 𝑡) = 𝑒𝑥𝑝

(︂
(𝑗𝑤)2

2
𝐾(𝑡)

)︂
. (10)

Функция вида (10) - есть характеристическая функция нормально-
го распределения с нулевым математическим ожиданием и дисперсией
𝐾(𝑡). Подставим (10) в (9), выполним преобразования, получим:

𝐾 ′(𝑡) = −2𝜇(𝑡)𝐾(𝑡) + 𝜆(𝑡) + 𝜇(𝑡)𝑥(𝑡). (11)

Решив обыкновенное неоднородное дифференциальное уравнение
(11), получим выражение для функции 𝐾(𝑡) в явном виде:

𝐾(𝑡) = 𝑒𝑥𝑝

(︂
−2
∫︁ 𝑡

0

𝜇(𝑠)𝑑𝑠

)︂
×

×
(︂
𝐾(0) +

∫︁ 𝑡

0

(𝜆(𝑦) + 𝜇(𝑦)𝑥(𝑦))𝑒𝑥𝑝

(︂
2

∫︁ 𝑦

0

𝜇(𝑠)𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑦

)︂
. (12)

Таким образом, предельное распределение числа занятых приборов
является нестационарным гауссовским с математическим ожиданием
𝑁𝑥(𝑡) и дисперсией 𝑁𝐾(𝑡).

4. Допредельное исследование

Решение уравнения (2) будем искать в виде𝐻(𝑢, 𝑡) = 𝑒𝑥𝑝
(︀
𝑒𝑗𝑢−1𝜌(𝑡)

)︀
.

После несложных преобразований имеем линейное неоднородное диф-
ференциальное уравнение первого порядка:

𝜌′(𝑡) = 𝑁𝜆(𝑡)− 𝜇(𝑡)𝜌(𝑡). (13)

Решение (13) при условии 𝜌(0) = 0 имеет вид:

𝜌(𝑡) = 𝑒𝑥𝑝

(︂
−
∫︁ 𝑡

0

𝜇(𝑠)𝑑𝑠

)︂
×

×
(︂
𝜌(0) +𝑁

∫︁ 𝑡

0

𝜆(𝑦)𝑒𝑥𝑝

(︂∫︁ 𝑦

0

𝜇(𝑠)𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑦

)︂
. (14)

5. Численный анализ

Пусть 𝜆(𝑡) = 5+𝑠𝑖𝑛(2𝜋𝑡), 𝜇(𝑡) = 2−𝑐𝑜𝑠(2𝜋𝑡), 𝑁 = 10, 𝜌(0) = 0, 𝑥(0) =
0, 𝐾(0) = 0. На рис. 1 изображены графики математического ожидания
𝜌(𝑡), полученного в допредельном случае, а также асимптотического
среднего 𝑁𝑥(𝑡) и дисперсии 𝑁𝐾(𝑡) числа заявок в системе.
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Рис. 1. Математическое ожидание, асимптотическое среднее и дисперсия

Пусть 𝑡 = 10, 𝑛 = 50. Распределение Пуассона 𝑃𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 с
параметром 𝜌(10) = 24, 461 изображено на рис. 2 сплошной линией.
Гауссовская аппроксимация 𝑃𝐴𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 изображена пунктиром.
Расстояние Колмогорова составляет ∆ = 0.013.

Рис. 2. Допредельное и асимптотическое распределения вероятностей числа
заявок в системе
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6. Заключение

В работе представлено исследование математической модели беско-
нечнолинейной системы с нестационарным входящим потоком и пара-
метрами обслуживания, зависящими от времени. Показано, что в усло-
виях высокой интенсивности 𝑁 → ∞ входящего потока предельное
распределение числа занятых приборов является нестационарным гаус-
совским с математическим ожиданием 𝑁𝑥(𝑡) и дисперсией 𝑁𝐾(𝑡), где
𝑥(𝑡) и 𝐾(𝑡) определяются выражениями (6) и (12) соответственно. В
допредельном исследовании аналитически получено, что распределе-
ние числа заявок в системе является пуассоновским с параметром 𝜌(𝑡),
определяемым выражением (14). По результатам численного анализа
расстояние Колмогорова между допредельным и асимптотическим рас-
пределениями не превышает величины 0.05 при 𝑁 ⩾ 2.
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В работе изучается система массового обслуживания с перио-
дической интенсивностью конфликтных входных потоков, от-
ражающая, в частности, функционирование системы управле-
ния транспортными потоками в классе циклических алгорит-
мов с фиксированным ритмом переключения и суточными ко-
лебаниями интенсивности транспортного потока. Рассматрива-
ется сужение цепи Маркова на класс существенных сообщаю-
щихся состояний, устанавливаются рекуррентные соотношения
для производящих функций для распределения длины очере-
ди, состояния обслуживающего устройства и времени суток.
Использованием итеративно-мажорантного подхода изучаются
необходимые и достаточные условия существования стационар-
ного распределения для длин очередей.
Ключевые слова: конфликтные потоки, нестационарный по-
ток Пуассона, циклическое управление с фиксированным рит-
мом, счётная цепь Маркова, условия существования стацио-
нарного распределения.

Введение

В настоящее время разными исследоватями разрабатываются как
детерминированные, так и стохастические модели образования транс-
портных потоков [1, 2, 3, 4, 5]. В этих и многих других работах по управ-
лению дорожным движением не учитывается периодические характер
изменения характеристик потоков, связанный с суточными, недельны-
ми и другими причинами. В то же время, в теории массового обслужи-
вания известное число работ посвящено системам обслуживания с зави-
сящими от времени и, в частности, с периодически изменяющимися за-
конами для входного потока и промежутков обслуживания [6, 7, 8, 9, 10].

В докладе продолжается исследование системы обслуживания кон-
фликтных потоков, начатое в [11, 12]. Кратко напомним постановку
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задачи. В систему обслуживания поступают 𝑚 < ∞ входных потоков
Π1, . . . , Π𝑚. Требования по потоку Π𝑗 образуют нестационарный по-
ток Пуассона, 𝜆𝑗(𝑡) — мгновенная интенсивность потока Π𝑗 в момент
𝑡. Требования потока Π𝑗 помещаются в накопитель 𝑂𝑗 неограниченной
вместимости. Функция 𝜆𝑗(𝑡) — периодическая с периодом 𝑇𝐷 > 0. Ве-
личина может иметь смысл продолжительности суток. Обслуживающее
устройство имеет 2𝑚 внутренних состояний Γ(1), . . . , Γ(2𝑚), сменяющих-
ся циклически. В состоянии вида Γ(2𝑗−1) обслуживаются только требо-
вания потока Π𝑗 . В состоянии вида Γ(2𝑗) требования не обслуживаются.
Время пребывания обслуживающего устройства в состоянии Γ(𝑟) неслу-
чайно и равно 𝑇𝑟. За время 𝑇2𝑗−1 из очереди Π𝑗 может обслужиться не
более, чем ℓ𝑗 требований. Следуя работе [11], обозначим через 𝜏0, 𝜏1,
𝜏2, . . . моменты смены состояния обслуживающего устройства, через
Γ𝑖 — состояние обслуживающего устройства на промежутке [𝜏𝑖−1, 𝜏𝑖),
𝑖 = 1, 2, . . . ; 𝜂𝑗,𝑖 — число требований потока Π𝑗 , поступивших на проме-
жутке [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), κ𝑗,𝑖 — число требований в очереди 𝑂𝑗 в момент 𝜏𝑖; 𝜉𝑗,𝑖
— максимально возможное число требований из очереди 𝑂𝑗 , которые
можно обслужить на промежутке [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), а 𝜉𝑗,𝑖 — число фактически
обслуженных требований из очереди 𝑂𝑗 на промежутке [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1). Для
натурального числа 𝑟 определим операцию 𝑟⊕1 равенствами 𝑟⊕1 = 𝑟+1
для 𝑟 < 2𝑚 и (2𝑚)⊕ 1 = 1. Введём величины 𝜏 ′𝑖 как остаток от деления
𝜏𝑖 на 𝑇𝐷. Величина 𝜏

′
𝑖 имеет смысл времени суток. Величины 𝑇1, 𝑇2,

. . . , 𝑇2𝑚 и 𝑇𝐷 предполагаются соизмеримыми, кратными некоторому
∆ > 0. Тогда 𝜏 ′𝑖 ∈ {0,∆, 2∆, . . . , 𝑇𝐷−∆}. Из соизмеримости следует, что
существуют такие целые числа 𝑝, 𝑞, что

𝑝𝑇 = 𝑞𝑇𝐷, (1)

где 𝑇 = 𝑇1 + 𝑇2 + . . .+ 𝑇2𝑚. Так же считаем известной функцию

Λ𝑗(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝜆𝑗(𝑡)𝑑𝑡, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Введём 𝑚-мерную неотрицательную решётку

𝑋 = {0, 1, . . .} × {0, 1, . . .} × . . .× {0, 1, . . .}.



192 В.Л. Цодиков, А. В. Зорин

В работе [11] была введена функция rem(𝑥, 𝑑), дающая остаток от
деления 𝑥 на 𝑑. Были определены для 𝑗 = 1, 2, . . . , 2𝑚 множества

𝐺𝑗 =
𝑝−1
∪

𝑠=0
{(rem(𝑠𝑇, 𝑇𝐷),Γ(𝑗)),

(rem(𝑠𝑇 + 𝑇𝑗⊕1, 𝑇𝐷),Γ(𝑗⊕1)), (rem(𝑠𝑇 + 𝑇𝑗⊕1 + 𝑇𝑗⊕2, 𝑇𝐷),Γ(𝑗⊕2)), . . . ,

(rem(𝑠𝑇 + 𝑇𝑗⊕1 + 𝑇𝑗⊕2 + . . .+ 𝑇𝑗⊕(2𝑚−1), 𝑇𝐷),Γ(𝑗⊕(2𝑚−1)))}.

Каждое из данных множеств 𝐺𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . , 2𝑚 содержит одинаковое
число 2𝑚𝑝 элементов. Было доказано, что при заданном распределении
вектора (𝜏 ′0,Γ0,κ0) последовательность

{(𝜏 ′𝑖 ,Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 = 0, 1, . . .} (2)

является многомерной однородной марковской цепью с пространством
состояний вида (𝐺1 ∪ 𝐺2 ∪ . . . ∪ 𝐺2𝑚) × 𝑋. Далее было установлено,
что если все множества 𝐺1, 𝐺2, . . . , 𝐺2𝑚 совпадают, то все состояния
принадлежат одному классу существенных сообщающихся состояний.
А если среди указанных множеств есть не совпадающие, то могут быть
несколько классов существенных сообщающихся состояний. Кроме того,
последовательность {(𝜏 ′𝑖 ,Γ𝑖,κ𝑗,𝑖); 𝑖 = 0, 1, . . .} также является однород-
ной цепью Маркова.

В работе [12] была приведена лемма, показывающая, что переходные
вероятности в существенной части зависят только от разности между
длинами очередей. Был применён метод цензурирования цепей и по-
строен алгоритм вычисления стационарного распределения вероятно-
стей этой цепи. Однако, в указанной работе отсутствовали условия су-
ществования стационарного распределения. Поэтому в настоящей рабо-
те мы уделяем внимание именно этому вопросу.

1. Основные результаты

Не уменьшая общности, будем рассматривать цепь Маркова (2) на
множестве 𝐺1 × 𝑋, на котором она является неразложимой. Введём
производящие функции:

Ψ𝑗,𝑖(𝑧; 𝑟, 𝑡) = M
(︁
𝐼(Γ𝑖 = Γ(𝑟), 𝜏 ′𝑖 = 𝑡) · 𝑧κ𝑗,𝑖

)︁
,

где (Γ(𝑟), 𝑡) ∈ 𝐺1, а также функцию 𝑞𝑟(𝑧, 𝑡):

𝑞𝑟(𝑧, 𝑡) = 𝑒(Λ1(𝑡+𝑇𝑟)−Λ1(𝑡))(𝑧−1),

где 𝑟, 𝑡 такие, что (Γ(𝑟), 𝑡) ∈ 𝐺1.
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Лемма 1. Справедливы следующие рекуррентные соотношения
для первого потока:

Ψ1,𝑖+1

(︁
𝑧; 𝑟 ⊕ 1, rem(𝑡+ 𝑣(Γ𝑟), 𝑇𝐷)

)︁
= 𝑞𝑟+1(𝑧, 𝑡) ·Ψ1,𝑖(𝑧; 𝑟, 𝑡),

для (Γ(𝑟), 𝑡) ∈ 𝐺1, 𝑟 ̸= 2𝑚,

Ψ1,𝑖+1

(︁
𝑧; 1, rem(𝑡+ 𝑣(Γ2𝑚), 𝑇𝐷)

)︁
=

ℓ1−1∑︁
𝑥=0

P(Γ𝑖 = Γ(𝑟),κ1,𝑖 = 𝑥, 𝜏 ′𝑖 = 𝑡)×

×
ℓ1−𝑥−1∑︁

𝑠=0

(Λ1(𝑡+ 𝑇1)− Λ1(𝑡))
𝑠

𝑠!
𝑒−(Λ1(𝑡+𝑇1)−Λ1(𝑡))(1− 𝑧𝑥+𝑠−ℓ1)+

+ 𝑧−ℓ1𝑞1(𝑧, 𝑡)Ψ𝑗,𝑖(𝑧; 𝑟, 𝑡), для (Γ(𝑟), 𝑡) ∈ 𝐺1, 𝑟 = 2𝑚.

Аналогичные рекуррентные соотношения выводятся и для осталь-
ных очередей с номером 𝑗 = 2, . . . ,𝑚.

Основные результаты работы приводятся в следующих теоремах.
Для доказательства используется итеративно-мажорантный метод,
см. [13, 14].

Теорема 1. Для существования стационарного распределения це-
пи Маркова {(𝜏 ′𝑖 ,Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 = 0, 1, . . .} необходимо выполнение неравенств

Λ𝑗(𝑇𝐷) · 𝑞 < 𝑝 · ℓ𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, (3)

где участвуют параметры 𝑝 и 𝑞 из соотношения (1).

Неравенству (3) можно дать простую физическую интерпретацию: ма-
тематическое ожидание числа поступивших требований за 𝑝 полных
циклов работы обслуживающего устройства должно быть строго мень-
ше максимально возможного числа обслуженных требований по каж-
дому из потоков.

Лемма 2. Если стационарного распределения не существует, то
последовательность математических ожиданий

{M(κ𝑖); 𝑖 = 0, 1, . . .}

неограниченно возрастает.

Теорема 2. Для существования стационарного распределения це-
пи Маркова {(𝜏 ′𝑖 ,Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 = 0, 1, . . .} достаточно выполнения неравенств

Λ𝑗(𝑡+ 𝑇 )− Λ𝑗(𝑡) < ℓ𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, (4)

где (Γ(𝑟), 𝑡) ∈ 𝐺1.
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Неравенству (4) тоже можно можно дать физическую интерпрета-
цию: для каждого из потоков за любой полный цикл работы обслужи-
вающего устройства должно поступить строго меньше требований, чем
максимально возможное число обслуженных требований за цикл. Дан-
ное условие, по-видимому, является сильно ограничительным. В даль-
нейшем попробуем его ослабить.

Заключение

Таким образом, были получены рекуррентные соотношения для про-
изводящих функций, необходимое и достаточное условия существова-
ния стационарного распределения. Как видно, они не совпадают. Рас-
смотрение данной цепи Маркова будет продолжено.
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В работе исследована применимость методов статистического
обнаружения свойств долгой памяти (долговременной зависи-
мости) для процесса нагрузки в односерверной системе обслу-
живания, в которой времена обслуживания имеют распределе-
ние с тяжелым хвостом. Ключевые слова: долгая память,
долговременная зависимость, проверка гипотез, односерверная
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Введение

Процессы с долгой памятью играют важную роль в исследовании
сложных систем, например в сетях передачи данных [1].Наличие долгой
памяти может затруднять прогнозирование и управление системами,
увеличивая задержки в системах обслуживания [2]. В этой связи важ-
но найти удобный статистический инструмент для обнаружения долгой
памяти и исследования её характеристик.

Существует множество эмпирических методов оценки параметров
долгой памяти случайных процессов и временных рядов, такие как RS-
анализ,спектральные методы, которые, однако, в основном использу-
ются в качестве описательных и не пригодны для статистического вы-
вода [3]. В то же время, статистические тесты для проверки наличия
долгой памяти напрямую не применялись на моделях систем обслужи-
вания.

В этой связи, целью данной работы является исследование примени-
мости статистических тестов на наличие или отсутствие долгой памяти
к процессам в системах обслуживания на примере нагрузки односервер-
ной системы, в которой время обслуживания клиентов имеет распреде-
ление с правильно меняющимся (тяжелым) хвостом. Известно, что при
определенных моментных свойствах распределения времени обслужи-
вания такой процесс обладает свойством долгой памяти [6]. В данной
работе указанные теоретические результаты проверяются эмпирически.



Тестирование долгой памяти 197

1. Свойство долгой памяти

Стационарный в широком смысле случайный процесс 𝒳 = {𝑋𝑛}𝑛∈Z
с автоковариационной функцией 𝛾𝒳 (𝑘) = Cov(𝑋0, 𝑋𝑘), 𝑘 ∈ Z и спек-
тральной плотностью (с.п.)

𝑓𝒳 (𝜆) = (2𝜋)−1
∑︁
𝑘∈Z

𝛾𝑋(𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝜆, 𝜆 ∈ [−𝜋, 𝜋], (1)

при |𝜆|→ 0 имеет [3]

— долгую память, если 𝑓𝒳 (𝜆)→∞;
— короткую память, если 𝑓𝒳 (𝜆) сходится к конечной константе;
— свойство антиперсистентности, если 𝑓𝒳 (𝜆)→ 0.

Используя (1), можно получить эквивалентное определение на основе
сходимости ряда

∑︀
𝑘∈Z 𝛾𝒳 (𝑘). Именно, процесс 𝒳 имеет [3]

— долгую память, если автоковариационный ряд расходится;
— короткую память, если сумма ряда конечна и отлична от нуля;
— свойство антиперсистентности, если сумма ряда нулевая.

Указанные определения имеют эмпирический характер и уточняют-
ся в классе процессов, у которых с.п. имеет вид

𝑓𝒳 (𝜆) = 𝐿𝑓 (𝜆)|𝜆|−2𝑑, (2)

где 𝐿𝑓 (𝜆) ≥ 0 – симметричная функция, медленно меняющаяся в нуле,
т.е. для любого 𝑢 > 0, имеет место асимптотическая эквивалентность
𝐿𝑓 (𝑢𝜆) ∼ 𝐿𝑓 (𝜆) при 𝜆 → 0 (иногда вместо правильного изменения
функции 𝐿𝑓 предполагается четность, непрерывность и положитель-
ность [5]). Напомним, асимптотическая эквивалентность 𝑎(𝑥) ∼ 𝑏(𝑥) при
𝑥→ 𝑥0 для некоторого 𝑥0 означает

lim
𝑥→𝑥0

𝑎(𝑥)/𝑏(𝑥) = 1.

Определение 1. Процесс 𝒳 со с.п. вида (2) имеет

— долгую память, если 𝑑 ∈ (0, 1/2);
— короткую память, если 𝑑 = 0 и lim

𝜆→0
𝐿𝑓 (𝜆) = 𝑐𝑓 ∈ (0,∞);

— свойство антиперсистентности, если 𝑑 ∈ (−1/2, 0).
Следующая теорема позволяет связать спектральные свойства и схо-

димость ряда автоковариаций процесса 𝒳 .
Теорема 1. [3, Теорема 1.3] Пусть 𝒳 стационарен в широком

смысле. Тогда
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— если автоковариационная функция имеет вид

𝛾𝒳 (𝑘) = 𝐿𝛾(𝑘)|𝑘|2𝑑−1,
где 𝐿𝛾(𝑘) медленно меняется на бесконечности (т.е. 𝐿𝛾(𝑘) ∼ 𝐿𝛾(𝑢𝑘)
для любого 𝑢 > 0 при 𝑘 →∞), и выполнено одно из условий:
а) 𝑑 ∈ (0, 1/2), б) 𝑑 ∈ (−1/2, 0) и

∑︀
𝑘∈Z 𝛾𝒳 (𝑘) = 0, тогда

𝑓𝒳 (𝜆) ∼ |𝜆|−2𝑑𝐿𝛾(𝜆
−1)𝜋−1Γ(2𝑑) sin

(︁𝜋
2
− 𝜋𝑑

)︁
, 𝜆→ 0;

— если с.п. имеет вид

𝑓𝒳 (𝜆) = 𝐿𝑓 (𝜆)|𝜆|−2𝑑, 0 < 𝜆 < 𝜋,

где 𝑑 ∈ (−1/2, 0)∪(0, 1/2), а 𝐿𝑓 (𝜆) медленно меняется в нуле и имеет
ограниченную вариацию на (𝑎, 𝜋) для любого 𝑎 > 0, то

𝛾𝒳 (𝑘) ∼ |𝑘|2𝑑−12𝐿𝑓 (𝑘
−1)Γ(1− 2𝑑) sin𝜋𝑑, 𝑘 →∞.

Параметр 𝑑, параметр памяти процесса [4], используется для провер-
ки гипотез о наличии или отсутствии долгой памяти. Пример такого
статистического теста приведен в следующем разделе.

2. Тест в частотной области

В работе [5] был предложен статистический тест в частотной области
для проверки гипотезы 𝐻0 о наличии короткой памяти у стационарного
процесса 𝒳 со с.п. вида (2) при альтернативной гипотезе 𝐻1 о присут-
ствии свойства долгой памяти у указанного процесса. Тест основан на

асимптотических свойствах так называемой периодограммы 𝐼
(𝑙)
𝑛,𝑘, опре-

деляемой по наблюдениям 𝑋(𝑘−1)𝑙+1, . . . , 𝑋𝑘𝑙:

𝐼
(𝑙)
𝑛,𝑘(𝜆) =

1

2𝜋𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑙∑︁
𝑗=1

𝑋(𝑘−1)𝑙+𝑗𝑒
𝑖𝑗𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

. (3)

Именно, для любого фиксированного 𝑗 при 𝜆𝑗 = 2𝜋𝑗
𝑛 , имеет место схо-

димость по распределению [4]

𝐼𝑛(𝜆𝑗)

𝑓𝒳 (𝜆𝑗)
⇒ 𝐸, 𝑛→∞,

где 𝐸 имеет стандартное экспоненциальное распределение, а 𝐼𝑛 = 𝐼
(𝑛)
𝑛,1 –

периодограмма, построенная по исходной выборке. В этой связи, тесто-
вая статистика для данного теста определена следующим образом [5]:

𝑄𝑛,𝑚(𝑠) = 𝑚

𝑠∑︁
𝑗=1

𝐼𝑛(𝜆𝑗)∑︀𝑚
𝑘=1 𝐼

(𝑙)
𝑛,𝑘(𝜆𝑗)

, (4)
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где 𝑠 ≥ 1– некий фиксированный (настраиваемый) целочисленный па-
раметр теста, 𝑚 = 𝑛

𝑙 , 𝑙 - длина блока, 𝑚 - количество блоков, 𝑛 - длина
временного ряда. Отметим в качестве рекомендованых в [5] параметры
𝑚 =

√
𝑛 и 𝑠 ≤ 10 для небольших выборок порядка 𝑛 = 104.

Процедура проверки гипотезы о наличии короткой памяти в рабо-
те [5] определена для процесса 𝒳 , который имеет вид скользящего сред-
него

𝑋𝑛 =

∞∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝜀𝑛−𝑗 , (5)

где {𝜀𝑗}𝑗∈Z – н.о.р.с.в. с нулевым средним и 𝐸𝜀4 < ∞ (без индекса
обозначена типичная с.в.). Однако это условие не слишком ограничи-
тельное, поскольку любой стационарный в широком смысле процесс с
нулевым средним может быть представлен в виде (5) с помощью так
называемого разложения Вольда [4]. Именно, доказана следующая тео-
рема (приведенная здесь с незначительной модификацией формулиров-
ки).

Теорема 2. [5, Теорема 1] Пусть процесс 𝒳 имеет вид (5), а те-
стовая статистика 𝑄𝑛,𝑚(𝑠) определена в (4). Пусть 𝑚 → ∞, при этом
𝑚 = 𝑜(𝑛). Тогда

— если 𝒳 – процесс с короткой памятью в том смысле, что

∞∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑗 |<∞,

и 𝑓𝒳 положительна. Тогда имеет место сходимость по распределению

𝑄𝑛,𝑚(𝑠)⇒ Γ(𝑠, 1),

где Γ(𝑠, 1) имеет распределение гамма с параметрами (𝑠, 1), плот-
ность которого имеет вид

𝑓Γ(𝑥) = 𝑥𝑠−1𝑒−𝑥Γ(𝑠)−1,

где Γ(𝑠) есть гамма-функция;
— если 𝒳 – процесс с долгой памятью в смысле Определения 1, тогда

𝑄𝑛,𝑚(𝑠)⇒∞.

Таким образом, гипотеза 𝐻0 (о короткой памяти) отвергается в пользу
𝐻1 (о наличии долгой памяти) на уровне значимости 𝛼 при

𝑄𝑛,𝑚(𝑠) > Γ𝛼(𝑠),

где Γ𝛼(𝑠) – квантиль порядка 1− 𝛼 распределения Γ(𝑠, 1).
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Рис. 1. Зависимость ошибки первого рода на уровне значимости 𝛼 = 0.1 от
параметра 𝑠 теста (4) на основе 100 траекторий (7) длиной 104.

3. Долгая память процесса нагрузки системы GI/G/1

В работе [6] доказано наличие свойства долгой памяти в стацио-
нарной последовательности времен ожидания {𝑊𝑛}𝑛≥1 односерверной
системы GI/G/1, в которой распределение 𝐵(𝑥) н.о.р. времен обслужи-
вания {𝑆𝑛}𝑛≥1 имеет правильно меняющийся хвост. Именно, доказана
следующая теорема.

Теорема 3. [6, Теорема 1] В системе 𝐺𝐼/𝐺/1 с конечным средним
значением интервалов {𝑇𝑛}𝑛≥1 между приходами клиентов, E𝑇 < ∞,
и правильно меняющимся хвостом распределения времени обслужи-
вания 𝐵(𝑥) = 1 − 𝐵(𝑥) = 𝑥−𝑘𝑆𝐿𝐵(𝑥) (где 𝐿𝐵(𝑥) медленно меняется
на бесконечности), стационарная последовательность времен ожидания
𝒲 = {𝑊𝑛}𝑛≥1 имеет коэффициент корреляции 𝛾𝒲(𝑛) = 𝑛3−𝑘𝑆𝐿𝒲(𝑥)
для некоторой медленно меняющейся функции 𝐿𝒲 .

С учетом Теоремы 1, Теорема 3 означает наличие долгой памяти в си-
стеме GI/G/1, в которой времена обслуживания имеют распределение
Парето,

𝐵(𝑥) ∼ 𝑥−𝑘𝑆 , 𝑥 ≥ 1, (6)

при 𝑘𝑆 ∈ (3, 4). Однако обнаружить это свойство с использованием ими-
тационной модели (рекурсии Линдли)

𝑊𝑛+1 = (𝑊𝑛 + 𝑆𝑛 − 𝑇𝑛)+, (7)

где 𝑊0 = 0, достаточно сложно.
Для проверки указанного теоретического результата, был проведен

численный эксперимент на модели GI/G/1 при относительно высокой
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нагрузке, 𝜌 = E𝑆/E𝑇 = 0.8. Для этого к 𝑀 = 100 независимым тра-
екториям {𝑊𝑛}𝑛≤𝑁 , построенной в соответствии с рекурсией (7) (при
длине траекторий 𝑁 = 104) применялся тест (4) при 𝐵(𝑥) вида (6) для
𝑘𝑆 = 3.2 (теоретическое наличие долгой памяти) и 𝑘𝑆 = 4.8 (отсутствие
долгой памяти). Подсчитывалось число ошибок первого рода в зависи-
мости от параметра 𝑠 теста на уровне значимости 𝛼 = 0.1. Результаты
представлены на графике 1. Видно, что значения 10 ≤ 𝑠 ≤ 20 дают уме-
ренно высокую ошибку и могут применяться для грубого построения
оценки.

4. Заключение

В ходе работы были получены эмпирические результаты, подтвер-
ждающие наличие долгой памяти в односерверной системе обслужива-
ния с определенными моментными свойствами распределения времени
обслуживания. Также стоит отметить, что проведенные эксперименты
показали сильное влияние параметра нагрузки 𝜌 на качество теста, что
требует дальнейших исследований.
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В работе рассматривается модель массового обслуживания с
неограниченным числом приборов, простейшим входящим по-
током и разными законами распределения объема поступающих
требований. Интенсивность обслуживания поступающих заявок
не является постоянной и зависит от числа заявок в системе. Эта
зависимость выражается функцией деградации, которая опре-
деляет снижение скорости обслуживания каждой заявки при
росте общего числа заявок в системе. Объектом исследования
в данной работе явлется выходящий поток системы. Для ис-
следования выходящего потока была построена имитационная
модель. Получены характеристики длин интевалов выходяще-
го потока системы при различных законах распределения объ-
ема поступающих заявок и разных видах функции деградации.
Ключевые слова: выходящий поток, теория массового обслу-
живания, деградация скорости обслуживания, имитационное
моделирование, системы с неограниченным числом приборов.

Введение

Модели массового обслуживания с неограниченным числом прибо-
ров и наличием зависимости скорости обслуживания являются моделя-
ми работы вычислительных узлов и систем. Такие системы характери-
зуются тем, что ресурсы ограничены и при увеличении одновременно
выполняемых задач может возникать конкуренция за ресурсы [1, 2], что
приводит к снижению скорости выполнения каждого отдельновзятого
запроса. При постороении модели и анализе ее характеристик этот эф-
фект обязательно нужно учитывать, так как он вносит значительное
влиение на значения полученных характеристик. Моделям с деграда-
цией скорости обслуживания посвящены работы [3, 4]. Основным объ-
ектом исследования в них является распределение вероятностей числа
заявок в системе, которая показывает какую долю времени система на-
ходится в разной степени загруженности.
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Не менее важной является информация о выходящем потоке. Моти-
вация исследования выходящих потоков досточно проста - выходящий
поток одного этапа обслуживания является входящим для следующего.
А именно характеристики потока значительно влияют на показатели
качества обслуживания в системе. Так, например, чем больше коэф-
фициент вариации длин интевалов во входящем потоке (при одинако-
вых средних значениях), тем большая пропускная способность систе-
мы нужна для обеспечения таких же показателей качества обслужи-
вания. Еще в середине ХХ века для системы массового обслуживания
с неограниченным числом приборов, простейшим входящим потоком и
экспоненциальным законом распределения обслуживания посупающих
заявок было показано [5], что выходящий поток также является про-
стейшим. Через несколько лет этот результат был обобщен [6] на слу-
чай произвольного распределения времени обслуживания заявок. Это
означает, что для системы с негораниченным числом приборов, на вход
которой поступает простейший поток, выходящий поток также являет-
ся простейшим. Причем этот результат инваринтен относительно закона
распределения времени обслуживания. То есть коэффициент вариации
длин интервалов выходящего потока в таких системах равен 1, а коэф-
фициент корреляции длин соседних интервалов равен 0.

В нашей работе мы хотим проверить, как наличие зависимоти ско-
рости обслуживания от числа заявок в системе будет влиять на харак-
теристики выходящего потока. Под характеристиками будем понямать
как раз оценку коэффициента вариации длин интервалов в выходящем
потоке и оценку коэффициента корреляции.

1. Математическая модель

Рассмотрим математическую модель системы массового обслужи-
вания с деградацией скорости обслуживания заявок. Будем полагать,
что моменты поступления запросов на узел образует простейший по-
ток с параметром 𝜆, а объем работы поступающих запросов являются
независимыми и одинаково распределенными случайными величинами
с функцией распределения 𝐵(𝑥) и средним значением 𝑏 = 1/𝜇. Ско-
рость обслуживания поступающих заявок не является постоянной, она
зависит от числа запросов в ситеме 𝑖 и определяется значениями функ-
циии 𝑓(𝑖). Функцию 𝑓(𝑖) мы называем функцией деградации скорости
обслуживания, так как в предлагаемой постановке задачи, при увели-
чении числа озновременно обрабатываемых запросов скорость выпол-
нения каждого будет снижаться. Но предлагаемая математическая мо-
дель допускает использование более общего вида функции 𝑓(𝑖), в том
числе возрастающей. Заметим, что если распределение вероятностей по-
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ступающих запросов является экспоненциальным, то получаем систему
(Рисунок 1) с переменной интенсивностью 𝜇𝑖 = 𝜇 · 𝑓(𝑖).

Рис. 1. Математическая модель бесконечнолинейной СМО с деградацией ско-
рости обслуживания

Объектом исследования в данной работе является выходящий поток,
события которого наступают при завершении обслуживания какой-либо
заявки. При помощи имитационного моделирования будем искать ха-
рактеристики длин интевалов между моментами наступления событий
в выходящем потоке.

2. Имитационная модель

Выходящий поток существенно зависит от функционирования самой
системы, и аналитическое ислледование его для данной системы явля-
ется нетривиальной задачей даже для случая экспоненциального закона
распределения вероятностей объема поступающих задач. Мы хотим по-
смотреть характеристики выходящего потока при разных законах рас-
пределения объема поступающих требований. Для решения этой задачи
была построена имитационная модель предлагаемой системы.

Для написания имитационной модели было принято решение ис-
пользовать язык программирования C++. Такой выбор был сделан по
нескольким основным причинам: множество удобных библиотек, кото-
рые могут быть полезными для работы со случайными величиными, в
том числе генераторы случайных величин, а также наличие отладки,
которая существенно сокращала поиск неочевидных ошибок [5]. Так-
же стоит заметить, что при написании алгоритма для имитационной
модели использовался дискретно-событийный подход [1]

Особенностью модели является то, что неодходимо учитывать зави-
симость скорости обслуживания от числа заявок в системе. Для этого
при поступлении завки в систему моделируется плановое время обра-
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ботки запроса, исходя из объема заявки и текущей скорости обработки,
которая зависит от числа 𝑖 запросов в системе. Как только приходит но-
вый запрос или какой-то заканчивает обслуживание, остаточное время
для всех активных заявок просто корректируется (растягивается или
уменьшается) в зависимости от изменения интенсивности обслужива-
ния. Это делается путём умножения остаточного времени на коэффици-
ент, в числителе которого находится интенсивность до изменения состо-
яния системы, а в знаменателе - новая интенсивность. Данный подход
соответствует имитации текущей реализации поведения вычислитель-
ного узла, а также легко применим к случаям, когда распределение
объема работы в заявке имеет неэкспоненциальное распределение.

Результатом работы имитационной модели является набор значений
длин интевалов между моментами наступления событий в выходящем
потоке. По этим данным уже можно строить оценки числовых характе-
ристик.

3. Численные эксперименты

Используя результаты имитационного моделирования были постое-
ны оценки коэффицента автокорреляции и коэффицента вариации длин
интервалов в выходящем потоке рассматриваемой системы при разных
законах распределения объема поступающих требований.

Автокорреляция - корреляция между величиной и её запаздыванием
в один или более периодов временни. Число периодов, по которым рас-
считвается коэффицент автокорреляции, часто называется лагом или
порядком автокорреляции. В нашем случае 𝜏 = 1 – порядок автокорре-
ляции [2]. Формула рассчета оценки коэффициента автокорреляции:

𝑟𝜏 =

𝑛∑︀
𝑡=1+𝜏

(𝑦𝑡 − 𝑦1𝜏 ) · (𝑦𝑡−𝜏 − 𝑦2𝜏 )√︃
𝑛∑︀

𝑡=1+𝜏
(𝑦𝑡 − 𝑦1𝜏 )2 ·

𝑛∑︀
𝑡=1+𝜏

(𝑦𝑡−𝜏 − 𝑦2𝜏 )2
, (1)

где:

𝑦1𝜏 =

𝑛∑︀
𝑡=1+𝜏

𝑦𝑡

𝑛− 𝜏
; 𝑦2𝜏 =

𝑛∑︀
𝑡=1+𝜏

𝑦𝑡−𝜏

𝑛− 𝜏
, (2)

Формула рассчета оценки коэффициента вариации:

𝐶𝑉 =
𝜎

𝑦
, (3)
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где 𝜎 - оценка среднеквадратического отклонения, 𝑦 - выборочное сред-
нее.

Полученные оценки характеристик выходящего потока при 𝜆 =
0.7, 𝜇 = 1 для соответствующих законов распределения времени обслу-
живания и функций деградации (изменения) скорости обслуживания
приведены в Таблицах 1 и 2.

Таблица 1
Оценка коэффицента корреляции для длин соседних интервалов в выходящем
потоке
Распределение объема
заявок

𝑓(𝑖) = 1 + 𝑖 𝑓(𝑖) = 1√
1+𝑖

𝑓(𝑖) = 1
𝑖

Экспоненциальное (𝜇 = 1) -0.004 -0.005 -0.019
Детерминированное (𝑑 = 1) -0.016 0.074 0.113
Равномерное(𝑎 = 0, 𝑏 = 2) -0.014 0.003 -0.021
Гамма (𝛼 = 𝛽 = 0.5) -0.0005 -0.007 -0.022
Гамма (𝛼 = 𝛽 = 2) -0.008 -0.002 -0.033

Таблица 2
Оценка коэффицента вариации для длин соседних интервалов в выходящем
потоке
Распределение объема
заявок

𝑓(𝑖) = 1 + 𝑖 𝑓(𝑖) = 1√
1+𝑖

𝑓(𝑖) = 1
𝑖

Экспоненциальное (𝜇 = 1) 1.005 0.975 0.929
Детерминированное (𝑑 = 1) 1.02 0.871 0.704
Равномерное (𝑎 = 0, 𝑏 = 2) 1.013 0.948 0.871
Гамма (𝛼 = 𝛽 = 0.5) 1.004 0.991 0.956
Гамма (𝛼 = 𝛽 = 2) 1.01 0.964 0.885

Из таблиц можно сделать вывод, что значения длин соседних ин-
тервалов мало зависимы друг от друга в независимости от наличия
деградации и её функции, а также распределения объёма заявок.

4. Заключение

В ходе исследования характеристик выходящего потока бесконеч-
нолинейной системы массового обслуживания с деградацией скорости
обслуживания была построена имитационная модель и получены оцен-
ки коэффициента вариации и коэффициента корреляции длин интерва-
лов для различных видов распределения объема поступающих требова-
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ний и различных видах функции деградации. Из результатов числен-
ных экспериментов можем заметить, что наличие деградации скорости
обслуживания не приводит к появлению значительной корреляции в
выходящем потоке. Для большинства распределений сохраняется тен-
денция, что чем сильнее деградация скорости обслуживания в системе,
тем выше значение коэффицента корреляции и меньше значение ко-
эффициента вариации длин интервалов. Наибольшее отличие значений
числовых характеристик от классических результатов без деградации
скорости обслуживания наблюдалось при детерминированом объеме по-
ступающих требований.
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В данной работе рассматривается система массового обслу-
живания (СМО) с неограниченным числом обслуживающих
устройств, с наличием как мгновенной, так и отсроченной об-
ратной связи. Процесс обслуживания включает в себя обработку
заявок в течение случайного времени, распределение которого
экспоненциально. После обработки каждая заявка подвергает-
ся проверке на наличие ошибок, которые могут быть мгновенно
устранены либо требовать некоторого времени для их устране-
ния. После ликвидации ошибок заявкам необходимо пройти по-
вторную обработку, на которую требуется уже отличное от пер-
вичного обслуживания время. Таким образом в исследуемой си-
стеме реализуется одновременно мгновенная и отсроченная об-
ратная связь. Ключевые слова: бесконечнолинейная система
массового обслуживания, проверка качества обработки, мгно-
венная обратная связь, отсроченная обратная связь, произво-
дящая функция

Введение

Системы массового обслуживания (СМО) являются эффективны-
ми математическими моделями для анализа процессов обслуживания
в различных областях, включая телекоммуникационные системы, ком-
пьютерные сети, и производственные процессы [2]. Важным аспектом в
анализе СМО является наличие обратной связи, которая существенно
влияет на характеристики производительности и качества обслужива-
ния. Мгновенная обратная связь предполагает, что каждая обработан-
ная заявка мгновенно возвращается в систему в случае необходимости
дополнительного обслуживания [1]. В отличие от мгновенной, отсрочен-
ная обратная связь предусматривает возможность задержки возвраще-
ния заявки в систему после первичного обслуживания [3]. Такие си-
стемы представляют собой компромисс между мгновенной реакцией и
возможностью эффективного управления ресурсами [4].
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1. Математическая модель

Рассмотрим систему массового обслуживания с неограниченным
числом обслуживающих устройств с мгновенной и отсроченной обрат-
ной связью (рис. 1). В систему поступает простейший поток заявок с
параметром 𝜆. Время обслуживания заявок входящего потока является
случайной величиной, имеющей экспоненциальное распределение с па-
раметром 𝜇1. После обслуживания каждая заявка проверяется на на-
личие ошибок, возникающих в процессе обработки. Пусть существует
два типа ошибок:

— первый тип устраняется мгновенно, но при этом требуется повтор-
ное обслуживание. Вероятность возникновения ошибок первого типа
равна 𝑟1,

— второй тип ошибок возникает с вероятностью 𝑟2 и для их устране-
ния требуется случайное время, распределенное экспоненциально с
параметром 𝜎. После чего заявке также требуется повторное обслу-
живание.

Рис. 1. – Система массового обслуживания с неограниченным числом обслу-
живающих устройств с мгновенной и отсроченной обратной связью

Таким образом, каждая заявка входящего потока после завершения
обслуживания может с вероятностью 𝑟1 поступить во второй блок, где
время обслуживания распределено экспонециально с параметром 𝜇2,
либо с вероятностью 𝑟2 уйти на орбиту, где осуществляется задержка в
течение случайного времени с параметром 𝜎. С орбиты заявка поступа-
ет на третий блок обслуживания системы и обрабатывается там в тече-
ние экспоненциально распределеного времени с параметром 𝜇3. После
обработки на втором и третьем блоке проверка качества обслуживания
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повторяется, и в случае обнаружения ошибок первого или второго типа
схема их устранения и обработки повторяется.

Введем следующие обозначения:

— 𝑖1(𝑡) – число заявок входящего потока, обслуживающихся в системе
в момент времени 𝑡;

— 𝑖2(𝑡) – число заявок, которые обслуживаются после обнаружения
ошибки первого типа, в момент времени 𝑡;

— 𝑖3(𝑡) – число заявок, которые обслуживаются после обнаружения
ошибки второго типа, в момент времени 𝑡;

— 𝑖(𝑡) – число заявок, находящихся в момент времени 𝑡 на орбите.

Ставится задача исследования четырёхмерного процесса
{𝑖1(𝑡), 𝑖2(𝑡), 𝑖3(𝑡), 𝑖(𝑡)} в нестационарном режиме.

Пусть 𝑃 (𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖, 𝑡) = 𝑃{𝑖1(𝑡) = 𝑖1, 𝑖2(𝑡) = 𝑖2, 𝑖3(𝑡) = 𝑖3, 𝑖(𝑡) = 𝑖}
– распределение вероятностей исследуемого процесса. Тогда, используя
∆𝑡-метод, можем записать систему дифференциальных уравнений Кол-
могорова

𝜕𝑃 (𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝑃 (𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖, 𝑡)(𝜆+ 𝑖1𝜇1 + 𝑖2𝜇2 + 𝑖3𝜇3 + 𝑖𝜎)+

+𝜆𝑃 (𝑖1 − 1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖, 𝑡) + (𝑖1 + 1)𝜇1𝑟1𝑃 (𝑖1 + 1, 𝑖2 − 1, 𝑖3, 𝑖, 𝑡)+

+(𝑖1+1)𝜇1𝑟2𝑃 (𝑖1+1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖−1, 𝑡)+(𝑖1+1)𝜇1(1−𝑟1−𝑟2)𝑃 (𝑖1+1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖, 𝑡)+

+(𝑖2 + 1)𝜇2𝑟2𝑃 (𝑖1, 𝑖2 + 1, 𝑖3, 𝑖− 1, 𝑡) + 𝑖2𝜇2𝑟1𝑃 (𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖, 𝑡)+

+(𝑖2 + 1)𝜇2(1− 𝑟1 − 𝑟2)𝑃 (𝑖1, 𝑖2 + 1, 𝑖3, 𝑖, 𝑡)+

+(𝑖3 + 1)𝜇3𝑟1𝑃 (𝑖1, 𝑖2 − 1, 𝑖3 + 1, 𝑖, 𝑡) + (𝑖3 + 1)𝜇3𝑟2𝑃 (𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 + 1, 𝑖− 1, 𝑡)+

+(𝑖3 + 1)𝜇3(1− 𝑟1 − 𝑟2)𝑃 (𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 + 1, 𝑖, 𝑡)+

+(𝑖+ 1)𝜎𝑃 (𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 − 1, 𝑖+ 1, 𝑡) (1)

с начальным условием

𝑃 (𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖, 0) =

{︃
1, если 𝑖1 = 𝑖2 = 𝑖3 = 𝑖 = 0,

0, если 𝑖1 ̸= 0, 𝑖2 ̸= 0, 𝑖3 ̸= 0, 𝑖 ̸= 0.
(2)
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2. Метод производящих функций

Для получения искомого выражения для распределения будем ис-
пользовать метод производящих функций [15]. Введем производящую
функцию

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑡) =
∑︁
𝑖1

∑︁
𝑖2

∑︁
𝑖3

∑︁
𝑖

𝑥𝑖1𝑦𝑖2𝑧𝑖3𝑣𝑖𝑃 (𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖, 𝑡).

Тогда система (1) равносильна дифференциальному уравнению в
частных производных для производящей функции

𝜕𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝜇1 (𝑥− 1− 𝑟1(𝑦 − 1)− 𝑟2(𝑣 − 1))

𝜕𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑡)

𝜕𝑥
+

+𝜇2 ((𝑦 − 1)(1− 𝑟1)− 𝑟2(𝑣 − 1))
𝜕𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑡)

𝜕𝑦
+

+𝜇3 (𝑧 − 1− 𝑟1(𝑦 − 1)− 𝑟2(𝑣 − 1))
𝜕𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑡)

𝜕𝑧
+

+𝜎(𝑣 − 𝑧)𝜕𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑡)
𝜕𝑣

= 𝜆(𝑥− 1)𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑡) (3)

с начальным условием

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 0) = 1. (4)

Решение задачи Коши (3) - (4) имеет вид

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑡) = exp

{︃
𝜆
Ω

[︃
𝛼1

𝜇1κ1
(𝛾3 − 𝛾2) (κ1(1− 𝑒−𝜇1𝑡)− 𝜇1(1− 𝑒−κ1𝑡))−

− 𝛼2

𝜇1κ2
(𝛾3 − 𝛾1) (κ2(1− 𝑒−𝜇1𝑡)− 𝜇1(1− 𝑒−κ2𝑡))+

+ 𝛼3

𝜇1κ3
(𝛾2 − 𝛾1) (κ3(1− 𝑒−𝜇1𝑡)− 𝜇1(1− 𝑒−κ3𝑡))

]︃
(𝑦 − 1)+

+

[︃
𝛼1

𝜇1κ1
(𝛽3 − 𝛽2) (κ1(1− 𝑒−𝜇1𝑡)− 𝜇1(1− 𝑒−κ1𝑡))−

− 𝛼2

𝜇1κ2
(𝛽3 − 𝛽1) (κ2(1− 𝑒−𝜇1𝑡)− 𝜇1(1− 𝑒−κ2𝑡))+

+ 𝛼3

𝜇1κ3
(𝛽2 − 𝛽1) (κ3(1− 𝑒−𝜇1𝑡)− 𝜇1(1− 𝑒−κ3𝑡))

]︃
(𝑧 − 1)+
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+

[︃
𝛼1

𝜇1κ1
(𝛽3𝛾2 − 𝛽2𝛾3) (κ1(1− 𝑒−𝜇1𝑡)− 𝜇1(1− 𝑒−κ1𝑡))−

− 𝛼2

𝜇1κ2
(𝛽3𝛾1 − 𝛽1𝛾3) (κ2(1− 𝑒−𝜇1𝑡)− 𝜇1(1− 𝑒−κ2𝑡))+

+ 𝛼3

𝜇1κ3
(𝛽2𝛾1 − 𝛽1𝛾2) (κ3(1− 𝑒−𝜇1𝑡)− 𝜇1(1− 𝑒−κ3𝑡))

]︃
(𝑣 − 1)−

− (𝑥− 1)

𝜇1
Ω(1− 𝑒−𝜇1𝑡)

}︃
, (5)

где κ1,κ2,κ3 – корни характеристического уравнения

κ3 − (𝜇3 + 𝜎 + 𝜇2(1− 𝑟2))κ2 + (𝜇3𝜎(1− 𝑟2)+
+ 𝜇2𝜎(1− 𝑟1) + 𝜇2𝜇3(1− 𝑟1))κ − 𝜇2𝜇3𝜎(1− 𝑟1 − 𝑟2) = 0,

Ω = 𝛾1(𝛽2 − 𝛽3) + 𝛾2(𝛽3 − 𝛽1) + 𝛾3(𝛽1 − 𝛽2),

𝛼𝑘 =
𝜇1

κ𝑘 − 𝜇1

(︂
𝑟1 + 𝑟2 − κ𝑘

(︂
1

𝜎
+

1

𝜇3

)︂
+

κ2
𝑘

𝜎𝜇3

)︂
,

𝛽𝑘 = 1− κ𝑘

𝑟1

(︂
1

𝜎
+

1

𝜇3

)︂
+

κ2
𝑘

𝜎𝜇3𝑟1
, 𝛾𝑘 = 1− κ𝑘

𝜎
, 𝑘 = 1, 2, 3.

По виду выражения (5) можно сделать вывод о том, что числа за-
явок в каждом блоке системы являются величинами независимыми,
причем каждая компонента исследуемого многомерного процесса пред-
ставляет собой нестационарный пуассоновский процесс.

При 𝑡→∞ несложно получить производящую функцию финально-
го распределения вероятностей исследуемого процесса, которое совпа-
дает со стационарным. Запишем его в виде

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑣) = exp
{︁

𝜆
Ω

[︁
𝛼1

𝜇1κ1
(𝛾3 − 𝛾2)(κ1 − 𝜇1)−

− 𝛼2

𝜇1κ2
(𝛾3 − 𝛾1)(κ2 − 𝜇1) +

𝛼3

𝜇1κ3
(𝛾2 − 𝛾1)(κ3 − 𝜇1)

]︁
(𝑦 − 1)

+
[︁

𝛼1

𝜇1κ1
(𝛽3 − 𝛽2)(κ1 − 𝜇1)− 𝛼3

𝜇1κ3
(𝛽2 − 𝛽1)(κ3 − 𝜇1)

]︁
(𝑧 − 1)

+
[︁

𝛼1

𝜇1κ1
(𝛽3𝛾2 − 𝛽2𝛾3)(κ1 − 𝜇1)− 𝛼2

𝜇1κ2
(𝛽3𝛾1 − 𝛽1𝛾3)(κ2 − 𝜇1) +

+
𝛼3

𝜇1κ3
(𝛽2𝛾1 − 𝛽1𝛾2)(κ3 − 𝜇1)

]︂
(𝑣 − 1) +

Ω(𝑥− 1)

𝜇1

}︂
. (6)
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По виду производящей функции (6) можно сделать вывод о том,
что стационарные распределения числа заявок на каждом из этапов
обработки подчиняется закону Пуассона с параметрами, которые можно
вычислить, используя (6).

Заключение

В работе представлена математическая модель системы массового
ослуживания с проверкой качества обработки в виде реализации мгно-
венной и отсроченной обратной связи. В результате проведенного иссле-
дования получено выражение для производящей функции нестационар-
ного распределения вероятностей четырехмерного случайного процесса,
описывающего числа заявок каждого типа в исследуемой СМО. Пока-
зано, что числа заявок каждого типа, находящихся в системе в момент
времени 𝑡, являются величинами независимыми и являются нестаци-
онарными пуассоновскими процессами. Также записана производящая
функция стационарного распределения исследуемого процесса, которая
будет использована в дальнейших исследованиях потоков заявок в рас-
сматриваемой системе.
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В данной работе предложена математическая модель коммерче-
ского банка, представленного как система массового обслужи-
вания с обратной связью. Поток клиентов, обратившихся в банк
впервые, задается простейшим пуассоновским потоком. Так как
при оформлении кредитного продукта клиент может застрахо-
вать свою ответственность перед банком или же отказаться от
этой услуги, то входящий поток заявок, поступающий в пред-
ложенную СМО, разделяется. Найдена производящая функция
для нестационарного распределения вероятностей числа клиен-
тов, имеющих действующие застрахованные и незастрахован-
ные кредитные договоры, в любой момент времени. Ключе-
вые слова: математическая модель, обратная связь, коммер-
ческий банк, страхование кредитных продуктов, система мас-
сового обслуживания.

Введение

В современном мире экономических отношений сложно представить
человека, который не сталкивался с очередями на кассе, не пользовался
банкоматом или не брал билет в общественном транспорте. Эти ситуа-
ции можно описать с помощью систем массового обслуживания (СМО)
— математических моделей, представляющих стохастические процессы,
где заявки на обслуживание поступают случайным образом и требуют
обработки в течение случайного времени [2, 7]. СМО играют ключевую
роль в экономике благодаря оптимизации ресурсов, улучшению каче-
ства обслуживания, повышению эффективности процессов и способно-
сти к анализу и прогнозированию. Особенно заметно их применение в
банковской сфере, где финансовые операции, такие как выдача креди-
тов и управление страховыми продуктами, требуют точного анализа и
управления. В нашем исследовании мы создадим математическую мо-
дель для анализа работы коммерческого банка как системы массового
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обслуживания c обратной связью [2, 4]. Цель работы заключается в по-
лучении выражений для основных вероятностных характеристик числа
клиентов, имеющих действующие застрахованные и незастрахованный
кредитные договора в данном банке в определенный момент времени,
что важно для оптимизации процесса выдачи кредитов и повышения
удовлетворенности клиентов.

1. Математическая модель

Рассмотрим коммерческий банк, в котором имеется возможность за-
страховать свой кредит, минимизируя риски как банка, так и самого
заемщика от непредвиденных обстоятельств. Будем считать, что кли-
енты банка после заключения кредитного договора до погашения обя-
зательств не открывают новых кредитов в данном банке. После полного
гашения кредита клиент может сделать выбор в пользу другого банка.
Также клиент может снова обратиться за финансовой помощью к дан-
ному банку, но при этом изменить условия кредитного договора, путем
его страхования, или же взять новый кредит на тех же условиях, то есть
без страховки. Процесс изменения числа клиентов с учетом механизма
обратной связи имеет решающее значение для кредитного учреждения.

Поток клиентов, впервые обратившихся за финансовой помощью в
банк, будем рассматривать как простейший поток с параметром 𝜆. Кли-
ент, придя в банк, с вероятностью 𝑟0 оформит свой первый кредитный
договор со страхованием и будет выплачивать его на протяжении неко-
торого случайного времени, которое распределено по экспоненциаль-
ному закону с параметром 𝜇1. После закрытия долговых обязательств
клиент может снова обратиться в банк для оформления нового кредит-
ного договора. При этом у него есть возможность поменять условия
кредитования по своим предпочтениям и оформить кредитный дого-
вор без использования страхования с вероятностью 𝑟12, либо же зано-
во оформить кредит с теми же условиями с вероятностью 𝑟11. Также
клиент может прекратить взаимоотношения с банком, перейдя в дру-
гой банк, с вероятностью (1 − 𝑟11 − 𝑟12). Предположим, если клиент
поменял условия кредитования и оформил кредит без страхования, то
политика его выплат меняется, и время, за которое клиент полностью
выплатит долговую сумму, будет случайной величиной, распределенной
экспоненциально с параметром 𝜇2.

Обозначим 𝑖1(𝑡) – число кредитных договоров в любой мометн вре-
мени 𝑡, оформленных со страхованием, а 𝑖2(𝑡) – соответственно, чис-
ло кредитных договоров, оформленных без страховки. Тогда случай-
ный процесс {𝑖1(𝑡), 𝑖2(𝑡)} будет характеризовать число застрахованных
и незастрахованных кредитных договоров. Найдем основные вероят-
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ностные характеристики данного процесса в нестационарном и стаци-
онарном режимах, используя механизмы теории массового обслужива-
ния.

2. Исследование системы массового обслуживания

Для математического моделирования нашей задачи будем исполь-
зовать бесконечнолинейную систему массового обслуживания (СМО)
с двумя обслуживающими блоками и обратной связью (рисунок 2).
В каждом из двух блоков системы имеется неограниченное число об-
служивающих устройств [3]. В систему поступает простейший поток с
параметром 𝜆, который на входе разделяется по биномиальной схеме,
оставаясь при этом тем же простейшим потоком [5]. Заявка, попадая в
систему, с вероятностью 𝑟0 направляется в первый блок, занимая лю-
бой из доступных приборов, где её обслуживание происходит в течение
некоторого случайного времени, распределенного по экспоненциально-
му закону с параметром 𝜇1. После обслуживания заявка с вероятностью
𝑟11 может повторно обратиться к этому блоку, перейти в другой блок с
вероятностью 𝑟12, или с вероятностью (1− 𝑟11 − 𝑟12) покинуть систему.
Аналогичная ситуация наблюдается и для второго блока, параметры
системы отображены на рисунке 2.

Обозначим 𝑖1(𝑡) – число занятых приборов в первом блоке обслужи-
вания в момент времени 𝑡, а 𝑖2(𝑡) – во втором соответственно. Ставится
приоритет на вычисление распределения вероятностей двумерного слу-
чайного процесса {𝑖1(𝑡), 𝑖2(𝑡)}.

Рис. 1. СМО с двумя обслуживающими блоками и обратной связью
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Описанный двумерный процесс является марковским [5]. Определим
распределение вероятностей для данного процесса в виде 𝑃 (𝑖1, 𝑖2, 𝑡) =
𝑃{𝑖1(𝑡) = 𝑖1, 𝑖2(𝑡) = 𝑖2}. Тогда, используя формулу полной вероятности
и ∆𝑡 -метод, можно получить систему дифференциальных уравнений
Колмогорова для искомого распределения вероятностей.

𝑑𝑃 (𝑖1, 𝑖2, 𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟0𝜆𝑃 (𝑖1 − 1, 𝑖2, 𝑡) + 𝑟12𝜇1(𝑖1 + 1)𝑃 (𝑖1 + 1, 𝑖2 − 1, 𝑡)+

+𝜇1(𝑖1 + 1)(1− 𝑟11 − 𝑟12)𝑃 (𝑖1 + 1, 𝑖2, 𝑡) + 𝑟21𝜇2(𝑖2 + 1)𝑃 (𝑖1 − 1, 𝑖2 + 1, 𝑡)+

+𝜇2(𝑖2 + 1)(1− 𝑟21 − 𝑟22)𝑃 (𝑖1, 𝑖2 + 1, 𝑡) + (1− 𝑟0)𝜆𝑃 (𝑖1, 𝑖2 − 1, 𝑡)−

−(𝜆+ 𝜇1𝑖1 + 𝜇2𝑖2 − 𝑟11𝑖1𝜇1 − 𝑟22𝑖2𝜇2)𝑃 (𝑖1, 𝑖2, 𝑡). (1)

Начальное условие для системы (1):

𝑃 (𝑖1, 𝑖2, 0) =

{︃
1, если 𝑖1 = 𝑖2 = 0,

0, если 𝑖1 > 0 или 𝑖2 > 0.

Определим общий вид производящей функции двухмерного распреде-
ления в виде:

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑡) =

∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

𝑃 (𝑖1, 𝑖2, 𝑡)𝑥
𝑖1𝑦𝑖2 . (2)

Из системы (1), принимая во внимание вид производящей функции
(2), можно получить линейное дифференциальное уравнение первого
порядка для функции 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑡) в частных производных:

𝜕𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝜇1[(1− 𝑟11)𝑥− 𝑟12𝑦 − (1− 𝑟11 − 𝑟12)]

𝜕𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
+

+𝜇2[(1− 𝑟22)𝑦 − 𝑟21𝑥− (1− 𝑟21 − 𝑟22)]
𝜕𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
+

= 𝜆[𝑟0𝑥+ (1− 𝑟0)𝑦 − 1]𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑡). (3)

Начальное условие для уравнения (3):

𝐺(𝑥, 𝑦, 0) = 1.

Решив уравнеие (3), получим выражение для производящей функ-
ции нестационарного распределения числа занятых приборов в каждом
из блоков системы:
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𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑡) = exp

{︃
𝜆

[︃
𝐴(𝑥− 1)

(︁
1− (𝑚−𝑛+

√
𝐷)𝑒−𝑘1𝑡−(𝑚−𝑛−

√
𝐷)𝑒−𝑘2𝑡

2
√
𝐷

)︁
+

+𝐵(𝑦 − 1)
(︁
1− (𝑚−𝑛+

√
𝐷)𝑒−𝑘1𝑡+(𝑚−𝑛−

√
𝐷)𝑒−𝑘2𝑡

2
√
𝐷

)︁
+

+𝐵(𝑥−1)√
𝐷

𝜇2𝑟21(𝑒
−𝑘1𝑡 − 𝑒−𝑘2𝑡) + 𝐴√

𝐷
𝜇1𝑟12(𝑦 − 1)(𝑒−𝑘2𝑡 − 𝑒−𝑘1𝑡)

]︃}︃
, (4)

где

𝐴 =
𝑟0(1− 𝑟22) + (1− 𝑟0)𝑟21

𝜇1((1− 𝑟22)(1− 𝑟11)− 𝑟21𝑟12)
, 𝐵 =

𝑟0𝑟12 + (1− 𝑟11)(1− 𝑟0)
𝜇2((1− 𝑟22)(1− 𝑟11)− 𝑟21𝑟12)

,

(5)

𝑚 = 𝜇1(1− 𝑟11), 𝑛 = 𝜇2(1− 𝑟22), (6)

𝑘1 =
1

2

(︁
𝑚− 𝑛+

√
𝐷
)︁
, 𝑘2 =

1

2

(︁
𝑚− 𝑛−

√
𝐷
)︁
,

𝐷 = (𝑚− 𝑛)2 + 4𝜇1𝜇2𝑟12𝑟21 > 0. (7)

Применяя свойства производящей функции, вычислим математиче-
ское ожидание числа занятых приборов в блоках системы в момент
времени 𝑡

𝑀{𝑖1(𝑡)} =
𝜆√
𝐷

[︃
𝐴

(︃
√
𝐷 − (𝑚− 𝑛+

√
𝐷)𝑒−𝑘1𝑡 − (𝑚− 𝑛−

√
𝐷)𝑒−𝑘2𝑡

2

)︃
+

+𝐵𝜇2𝑟21
(︀
𝑒−𝑘1𝑡 − 𝑒−𝑘2𝑡

)︀ ]︂
,

(8)

𝑀{𝑖2(𝑡)} =
𝜆√
𝐷

[︃
𝐵

(︃
√
𝐷 − (𝑚− 𝑛+

√
𝐷)𝑒−𝑘1𝑡 − (𝑚− 𝑛−

√
𝐷)𝑒−𝑘2𝑡

2

)︃
+

+𝐴𝜇1𝑟12
(︀
𝑒−𝑘1𝑡 − 𝑒−𝑘2𝑡

)︀ ]︂
,

(9)

где 𝐴 и 𝐵 определяются выражениями (10), 𝑚 и 𝑛 (6), а 𝐷 - (7).
При ∆𝑡 → ∞ получаем вид производящей функции стационарного

распределения числа заявок в первом и втором блоках:

𝐺(𝑥, 𝑦) = exp{𝜆[𝐴(𝑥− 1) +𝐵(𝑦 − 1)]}. (10)
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Заключение

На основе проведенного анализа найдена производящая функция (9)
нестационарного распределения двумерного случайного процесса, опи-
сывающего число застрахованных и незастрахованных кредитных про-
дуктов банка в момент времени 𝑡. При задании входящих параметров
можно оценить среднее количество застрахованных и незастрахованных
кредитов в любой момент времени 𝑡, используя формулы (8) и (9).

Можно также сделать вывод, что случайные процессы {𝑖1(𝑡)}, {𝑖2(𝑡)},
отражающие количество занятых приборов в обслуживающих блоках
системы в стационарном режиме, независимы и следуют пуассоновско-
му распределению с параметрами 𝐴 и 𝐵 (10) для первого и второго
блоков соответственно.
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университет имени Н. Г. Чернышевского, г. Саратов, Россия

Рассматривается модель системы сборки требований из фраг-
ментов, поступающих в систему, после завершения их обслу-
живания в ациклической открытой экспоненциальной сети мас-
сового обслуживания. Каждое требование разбивается на два
фрагмента при поступлении в сеть. Система сборки представ-
ляется системой массового обслуживания с бесконечным чис-
лом приборов. Предполагается, что входящий в систему сбор-
ки поток фрагментов требований является пуассоновским, дли-
тельности сборки требований из фрагментов являются экспо-
ненциально распределенными случайными величинами. Вычис-
ляется математическое ожидание длительности сборки требова-
ний. Для проверки адекватности предложенной модели системы
сборки используется метод имитационного моделирования.
Ключевые слова: ациклическая сеть массового обслужива-
ния, деление и слияние требований, фрагменты требований.

Введение

Системы и сети массового обслуживания часто используются в каче-
стве математических моделей дискретных стохастических систем с се-
тевой структурой. Одной из актуальных задач в настоящее время явля-
ется построение и исследование имитационных моделей [1, 2], а также
систем и сетей массового обслуживания с делением и слиянием требо-
ваний [3, 5, 4, 6] для проектирования и анализа систем с многопутевой
маршрутизацией, систем параллельной обработки информации, распре-
деленных вычислительных систем.

В работе [3] были получены асимптотические выражения для стаци-
онарных вероятностей состояний двух параллельных систем массового
обслуживания типа 𝑀/𝑀/1 с делением требований на два фрагмента.
На основе результатов работы [3] в работе [4] получено точное выраже-
ние для времени реакции. Для сети массового обслуживания, состоя-
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щей из 𝑚 систем типа 𝑀/𝑀/𝑠 с делением требований на 𝑚 фрагмен-
тов, получены приближенные выражения для вычисления времени ре-
акции [5]. В работе [6] рассматривается класс открытых сетей массового
обслуживания с произвольной топологией, которые являются развити-
ем fork-join сетей, состоящих из параллельных систем обслуживания.

В данной работе описывается модель системы сборки требований,
каждое из которых состоит из двух фрагментов. Источником фрагмен-
тов для модели является открытая сеть обслуживания, в которую по-
ступает пуассоновский поток разделяемых на фрагменты требований.

1. Описание модели

Рассматривается открытая экспоненциальная сеть массового обслу-
живания, состоящая из 𝐿 систем 𝑆𝑖 типа 𝑀/𝑀/1 с интенсивностями
обслуживания 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝐿. Из источника 𝑆0 в сеть обслуживания
с интенсивностью 𝜆0 поступает пуассоновский поток требований одного
класса. Предполагается, что сеть — ациклическая, то есть структура
сети представляется ориентированным ациклическим графом.

Каждое из поступающих требований состоит из двух фрагментов.
В момент поступления требования в сеть это требование разделяется
на два фрагмента, называемых родственными, и оба фрагмента незави-
симо друг от друга поступают в одну из систем сети, с которыми свя-
зан источник. Фрагменты одного требования независимо друг от друга
и независимо от фрагментов других требований переходят между си-
стемами сети до тех пор, пока не завершится их обслуживание в сети.
После этого фрагменты требований поступают в систему 𝑆𝐿+1, называе-
мую системой сборки. Родственные фрагменты, ранее принадлежавшие
одному требованию, собираются в единое требование, которое покидает
систему сборки. Переходы фрагментов между системами сети, источни-
ком и системой сборки осуществляются в соответствии с маршрутной
матрицей Θ = (𝜃𝑖𝑗), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿, 𝑗 = 1, . . . , 𝐿+1, где 𝜃𝑖𝑗 — вероятность
того, что после пребывания в системе 𝑆𝑖 фрагмент перейдет в 𝑆𝑗 .

Сеть массового обслуживания с введенными ранее параметрами си-
стем, в которой обслуживаются фрагменты требований, без системы
сборки обозначим через 𝑁 . Элементы маршрутной матрицы Θ̄ = (𝜃𝑖𝑗),
𝑖, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝐿, сети 𝑁 определяются как 𝜃𝑖𝑗 = 𝜃𝑖𝑗 , если 𝑗 ̸= 0,
и 𝜃𝑖,0 = 𝜃𝑖,𝐿+1. Предполагается, что в сети 𝑁 число смежных для 𝑆𝑖,
𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐿 (кроме 𝑆𝑖, для которых 𝜃𝑖,0 = 1), систем обслуживания,
в которые возможен переход фрагментов из 𝑆𝑖, намного больше двух
(числа фрагментов требования), и вероятности 𝜃𝑖𝑗 > 0, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝐿,
сравнимы. В этом случае выходящий из сети 𝑁 поток фрагментов тре-
бований можно считать пуассоновским [7] с интенсивностью 2𝜆0.
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Предполагается, что для сети 𝑁 выполняется необходимое условие
существования стационарного режима

𝜆0 <
1

2
min

𝑖=1,...,𝐿

𝜇𝑖𝜔0

𝜔𝑖
= 𝑎, (1)

где вектор 𝜔 = (𝜔𝑗), 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝐿, находится как решение уравнения
𝜔 = 𝜔Θ̄ с условием нормировки

∑︀
𝜔𝑗 = 1.

Система сборки 𝑆𝐿+1 состоит из бесконечного числа обслуживаю-
щих приборов. Назначение этой системы — сбор требований из род-
ственных фрагментов, поступающих из сети 𝑁 . При поступлении в си-
стему сборки одного из родственных фрагментов — первого по времени
поступления в систему, называемого «первым» фрагментом требова-
ния, — он занимает свободный прибор. В момент поступления «вто-
рого» из родственных фрагментов мгновенно происходит объединение
фрагментов в единое требование, которое покидает систему сборки,
и освобождение прибора. Таким образом, длительность сборки требо-
вания из родственных фрагментов совпадает с длительностью пребы-
вания в системе «первого» фрагмента или длительностью интервала
времени между моментами выхода родственных фрагментов из сети 𝑁 .

Задачей данной работы является нахождение математического ожи-
дания длительности сборки требований и стационарных вероятностей
состояний системы сборки.

2. Приближенный анализ системы сборки

Предположим, что система сборки является системой массового об-
служивания типа 𝑀/𝑀/∞. В систему поступает пуассоновский поток
фрагментов с интенсивностью 𝜆0, так как обслуживаются в системе
только «первые» фрагменты.

Результаты имитационного моделирования показывают [2], что дли-
тельность сборки требования из фрагментов можно представить экс-
поненциально распределенной случайной величиной с математическим
ожиданием 1/𝜇. При этом изменение параметра 𝜇 приближенно опи-
шем убывающей линейной функцией интенсивности 𝜆0, 𝜇 = 𝜇(𝜆0),
𝜆0 ∈ (0, 𝑎). Графиком функции 𝜇(𝜆0) является прямая, проходящая че-
рез две точки (0, 𝜈) и (𝑎, 0), где 𝜈 — значение 𝜇, получаемое при 𝜆0 = 𝜀,
где 𝜀 > 0 — малое число. Таким образом,

𝜇 = −𝜈
𝑎
𝜆0 + 𝜈, 𝜆0 ∈ (0, 𝑎). (2)

Найдем 𝜈. При 𝜆0 = 𝜀 математическое ожидание длительности сбор-
ки требования из фрагментов или, иначе, математическое ожидание
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длительности интервала времени между родственными фрагментами
в выходящем из сети 𝑁 потоке фрагментов совпадает со среднеквадра-
тическим отклонением 𝜎0 длительности реакции 𝜏0 сети 𝑁 . Тогда

𝜈 = 1/𝜎0, 𝜎0 =
√︁
𝐸𝜏20 − (𝐸𝜏0)2, (3)

где 𝐸𝜏0 и 𝐸𝜏
2
0 — первый и второй начальные моменты величины 𝜏0.

Известно [8], что

𝐸𝜏0 =
1

2𝜆0

𝐿∑︁
𝑖=1

𝜓𝑖

1− 𝜓𝑖
, (4)

где 𝜓𝑖 = 𝜆𝑖/𝜇𝑖, 𝜆𝑖 = 2𝜆0𝜔𝑖/𝜔0 — интенсивность потока фрагментов
требований в систему 𝑆𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝐿.

Обозначим 𝜏𝑖 — длительность пребывания в сети 𝑁 фрагментов тре-
бований, поступивших в сеть через систему 𝑆𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝐿. Математи-
ческие ожидания 𝐸𝜏𝑖 могут быть найдены из системы уравнений:

𝐸𝜏𝑖 =
1

𝜇𝑖(1− 𝜓𝑖)
+

𝐿∑︁
𝑗=1

𝜃𝑖𝑗𝐸𝜏𝑗 , 𝑖 = 1, . . . , 𝐿.

Вторые моменты 𝐸𝜏2𝑖 удовлетворяют следующей системе уравнений:

𝐸𝜏2𝑖 =
2𝐸𝜏𝑖

𝜇𝑖(1− 𝜓𝑖)
+

𝐿∑︁
𝑗=1

𝜃𝑖𝑗𝐸𝜏
2
𝑗 , 𝑖 = 1, . . . , 𝐿. (5)

Из (5) получим

2𝜆0

𝐿∑︁
𝑖=1

𝜃0𝑖𝐸𝜏
2
𝑖 = 2

𝐿∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖
𝜇𝑖(1− 𝜓𝑖)

𝐸𝜏𝑖

или

𝐸𝜏20 =
1

𝜆0

𝐿∑︁
𝑖=1

𝜓𝑖

1− 𝜓𝑖
𝐸𝜏𝑖. (6)

Подставив найденные по формулам (4) и (6) значения в формулу (3),
найдем значение 𝜈, используемое в формуле (2).

Обозначим 𝑃𝑘 — стационарная вероятность пребывания системы
сборки в состоянии 𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , где 𝑘 — число «первых» фраг-
ментов в системе сборки. Очевидно, что

𝑃𝑘 =
(𝜆0/𝜇)

𝑘

𝑘!
𝑒−𝜆0/𝜇, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

где 𝜇 вычисляется по формуле (2).
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3. Численные результаты

Для проверки адекватности предложенной модели системы сборки
была построена имитационная модель рассматриваемой сети массового
обслуживания с системой сборки [2]. Результаты аналитического вычис-
ления стационарного распределения системы сборки сравнивались с ре-
зультатами имитационного моделирования. В качестве критерия близо-
сти распределений использовалось расстояние Колмогорова:

∆ = max
𝑖⩾0

⃒⃒⃒⃒ 𝑖∑︁
𝑘=0

𝑃𝑘 −
𝑖∑︁

𝑘=0

𝑃𝑘

⃒⃒⃒⃒
,

где 𝑃𝑘 и 𝑃𝑘 — вероятности состояния 𝑘 системы сборки, вычисленные
с помощью аналитической и имитационной модели соответственно.

В табл. 1 приводятся расстояния Колмогорова для случая 𝐿 = 20,
𝜇1 = (𝜇1

𝑖 ) = (4.5, 3.8, 3.1, 4.8, 3.2, 3.0, 2.9, 2.8, 4.7, 3.8, 4.1, 4.2, 4.6, 4.8, 3.9,
4.2, 4.3, 3.3, 4.0, 5.0) и 𝜇2 = (𝜇2

𝑖 ) = (4.1, 12.0, 3.9, 8.0, 3.2, 4.0, 10.0, 9.0, 4.3,
10.0, 11.0, 8.0, 6.0, 4.0, 4.5, 10.0, 3.8, 5.0, 7.0, 4.0), 𝜆10 = 0.1𝑎 и 𝜆20 = 0.5𝑎, удо-
влетворяющих условию (1), при двух видах сети 𝑁 : I — «двухслой-
ная» сеть параллельных систем и II — произвольная древовидная сеть.
Из таблицы видно, что аппроксимация стационарного распределения
системы сборки улучшается при уменьшении 𝜆0.

Таблица 1
Значения расстояний Колмогорова

Вид сети
𝜇1 𝜇2

𝜆10 𝜆20 𝜆10 𝜆20
I 0.0075 0.1506 0.0102 0.1755
II 0.0471 0.0793 0.0265 0.1352

Заключение

Был предложен приближенный метод вычисления математическо-
го ожидания длительности сборки требований из фрагментов, обслу-
женных в ациклической сети массового обслуживания, и стационарно-
го распределения системы сборки. Зная данные характеристики, можно
вычислить другие стационарные характеристики рассматриваемой сети
массового обслуживания.
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В статье представлена идея и концепция общей архитектуры
приложения для построения аналитической аппроксимации рас-
пределения вероятностей числа заявок в системах массового об-
служивания, которое выполняется на основе результатов серии
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Введение

При исследовании систем массового обслуживания (СМО) [1] одной
из главных задач является получение в аналитическом виде распре-
деления вероятностей числа заявок в системе, обычно в стационарном
режиме работы. При этом из-за трудностей математического характе-
ра только в редких случаях удается получить точный аналитический
результат. В некоторых случаях удается аналитически получить ап-
проксимации распределений, используя асимптотические методы [2], [3]
или аппроксимации исходных распределений [4]. В остальных случаях
возможно получение рекуррентных алгоритмов [5] либо чаще всего –
провести численное и имитационное моделирование [6].

Имитационное моделирование позволяет получить численный ре-
зультат практически для любой конфигурации СМО. Поэтому возни-
кает идея – провести серию экспериментов по имитационному моде-
лированию одной и той же СМО с разными значениями параметров,
получить наиболее подходящие в каждом случае распределения веро-
ятностей числа заявок в системе, а затем систематизировать эти резуль-
таты и попробовать оценить влияние каждого входного параметра на
результирующую функцию распределения. Таким образом, в качестве
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результата будет предложена аппроксимация функции распределения
вероятностей числа заявок в системе в виде какой-то известной функ-
ции распределения, параметры которой определяются в терминах ис-
ходных параметров модели. Предполагается, что в приложении будет
некоторый банк распределений, среди которых производится поиск.

В настоящее время в ИПМКН ТГУ ведется разработка программ-
ного комплекса SimQ [7], предназначенного для имитационного модели-
рования систем массового обслуживания. Предполагается использовать
ядро этой системы для выполнения непосредственно процесса имита-
ционного моделирования и получения эмпирических рядов распределе-
ния, а затем с помощью надстроенного каскада модулей построить ана-
литическую аппроксимацию числа заявок в системе. В данной работе
предложена концепция архитектуры программного комплекса, который
будет выполнять данную задачу.

1. Концепция архитектуры приложения

Чтобы реализовать описанный процесс, предлагается следующая
концепция архитектуры разрабатываемого программного комплекса
(Рис. 1). Мы выделяем пять основных частей системы: UI, Controller,
Estimator, Ядро моделирования SimQ, Analytic.

Пакет UI предназначен для элементов, формирующих интерфейс
пользователя, в котором он выбирает конфигурацию системы, задает
некоторые параметры модели и параметры процесса построения ана-
литической аппроксимации. Здесь же находятся объекты, с помощью
которых производится вывод результатов по окончании процесса по-
строения.

Пакет Controller реализует функции управления процессом построе-
ния аппроксимации, многократно запускает имитационное моделирова-
ние выбранной системы (конфигурации СМО) для различных значений
варьируемых параметров модели, получает от модуля Estimator соот-
ветствующие оценки распределений и передает их в модуль Analytic.

Работа пакета Estimator подробно описана в [8]. Его задачей являет-
ся поиск наиболее близкого распределения вероятностей из имеющей-
ся коллекции распределений и оценка его параметров. На самом деле,
оценки строятся для каждого распределения из коллекции, если это
возможно, при этом вычисляется метрика близости построенной оцен-
ки к эмпирическому распределению (в настоящий момент для этого
используется расстояние Колмогорова).

Ядро моделирования SimQ [7] занимается непосредственно имитаци-
онным моделированием заданной СМО и выдает в качестве результата
эмпирическое распределение вероятностей числа заявок в системе.
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Рис. 1. Концепция архитектуры приложения для построения аналитической
аппроксимации в SimQ

Наконец, задачей пакета Analytic является построение аппроксима-
ции распределения вероятностей числа заявок в выбранной СМО в ана-
литической форме. Для этого используются выражения для распре-
делений из имеющейся коллекции, а также построенные с помощью
Estimator оценки распределений и их метрики близости к результатам
имитационного моделирования.

В результате пользователь получает в аналитическом виде предпо-
лагаемое (аппроксимацию) распределение вероятностей числа заявок в
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системе для выбранной модели СМО. В принципе, приложение может
выдавать пользователю все аппроксимации, полученные для каждого
элемента коллекции распределений, сортированные по значению неко-
торой агрегированной метрики близости.

2. Общий контур процесса построения аппроксимации

Рассмотрим общий ход предлагаемого процесса построения аналити-
ческой аппроксимации распределения вероятностей в разрабатываемой
системе (Рис. 2).

Рис. 2. Процесc построения аналитической аппроксимации

Пользователь выбирает конфигурацию (тип) СМО, в некторых слу-
чаях задает значения неизменяемых параметров модели, а также пара-
метры самого процесса построения. Эти данные поступают в Controller,
который в цикле перебирает все значения изменяемых параметров мо-
дели, необходимые для построения аналитических выражений, запус-
кает для них имитационное моделирование соответствующей СМО в
Ядре моделирования SimQ, передает получаемые при этом эмпириче-
ские распределения модулю Estimator, который строит для них оцен-
ки распределения и вычисляет значения метрики качества для каждой
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оценки. Эти оценки и соответствующие значения метрики записыва-
ются в Массив ПРО («Параметры-Рапсределение-Оценки»), который
индексируется по выбранным значениям параметров СМО. Этот про-
цесс продолжается до тех пор, пока не будут выбраны все необходимые
значения варьируемых параметров модели.

Далее сформированный Массив ПРО передается модулю Analytic,
который на его основе строит аналитические аппроксимации распре-
деления вероятностей числа заявок в СМО выбранной пользователем
конфигурации, а также для каждой такой аппроксимации вычисля-
ет некоторую агрегированную метрику качества, например, используя
значения метрики качества оценок распределений, полученных ранее и
хранящихся в Массиве ПРО.

Результат выдается пользователю в виде анлитических выражений
аппроксимаций для распределения вероятностей, выполненных в тер-
минах исходных (варьируемых) параметров СМО.

Заключение

Таким образом, в результате работы сформулированы общая кон-
цепция архитектуры приложения и основной контур построения анали-
тической аппроксимации функции распределения числа заявок в СМО,
конфигурацию которой определяет пользователь. Далее планируется
реализовать рабочие прототипы модулей данной системы и выполнить
испытание их работы в составе программного комплекса (прототипы
модулей Ядро моделирования SimQ и Estimator уже реализованы).
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PURSUIT PROBLEM IN A DIFFERENTIAL GAME
WITH INERTIAL PLAYERS UNDER INTEGRAL
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Tashkent, Uzbekistan
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We investigate a pursuit problem in a differential game with two
inertial players, where the controls of both players are subject to
integral constraints. The pursuit problem is addressed by imple-
menting a parallel pursuit strategy and sufficient conditions for the
solvability of the pursuit problem are derived. Furthermore, in the
case of the same dynamics of the players, an explicit formula for
a meeting domain of the players is provided by the main lemma
characterizing its monotonicity property. Keywords: differential
game, Π-strategy, pursuit, acceleration, integral constraint, meeting
domain.

Introduction

Pursuit-evasion problems are particularly important in the field of differ-
ential games due to several qualities. This quality is demonstrably effective
in real-world applications. A prime example is “the game with a Life-line”,
which was pioneered by R. Isaacs (see [1], problem 9.5.1), featuring play-
ers’ simple dynamics. L.A. Petrosjan analyzed this game and established
an exclusive strategy named “parallel pursuit strategy” (Π-strategy) that
was proved highly effective in work [2]. This success led to the Π-strategy’s
applications in solving broader classes of differential pursuit games (see,
[2–5]).

Belousov [6] introduced the resolving functions method for differential
games with integral constraints on the control functions, which gives a suf-
ficient condition for ending the pursuit. This method was later improved
for problems of group pursuit in differential games with integral constraints
imposed on players’ controls, such as the Pontryagin control example and
group pursuit with a simple motion for the case of ℓ-catch [7–8].

1. Main results

We analyze a differential game with two conflict-controlled inertial play-
ers moving in the Euclidian space R𝑛. One of them, called the Pursuer
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(denoted by P), chases another one, called the Evader (denoted by E). We
represent their positions using vectors 𝑥 and 𝑦 in R𝑛. The motions of dy-
namic system of the players is characterized by the following second-order
differential equations, which are accompanied by their respective initial con-
ditions:

P : �̈� = 𝑢, 𝑥(0) = 𝑥10, �̇�(0) = 𝑥11, (1)

E : 𝑦 = 𝑣, 𝑦(0) = 𝑦10, �̇�(0) = 𝑦11, (2)

where 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣 ∈ R𝑛, 𝑛 ⩾ 2; 𝑥10, 𝑦10 are the initial positions of the players,
and 𝑥11, 𝑦11 are their initial velocity vectors, respectively. It is assumed that
𝑥10 ̸= 𝑦10 at the time 𝑡 = 0. The parameters 𝑢 and 𝑣 are the acceleration
vectors which are utilized as controls of the players.

Definition 1. Measurable functions 𝑢(·) = (𝑢(𝑡), 𝑡 ⩾ 0) and 𝑣(·) =
(𝑣(𝑡), 𝑡 ⩾ 0) are called the admissible controls of Pursuer P and Evader E if
they meet the following integral constraints

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑠)|𝑢(𝑠)|2𝑑𝑠 ⩽ 𝜌20, 𝑡 ⩾ 0, (3)

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑠)|𝑣(𝑠)|2𝑑𝑠 ⩽ 𝜎2
0 , 𝑡 ⩾ 0, (4)

respectively, where 𝜌0 and 𝜎0 are given positive parametric numbers that
represent the maximum resource values of the players.

We denote the set of all admissible controls 𝑢(·) of the Pursuer by U𝐼

and the set of all admissible controls 𝑣(·) of the Evader by V𝐼 .

Definition 2. For each pair (𝜌0, 𝑢(·)), 𝑢(·) ∈ U𝐼 and (𝜎0, 𝑣(·)), 𝑣(·) ∈
V𝐼 , it is said that the quantities

𝜌(𝑡) = 𝜌20 −
𝑡∫︁

0

(𝑡− 𝑠)|𝑢(𝑠)|2𝑑𝑠, 𝜌(0) = 𝜌20,

𝜎(𝑡) = 𝜎2
0 −

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑠)|𝑣(𝑠)|2𝑑𝑠, 𝜎(0) = 𝜎2
0

are the residual resources of the players at the current time 𝑡, 𝑡 ⩾ 0.
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Definition 3. If 𝑢(·) ∈ U𝐼 and 𝑣(·) ∈ V𝐼 , then by virtue of equa-
tions (1) and (2), the triplets (𝑥10, 𝑥11, 𝑢(·)) and (𝑦10, 𝑦11, 𝑣(·)) generate the
trajectories of the players as follows:

𝑥(𝑡) = 𝑥10 + 𝑥11𝑡+

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠,

𝑦(𝑡) = 𝑦10 + 𝑦11𝑡+

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝑠)𝑣(𝑠)𝑑𝑠,

respectively.
The primary objective of Pursuer P is to catch Evader E, i.e., to specif-

ically achieve the equality 𝑥(𝑡*) = 𝑦(𝑡*) at some 𝑡* > 0. For Evader E, the
main goal is to maintain the relation 𝑥(𝑡) ̸= 𝑦(𝑡) for each 𝑡 ∈ [0,+∞), and if
this is impossible, then put back the occurrence of capture. Additionally, we
suppose that the initial positions 𝑥10, 𝑦10 satisfy the conditions 𝑥10 ̸= 𝑦10
at the start of the game.

Let’s introduce new denotations:

𝑧 = 𝑥− 𝑦, 𝑧10 = 𝑥10 − 𝑦10, 𝑧11 = 𝑥11 − 𝑦11.

First of all, we consider the differential game (1)–(4) in the case of the
same dynamic of the players, i.e., 𝑥11 = 𝑦11

Definition 4. In the differential game (1)–(4), the function

u1(𝑣) = 𝑣 − 𝛾(𝑣)𝜉10 (5)

is called the Π-strategy of the Pursuer for the case of 𝑥11 = 𝑦11, where

𝛾(𝑣) = max{0, 𝛿 + 2⟨𝑣, 𝜉10⟩}, 𝛿 = (𝜌20 − 𝜎2
0)/|𝑧10|, 𝜉10 = 𝑧10/|𝑧10|.

and u1(𝑣(𝑡)) (𝑡 ⩾ 0) - its realization for any 𝑣(·) ∈ V𝐼 .

Theorem 1. If 𝜌0 > 𝜎0, then the Pursuer wins by using Π-strategy
(5) on the time interval [0, 𝑇1], where 𝑇1 =

√
2|𝑧10|/(𝜌0 − 𝜎0).

Let the quadruplets (𝑥, 𝑦, 𝜌, 𝜎) describe the current state of the game
at some moment in time 𝑡, where 𝑥 ̸= 𝑦. The set Ω(𝑥, 𝑦, 𝜌, 𝜎) is defined
as the set of all points 𝜔 where the Pursuer moving from the position 𝑥
and consuming the resource 𝜌 should encounter the Evader moving from
the position 𝑦 and consuming the resource 𝜎.

Referring to Theorem 1, if 𝜌0 > 𝜎0, then by virtue of the Π-strategy (5)
the Evader is captured at some point in the space R𝑛. The players P and E
will meet at various points according to the choice of the control 𝑣(·) ∈ V𝐼 .
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So, we will construct a set of meeting points of the players for the case
𝜌0 > 𝜎0.

We define the following multi-valued mapping

Ω(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝜌(𝑡), 𝜎(𝑡)) =
{︁
𝜔 : |𝜔 − 𝑥(𝑡)| ⩾

√︀
𝜌(𝑡)/𝜎(𝑡)|𝜔 − 𝑦(𝑡)|

}︁
, (6)

as long as 𝜎(𝑡) > 0 on [0, 𝑡*], 𝑡* ∈ [0, 𝑇1], where 𝑡* is the encounter time of
the players, which the equality 𝑥(𝑡*) = 𝑦(𝑡*) holds and, 𝜌(𝑡) and 𝜎(𝑡) are
the residual resources of the players as defined in Definition 2. Note that

Ω(𝑥10, 𝑦10, 𝜌0, 𝜎0) = {𝜔 : |𝜔 − 𝑥10| ⩾ 𝜌0/𝜎0|𝜔 − 𝑦10|} . (7)

Lemma 1. The multi-valued mapping Ω(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝜌(𝑡), 𝜎(𝑡)) − 𝑡𝑥11,
𝑡 ∈ [0, 𝑡*], is monotonically decreasing with respect to the inclusion, i.e. if
𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 𝑡*] and 𝑡1 < 𝑡2, then

Ω(𝑥(𝑡1), 𝑦(𝑡1), 𝜌(𝑡1), 𝜎(𝑡1))− 𝑡1𝑥11 ⊃ Ω(𝑥(𝑡2), 𝑦(𝑡2), 𝜌(𝑡2), 𝜎(𝑡2))− 𝑡2𝑥11.

Corollary 1. From Lemma 1, it can be concluded that:
a) Ω(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝜌(𝑡), 𝜎(𝑡)) ⊂ Ω(𝑥10, 𝑦10, 𝜌0, 𝜎0) + 𝑡𝑥11 at each 𝑡 ∈ [0, 𝑡*];
b) 𝑦(𝑡) ∈ Ω(𝑥10, 𝑦10, 𝜌0, 𝜎0) + 𝑡𝑥11 for all 𝑡 ∈ [0, 𝑡*] are met.

Definition 5. The set

Ω*(𝑥10, 𝑦10, 𝜌0, 𝜎0, 𝑇1) =

𝑇1⋃︁
𝑡=0

{Ω(𝑥10, 𝑦10, 𝜌0, 𝜎0) + 𝑡𝑥11} (8)

is called the meeting domain of the players in the pursuit problem, where
𝑇1 is the guaranteed capture time (see Theorem 1).

Let 𝑊 be the closed subset of R𝑛, and let the differential game (1)–(4)
with the “Life-line” 𝑊 be studied.

Theorem 2. If the meeting domain of the players doesn’t intersect
with the set𝑊 , i.e. Ω*(𝑥10, 𝑦10, 𝜌0, 𝜎0, 𝑇1)∩𝑊 = ∅ in the “Life-line” game,
then the Pursuer wins by using Π-strategy (5) on the time interval [0, 𝑇1].

In the next step, we consider the differential game (1)–(4) for the case
where the vectors 𝑧10 and 𝑧11 are collinear, which means there is a finite
number 𝑘 such that

𝑧11 = 𝑘𝑧10, 𝑘 ∈ R∖{0}.

Lemma 2. Let 𝜌0 ⩾ 𝜎0 and 𝑘 < 0. Then there exists at least a
positive root of the following equation

Λ*(𝑡) = 0
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and we denote by 𝑇* the smallest positive root, where

Λ*(𝑡) = 1 + 𝑘𝑡− 𝑡

|𝑧10|

[︃
𝛿

4
𝑡− 𝜎0√

2
+

√︃(︁𝛿
4
𝑡− 𝜎0√

2

)︁2
− 1

2
𝑘𝛿|𝑧10|𝑡

]︃
.

Lemma 3. Let 𝜌0 > 𝜎0 +
√
2𝑘|𝑧10| and 𝑘 > 0. Then there exists at

least positive root of the following equation

Λ*(𝑡) = 0

and we denote by 𝑇 * the smallest positive root, where

Λ*(𝑡) = 1 + 𝑘𝑡− 1

|𝑧10|
max

{︂
0,

𝛿

2(1 + 𝑘𝑡)
𝑡2 −

√
2𝜎0𝑡

}︂
,

𝑇 * =

√
2|𝑧10|

𝜌0 − 𝜎0 −
√
2𝑘|𝑧10|

.

Next, we will define the Π-strategy based on the existing works [3–5].
Let us introduce the following denotation:

𝜆(𝑣) =

{︃
𝜆*(𝑣) if 𝑘 < 0, 𝜌0 ⩾ 𝜎0,

𝜆*(𝑣) if 𝑘 > 0, 𝜌0 > 𝜎0 +
√
2𝑘|𝑧10|,

(9)

where

𝜆*(𝑣) =
𝛿

2
+ ⟨𝑣, 𝜉10⟩+

√︃(︂
𝛿

2
+ ⟨𝑣, 𝜉10⟩

)︂2

− 2

𝑇*
𝑘𝛿|𝑧10|,

𝜆*(𝑣) = max

{︂
0,

𝛿

1 + 𝑘𝑇 *
+ 2⟨𝑣, 𝜉10⟩

}︂
,

𝛿 = (𝜌20 − 𝜎2
0)/|𝑧10| and 𝜉10 = 𝑧10/|𝑧10|, 𝑇* and 𝑇 * are defined in Lemma 2

and Lemma 3, respectively.

Definition 6. The control function

u2(𝑣) = 𝑣 − 𝜆(𝑣)𝜉10, (10)

is called the Π-strategy of the Pursuer in the differential game (1)–(4) for
the case of 𝑧11 = 𝑘𝑧10.

Theorem 3. Let Lemma 2 and Lemma 3 be met. Then the Pursuer
wins by employing the Π-strategy (10) during the time interval [0, 𝑇2], where

𝑇2 =

{︃
𝑇* if 𝑘 < 0, 𝜌0 ⩾ 𝜎0,

𝑇 * if 𝑘 > 0, 𝜌0 > 𝜎0 +
√
2𝑘|𝑧10|.
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Conclusion

In conclusion, we can say that the pursuit problem is solved in a dif-
ferential game with inertial players under integral constraints on controls
by applying the Π-strategy, and the meeting domain of the players is con-
structed for the case of the same dynamics of the players. The proposed
method can be generalized to more general linear and nonlinear conflict-
controlled systems with various constraints on controls in the future.
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ON AUTOMOROHISMS OF A GENETIC ALGEBRA
ASSOCIATED BY A NON-VOLTERRA OPERATOR
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The aim of this paper is to examine the automorphisms of genetic
algebras associated with permuted Volterra operators defined on
three-dimensional simplex. Furthermore, three dimensional per-
muted Volterra algebras are considered and the description of their
automorphisms are given as well. Keywords: genetic algebra, non-
Volterra, quadratic stochastic operator, automorphisms.

Introduction

The work of Bernstein [1] has pioneered the application of quadratic
stochastic operators (QSO), and in general, these operators are employed
within the domain of biology especially in the presentation of time evolution
of countless species. There are various established classes of non-associative
algebras and so forth, and all these have significantly contributed to the
theoretical population genetics (see e.g. [3]). One class is named by genetic
algebra which is concerned with the mathematical modeling of genetic pro-
cesses, inheritance patterns, and genetic diversity using algebraic structures
and techniques. The application of a type of genetic algebra called evolution
algebra was demonstrated in Tian [4].

In genetic algebra, each mapping determines the character of the next
generation. These are cases where parental traits and characteristics are
retained or are not rediscovered in a new generation. The mappings we
study are different, and automorphisms occupy a special place among them.

Automorphisms are one-to-one mappings of an algebra into itself and
play an important role in genetic algebra. Understanding automorphisms is
crucial in algebraic structures as they provide insight into the symmetries
and invariant properties of these structures under transformations that pre-
serve their algebraic operations. In [2] automorphisms in Volterra algebras
are studied. It is natural question: what about automorphism in genetic
algebras associated by non-Volterra operators? Below we shall particularly
answer to this question and present preliminary results.

1. Main part

Recall the definition of an evolution algebra of a free population following
[3]. Let 𝐸 = {1, . . . ,𝑚}. By e𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 we denote the standard basis
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in R𝑚. The convex hull of these basis elements is (𝑚 − 1)- dimensional
simplex, that is

𝑆𝑚−1 =

{︃
x ∈ R𝑚 : 𝑥𝑖 ≥ 0, ∀ 𝑖 ∈ 𝐸,

∑︁
𝑖∈𝐸

𝑥𝑖 = 1

}︃
.

A quadratic stochastic operator (QSO) is a mapping 𝑉 : 𝑆𝑚−1 → 𝑆𝑚−1

of the form
𝑉 : 𝑥′𝑘 =

∑︁
𝑖,𝑗∈𝐸

𝑝𝑖𝑗,𝑘𝑥𝑖𝑥𝑗 , 𝑘 ∈ 𝐸 (1)

where 𝑝𝑖𝑗,𝑘 are heredity coefficients, which satisfy the following conditions:

𝑝𝑖𝑗,𝑘 ≥ 0, 𝑝𝑖𝑗,𝑘 = 𝑝𝑗𝑖,𝑘,

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑝𝑖𝑗,𝑘 = 1, 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ 𝐸 (2)

Let 𝑉 be a QSO and let x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), y = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) ∈ R𝑚 are
arbitrary vectors, we introduce a multiplication rule (see [2]) on R𝑚 by

(x ∘𝑉 y)𝑘 =
∑︁
𝑖,𝑗∈𝐸

𝑝𝑖𝑗,𝑘𝑥𝑖𝑦𝑗 , 𝑘 ∈ 𝐸. (3)

Using (2), (3) it is easy to see that x ∘𝑉 y = y ∘𝑉 x, i.e. the multiplication
is commutative. In general, the genetic algebra is not necessarily to be
associative.

Definition 1. A linear transformation A of the algebra 𝒜𝑉 is an
endomorphism if A (x ∘𝑉 y) = A(x) ∘𝑉 A(y) for all x,y ∈ 𝒜𝑉 . We say
that a bijective endomorphism A of the algebra 𝒜𝑉 is an automorphism of
the algebra 𝒜𝑉 .

Let us consider the following Volterra QSO defined on the 𝑆2

𝑉 :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥′1 = 𝑥21 + (1− 𝑎)𝑥1𝑥2 + (1 + 𝑐)𝑥1𝑥3,

𝑥′2 = 𝑥22 + (1 + 𝑎)𝑥1𝑥2 + (1− 𝑏)𝑥2𝑥3,

𝑥′3 = 𝑥23 + (1− 𝑐)𝑥1𝑥3 + (1 + 𝑏)𝑥2𝑥3,

(4)

where −1 ≤ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≤ 1. Let us fix the following permutation of the set
𝐸 = {1, 2, 3}

𝜋 =

(︂
1 2 3
3 1 2

)︂
.

From [5] we know that the operator 𝑉𝜋 = 𝑇𝜋𝑉 is a quadratic homeomor-
phisms of the two-dimensional simplex, where 𝑇𝜋(x) =

(︀
𝑥𝜋(1), 𝑥𝜋(2), 𝑥𝜋(3)

)︀
.
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Obviously that if we take 𝜋 = 𝐼𝑑, then 𝑉𝜋 will be a Volterra quadratic oper-
ator. The following theorem is valid in the algebra defined by the Volterra
quadratic operator.

Theorem 1. [2] Let 𝒜𝑉 (0, 0, 0) be the Lotka-Volterra algebra associ-
ated by (4). Then 𝐴𝑢𝑡 (𝒜𝑉 (0, 0, 0)) is the set of all linear automorphisms 𝜎
of 𝒜𝑉 such that 𝜎(𝐻) = 𝐻, where 𝐻 = {x ∈ 𝒜 : 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1} .

Another cases the operator 𝑉𝜋 will be non-Volterra operator, which is
called permuted Volterra operator.

Now, by (4) the permuted Volterra operator 𝑉𝜋 is defined as follows:

𝑉𝜋 :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥′1 = 𝑥22 + (1 + 𝑎)𝑥1𝑥2 + (1− 𝑏)𝑥2𝑥3,

𝑥′2 = 𝑥23 + (1− 𝑐)𝑥1𝑥3 + (1 + 𝑏)𝑥2𝑥3,

𝑥′3 = 𝑥21 + (1− 𝑎)𝑥1𝑥2 + (1 + 𝑐)𝑥1𝑥3,

(5)

where −1 ≤ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≤ 1.
Then, by (5) the corresponding algebra 𝒜𝑉𝜋

:= 𝒜𝑉𝜋
(𝑎, 𝑏, 𝑐) has the

following multiplication table:

e1 ∘𝑉𝜋
e1 = e3 e1 ∘𝑉𝜋

e2 = e2 ∘𝑉𝜋
e1 =

1 + 𝑎

2
e1 +

1− 𝑎
2

e3

e2 ∘𝑉𝜋
e2 = e1 e1 ∘𝑉𝜋

e3 = e3 ∘𝑉𝜋
e1 =

1− 𝑐
2

e2 +
1 + 𝑐

2
e3 (6)

e3 ∘𝑉𝜋
e3 = e2 e2 ∘𝑉𝜋

e3 = e2 ∘ e3 =
1− 𝑏
2

e1 +
1 + 𝑏

2
e2

Now we consider the algebra 𝒜𝑉𝜋
(0, 0, 0) and other algebras will be studied

in our subsequent paper.

Theorem 2. Let A : 𝒜𝑉𝜋
(0, 0, 0)→ 𝒜𝑉𝜋

(0, 0, 0) be a non-zero linear
map defined as

A(e1) = 𝛼e1 + 𝛽e2 + 𝛾e3,

A(e2) = 𝛾e1 + 𝛼e2 + 𝛽e3,

A(e3) = 𝛽e1 + 𝛾e2 + 𝛼e3,

where 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ R. Then A is an automorphism on the algebra 𝒜𝑉𝜋
if and

only if 𝛼+ 𝛽 + 𝛾 = 1 and 𝛼 ̸= 𝛽 ̸= 𝛾.

Proof. Let a linear map A be an automorphism of the algebra 𝒜𝑉𝜋

and A (e𝑖) = 𝑎𝑖1e1+𝑎𝑖2e2+𝑎𝑖3e3, 𝑖 = 1, 2, 3, that is 𝐴 is the corresponding
matrix to linear map A. From the equation

A (e𝑖 ∘𝑉𝜋 e𝑗) = A (e𝑖) ∘𝑉𝜋 A (e𝑗) , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3
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we have the following system⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎12(𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13) = 𝑎31,

𝑎13(𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13) = 𝑎32,

𝑎11(𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13) = 𝑎33,

𝑎22(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23) = 𝑎11,

𝑎23(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23) = 𝑎12,

𝑎21(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23) = 𝑎13,

𝑎32(𝑎31 + 𝑎32 + 𝑎33) = 𝑎21,

𝑎33(𝑎31 + 𝑎32 + 𝑎33) = 𝑎22,

𝑎31(𝑎31 + 𝑎32 + 𝑎33) = 𝑎23,

𝑎11 + 𝑎31 = 𝑎12(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23) + 𝑎22(𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13),

𝑎12 + 𝑎32 = 𝑎13(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23) + 𝑎23(𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13),

𝑎13 + 𝑎33 = 𝑎11(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23) + 𝑎21(𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13),

𝑎21 + 𝑎31 = 𝑎12(𝑎31 + 𝑎32 + 𝑎33) + 𝑎32(𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13),

𝑎22 + 𝑎32 = 𝑎13(𝑎31 + 𝑎32 + 𝑎33) + 𝑎33(𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13),

𝑎23 + 𝑎33 = 𝑎11(𝑎31 + 𝑎32 + 𝑎33) + 𝑎31(𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13),

𝑎11 + 𝑎21 = 𝑎22(𝑎31 + 𝑎32 + 𝑎33) + 𝑎32(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23),

𝑎12 + 𝑎22 = 𝑎23(𝑎31 + 𝑎32 + 𝑎33) + 𝑎33(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23),

𝑎13 + 𝑎23 = 𝑎21(𝑎31 + 𝑎32 + 𝑎33) + 𝑎31(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23).

(7)

Adding the first (resp. second and third ) three equations of the system
(7) we get

(𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13)
2 = 𝑎31 + 𝑎32 + 𝑎33, (𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23)

2 = 𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13

(𝑎31 + 𝑎32 + 𝑎33)
2 = 𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 ⇒

(𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13)(1− (𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13)
7) = 0 ⇒

𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13 = 0 or 𝑎11 + 𝑎12 + 𝑎13 = 1,

𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 = 0 or 𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 = 1,

𝑎31 + 𝑎32 + 𝑎33 = 0 or 𝑎31 + 𝑎32 + 𝑎33 = 1.

From the system (7) one has that if 𝑎𝑖1 + 𝑎𝑖2 + 𝑎𝑖3 = 0 is true for a
𝑖 = 1, 2, 3 then it holds 𝑎𝑖𝑗 = 0 for all 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3.

Also if 𝑎𝑖1 + 𝑎𝑖2 + 𝑎𝑖3 = 1 holds for all 𝑖 = 1, 2, 3 then we have 𝑎11 =
𝑎22 = 𝑎33 = 𝛼, 𝑎12 = 𝑎23 = 𝑎31 = 𝛽 and 𝑎13 = 𝑎32 = 𝑎21 = 𝛾, where
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𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ R such that 𝛼+ 𝛽 + 𝛾 = 1. Further the determinant of the matrix
of A is equal

det (𝐴) = 𝛼3 + 𝛽3 + 𝛾3− 3𝛼𝛽𝛾 = (𝛼+ 𝛽+ 𝛾)(𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2−𝛼𝛽−𝛼𝛾− 𝛽𝛾)

𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2 − 𝛼𝛽 − 𝛼𝛾 − 𝛽𝛾 ≥ 0,

where we have used well known rearrangement inequality and the equality
case holds when 𝛼 = 𝛽 = 𝛾. Using 𝛼+𝛽+𝛾 = 1 we obtain that det (𝐴) = 0

if and only if 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 =
1

3
. It is easy to verify that these solutions also

satisfy the remaind nine equations of the system (7).

2. Conclusion

We considered automorphisms of the Lotka-Volterra algebra 𝒜𝑉 (0, 0, 0)
and a genetic algebra 𝒜𝑉𝜋

(0, 0, 0). From the statements of Theo-
rem 1 and Theorem 2 we conclude that 𝐴𝑢𝑡 (𝒜𝑉 (0, 0, 0)) is richer that
𝐴𝑢𝑡 (𝒜𝑉𝜋 (0, 0, 0)).
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The paper develops a two-criteria stochastic ecological and eco-
nomic model of agricultural production, taking into account the
level of land salinisation. The distribution of areas for farms under
agricultural crops is determined for agricultural production under
given resource constraints: land, labor, fodder and ecological. Tak-
ing into account the limitations, it is required that the expected
total volume of crop and livestock production in certain propor-
tions was maximized and the total volume of water consumption
was minimized. For the question of specialization and placement
of developed agricultural production based on maximisation of crop
and livestock production and minimisation of water use, in the two-
criteria ecological-economic model taking into account the level from
land salinisation 𝜆 (𝜆 = 1, 2, 3, 4) and application of chemical fer-
tilizers, the indicators of the amount of harmful substances stored
in the composition are taken into account. Theorems 1 and 2 of
dual relations for two-criteria ecological-economic model are estab-
lished and qualitative analysis is carried out. Methods of calcula-
tion of water use volumes and total water consumption volumes per
unit volume of crop and livestock production from dual relations
are given. Keywords: Stochastic model, dual relations, qualitative
analysis, salinity parameters, Lagrangian function.

Introduction

Today, in the Aral Sea region, questions about agricultural production
indicators are of great importance for the location and specialization of
agriculture. When determining the economic efficiency of location and spe-
cialization of agricultural production, it is advisable to use a system of in-
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terrelated indicators that could determine the degree of use of land, labour,
machinery, etc [2]. Assessment of economic efficiency of agricultural pro-
duction and specialization of agriculture is associated with the use of such
indicators as gross and marketable output, gross and net income, yield pro-
ductivity, cost price, labour inputs, profitability and others [3].

It should be noted that the experience of some scientists shows that im-
proving the structure of sown areas, more rational placement of agricultural
production and its optimal connection with all links of the agro-industrial
complex can give a significant economic effect. At more rational place-
ment of agricultural crops (e.g. cotton, wheat, rice, vegetables, etc.), the
gross harvest of these crops increases in the proportions determined by the
planned tasks for the harvest of each crop with unknown resources [4].

1. MATERIALS AND METHODS

Similar ecological and economic models of agricultural production were
considered in [5, 5, 6]. Formation of constraints and target functions of the
stochastic model of location and specialisation of agricultural production
were considered in [7].

Problems of water resource losses in main canals during settlement of
agricultural production are presented in works [8, 9], and solutions to such
a class of problems are considered in works [10, 11].

The stochastic nature of the considered tasks in this area is explained by
various reasons. Therefore, the question arises about the need to consider
the stochastic variant of the task [12].

The following two - criteria stochastic problem of placement and spe-
cialisation of agricultural production is considered. The problem is written
in x-form, which is convenient for numerical solution, it can be written in
(𝑥, 𝑦(𝜃))-form, according to the terminology of [13], which has the following
form:

𝐺1(𝑥, 𝑦, 𝑧, ℎ 1(𝜃), ℎ 2) = 𝛼1𝐸ℎ 1(𝜃)− 𝛼2ℎ 2 → max, (1)

∑︁
𝑖∈𝐼

∑︁
𝑘∈𝐾𝑖

∑︁
𝜆∈Λ

𝑎𝜆𝑖𝑗𝑘(𝜃)𝑥
𝜆
𝑖𝑗𝑘 −

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑦𝑖𝑗 ≥ 𝐴𝑗ℎ1, 𝑝.𝑛.𝑗 ∈ 𝐽 𝑖
1, (2)

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑧𝑖𝑣 ≥ 𝐵𝑣ℎ1, 𝑣 ∈ 𝐽 𝑖
2, (3)

∑︁
𝑗∈𝐽𝑖

1

∑︁
𝑘∈𝐾𝑖

∑︁
𝜆∈Λ

𝛽𝜆
𝑖𝑗𝑘𝑥

𝜆
𝑖𝑗𝑘 +

∑︁
𝑣∈𝐽𝑖

2

𝛽 𝑖𝑣𝑧𝑖𝑣 ≤ 𝑄𝑖ℎ2, 𝑖 ∈ 𝐼, (4)

∑︁
𝑗∈𝐽𝑖

1

𝜒𝑗𝑟𝑦𝑖𝑗 −
∑︁
𝑣∈𝐽𝑖

1

𝑏𝑖𝑣𝑟𝑧𝑖𝑣 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑟 ∈ 𝑅, (5)
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∑︁
𝑗∈𝐽𝑖

1

∑︁
𝑘∈𝐾𝑖

∑︁
𝜆∈Λ

𝑡𝜆𝑖𝑗𝑘𝑥
𝜆
𝑖𝑗𝑘 +

∑︁
𝑣∈𝐽𝑖

2

𝜏𝑖𝑣𝑧𝑖𝑣 ≤ 𝑇𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, (6)

∑︁
𝑗∈𝐽𝑖

1

∑︁
𝑘∈𝐾𝑖

∑︁
𝜆∈Λ

(𝛾1𝜆𝑚𝑗𝑘 + 𝛾2𝜆𝑚𝑗𝑘)𝑥
𝜆
𝑖𝑗𝑘 +

∑︁
𝑣∈𝐽𝑖

2

𝛾 𝑚𝑣𝑧𝑖𝑣 ≤ 𝐷𝑚𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼,𝑚 ∈𝑀, (7)

∑︁
𝑗∈𝐽𝑖

1

∑︁
𝑘∈𝐾𝑖

∑︁
𝜆∈Λ

𝑞𝜆𝑖𝑗𝑘𝑥
𝜆
𝑖𝑗𝑘 +

∑︁
𝑣∈𝐽𝑖

2

𝑞 𝑖𝑣𝑧𝑖𝑣 ≤𝑀𝑖𝑙, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑙 ∈ 𝐿𝑖, (8)

∑︁
𝑗∈𝐽𝑖

1

∑︁
𝑘∈𝐾𝑖

𝑥𝜆𝑖𝑗𝑘 ≤ 𝑆𝜆
𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼, 𝜆 ∈ Λ. (9)

Here, 𝑎𝜆𝑖𝑗𝑘(𝜃)-yield of the 𝑗-th crop in the 𝑖-th farm on the 𝑘-th type
of land and 𝜆 -planted soil, depending on the random variable 𝜃, which is
a state of nature. E-mathematical expectation of the random variable 𝜃.
Other parameters of model (1) - (9) are introduced in [14] deterministic
version of models (1) - (9).

Let us consider the study of qualitative properties of the two-criteria
stochastic problem of placement and specialisation of agricultural produc-
tion. For this purpose, we construct a dual problem on the problems (1) -
(9), which has the following form:

𝐺2(𝑢(𝜃), 𝜗, 𝑢, 𝑑, 𝜈, 𝜌, 𝜇, 𝜔) =

=
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑇𝑖Λ𝑖 +
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑆𝜆
𝑖 𝜔

𝜆
𝑖 +

∑︁
𝑚∈𝑀

∑︁
𝑖∈𝐼

𝐷𝑚𝑖𝜌𝑚𝑖 +
∑︁
𝑙∈𝐿

∑︁
𝑖∈𝐼

𝑀𝑖𝑙𝜇𝑖𝑙 → min, (10)

𝑡𝜆𝑖𝑗𝑘Λ𝑖 + 𝛽𝜆
𝑖𝑗𝑘𝑢𝑖 + 𝜔𝜆

𝑖 +
∑︁
𝑙∈𝐿

𝑞𝜆𝑖𝑗𝑘𝜇𝑖𝑙+

+
∑︁
𝑚∈𝑀

(𝛾1𝜆𝑚𝑗𝑘 + 𝛾2𝜆𝑚𝑗𝑘)𝜌𝑚𝑗 − 𝐸(𝑎𝜆𝑖𝑗𝑘(𝜃)𝑢𝑗(𝜃)) ≥ 0,
(11)

𝑢𝑗(𝜃)−
∑︁
𝑟∈𝑅

𝜒𝑗𝑟𝑑𝑖𝑟 ≥ 0, (12)

∑︁
𝑟∈𝑅

𝑏𝑖𝑣𝑟𝑑𝑖𝑟 + 𝜏𝑖𝑣Λ𝑖 + 𝛽 𝑢𝑖 +
∑︁
𝑙∈𝐿

𝑞 𝑖𝑣𝜇𝑖𝑣 +
∑︁
𝑚∈𝑀

𝛾 𝑚𝑣𝜌𝑚𝑖 − 𝜗𝑣 ≥ 0, (13)

∑︁
𝑗∈𝐽𝑖

1

𝐴𝑗𝑢𝑗(𝜃) +
∑︁
𝑣∈𝐽𝑖

2

𝐵𝑣𝜗𝑣 ≥ 𝛼1, (14)

∑︁
𝑗∈𝐽𝑖

1

𝑄𝑖𝑢𝑖 ≤ 𝛼2, (15)
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where 𝑢𝑗(𝜃)- means an the random variable 𝜃.
Other parameters of model (10)-(15) are introduced in [14] deterministic

version of models (1)-(9). Problem (1)-(9) and (10)-(15) are mutually dual
problems of parametric linear programming. The corresponding first and
second duality theorems [15] are valid for them, which are formulated in the
following form.

Theorem 1. If one of the problems of the dual pair (1)-(9) and (10) -
(15) has a solution at any values of 𝛼1 ≥ 0, 𝛼2 ≥ 0, then the other problem
is also solvable [16]. The equality holds for any optimal solutions 𝑋* =

{𝑥𝜆*𝑖𝑗𝑘, 𝑦*𝑖𝑗 , 𝑧*𝑖𝑣, ℎ
*
1(𝜃) , ℎ

*
2 } and 𝑌 * = {𝑢*𝑗 (𝜃), 𝜗*𝑣, 𝑢*𝑖 , 𝑑*𝑖𝑟,Λ*𝑖 , 𝜌*𝑚𝑖, 𝜇

*
𝑖𝑙, 𝜔

𝜆*
𝑖 } :

𝐺1(𝑋*) = 𝐺2(𝑌 *). (16)

Theorem 2. For the admissible solution of {𝑥𝜆*𝑖𝑗𝑘, 𝑦*𝑖𝑗 , 𝑧*𝑖𝑣, ℎ*1 (𝜃), ℎ*2 }
of the problem (1) - (9) to be optimal, it is necessary and sufficient that there
exist such values {𝑢*𝑗 (𝜃), 𝜗*𝑣, 𝑢*𝑖 , 𝑑*𝑖𝑟,Λ*𝑖 , 𝜌*𝑚𝑖, 𝜇

*
𝑖𝑙, 𝜔

𝜆*
𝑙 } , satisfying conditions

(10) - (15), so that the relations [16] are satisfied.

2. Results

Based on the study of doicity and optimality condition for this two-
criteria stochastic model and the established 1st and 2nd duality theorem,
the norm of water resources utilisation is formed. From the 2nd theorem,
we find the total payment for water consumption for crop and livestock
production and the specific volumes of the water consumption balance [19].
Analyzing the results of the work, the following conclusions can be approved.
The relationship of duality and the optimality conditions of the two-criterion
ecological model are investigated, the 1st and 2nd duality theorems are
established, and water use formulas can also be derived.

3. Conclusion

In this regard, a two-criteria ecological and economic model of agricul-
tural production has been developed, taking into account the level of land
salinity, which helps to determine the types of crops to be planted on each
land plot and allows obtaining optimal alternative options for the placement
of crop species in accordance with reclamation conditions. Also, the issue of
specialisation and location of agricultural production developed under water
resources allocation leads to maximisation of crop and livestock production
and minimisation of water use, and thus leads to saving of water resources
compared to the actual situation, and secondly, to ensure satisfaction of de-
mand for crops. An additional characteristic of chemical fertiliser use is to
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ensure that the amount of harmful substances contained in the composition
does not exceed the established normative level.
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This paper presents the novel approach to development and opti-
mization of the signal processing for capacitive MEMS accelerom-
eter based on electromechanical sigma-delta modulator technique
(EM-SDM). The EM-SDM closed-loop architecture leads to high
sensor characteristics at the cost of increasing design complexity.
Also, due to interrelation of parameters and parasitic couplings
there are a lot of difficulties in the design of such structures. There-
fore, the optimization technique for the third order EM-SDM loop
based on a genetic algorithm has developed. System level simula-
tions show the achieved signal to quantization noise ratio (SQNR) of
105 dB. Keywords: MEMS, capacitive accelerometer, electrome-
chanical sigma-delta modulator, genetic algorithm, simulation, op-
timization.

Introduction

Capacitive micro-electromechanical accelerometers have comparatively
high sensitivity and simple fabrication [1]. The main parts of basic inter-
face circuit are capacitance-to-voltage converter (C/V) and analog-to-digital
converter (ADC). Systems in open-loop configuration (without a feedback)
are relatively simple but have a low performance which heavily depends on
parameters of the sensing element; such as bandwidth or eigenfrequencies.
Furthermore, the displacement-to-capacitance conversion (x/C) is not linear
and pull-in effect limits the maximum effective mass displacement.

The embedding of sensing element in a negative feedback closed-loop
control system allows to neglect linearity requirements for each constituent
block, lower the dependecies on sensing element parameters and increase
the dynamic range. One of the effective solutions for implementation of the
closed-loop system based on a Σ∆-modulator working principle. It preserves
all advantages of closed-loop operation and provides easier feedback due to
linearity of voltage to force conversion.

The present work is organized as follows. Section 1 describes the ba-
sics of electromechanichal Σ∆-modulator. Section 2 dedicated to genetic
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algorithm. The features of EM-SDM structure optimization and modeling
results are in the Section 3. Finally, the conclusion is discussed in Section
4.

1. Electromechanical sigma-delta modulator

The sensing element of the capacitive accelerometer can be described in
Laplace terms as follows:

𝑀(𝑠) =
1

𝑚 · 𝑠2 + 𝑏 · 𝑠+ 𝑘
(1)

where m - effective proof mass, b - damping factor, k - spring stiffness.
Thus, the transfer function of the sensing element is an equivalent of the

second order integrator. The sensing element model is presented in Figure
1.

Figure 1. Sensing element model

The EM-SDM consists of one-bit or multi-bits quantizer, electronic fil-
ters, accelerometer, capacitive interface, C/V converter and V/F converter.
Electronic filters can be implemented using field programmable gate array
(FPGA). That offers extra flexibility in optimizing the EM-SDM structure
and allows reconfiguration after the fabrication. However, multi-bits ADC
is needed and it should have quantization noise level at least one order less
than quantizer’s to neglect it’s contribution in resulting noise level of the
system [2].

Simulink model of the EM-SDM is shown on Figure 2. Zero-Order Hold
is used as idealized ADC and DAC, relay is an equivalent to one-bit quan-
tizer.

There is no formalized methods to synthesize coefficients for electronic
filters in EM-SDM [3]. As a basis, it is proposed to use a tool for synthesizing
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Figure 2. Electromechanical ΣΔ-modulator model

Σ∆-modulator coefficients (e.g. Delta Sigma Toolbox). That allows to get
prototype transfer function with specified order and 𝐻∞ - out-of-band gain
of noise transfer function (NTF). Signal and noise transfer functions can be
expressed through transfer functions from modulator input and output to
quantizer input [4]:

𝑆𝑇𝐹 (𝑧) =
𝐿0(𝑧)

1 + 𝐿1(𝑧)
(2)

𝑁𝑇𝐹 (𝑧) =
1

1 + 𝐿1(𝑧)
(3)

Assume that 𝐿0(𝑧) = 𝐿1(𝑧) = 𝐿(𝑧). Now the analytic formula for 3𝑟𝑑

electromechanical Σ∆-modulator 𝐿𝐸𝑀 (𝑧) should be found:

𝐿𝐸𝑀 (𝑧) =
𝑁2 · 𝑧2 +𝑁1 · 𝑧 +𝑁0

𝐷3 · 𝑧3 +𝐷2 · 𝑧2 +𝐷1 · 𝑧 +𝐷0
(4)

Now the corresponding numerator coefficients of the 𝐿𝐸𝑀 (𝑧) and proto-
type transfer functions should be combined into a system of equations and
extra coefficients should be fixed to achieve the only solution to the system
of equations. The comparison of 𝐿𝐸𝑀 (𝑧) and prototype transfer function
is presented on Figure 3. The resulting 𝑁𝑇𝐹 (𝑧) of the electromechanical
Σ∆-modulator is equivalent to prototype by stability factor although it has
one extra zero in-band.

2. Genetic algorithm

Genetic algorithm is a stochastic multidimensional optimization method
inspired by the process biological evolution. This method can be used for
finding the global minimum, however the convergence is not guaranteed.
One of the main advantages of this method - it can be applied without an
analytic formula of the fitness function.
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Figure 3. Amplitude-frequency responses 𝐿𝐸𝑀 (𝑧) and 𝐿𝐸(𝑧)

Initially there is a uniform distribution of points inside the initial range
defined by variables boundaries. The fitness function evaluates in every
point and than after the ascending sort every function value is scaled and
gets rating:

1. Rank scaling. Every function value is normed by 1√
𝑛
. Where n is

the number of the point in sorted list. Rating is higher for lower function
values.

2. Top scaling. Some percent of the set of points with lowest function
values get the same equal rating and the others get rating equals to zero.

The difference between these two scaling methods is in the points di-
versity on every following iteration. Rank scaling is more efficient for the
functions with many local minimums.

There is three different mechanisms to obtain new set of points for the
next iteration:

1. Elite. These points with highest rating are getting to the next set
without any changes.

2. Crossover. Two or more points shuffle variables values between each
other to form a new point. Points for a crossover choose randomly based
on the rating.

3. Mutation. Point gets a random change to one or more variables.
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3. Optimization of electromechanical sigma-delta modulator

Existing tools for synthesizing Σ∆-modulators change the placement of
transfer function poles simultaneously to match 𝐻∞. The research showed
that it is possible to achieve higher SQNR by moving poles independently.

Genetic algorithm has a slow speed of convergence and it heavily depends
on the initial range. Electronic filters coefficients have specific order, for
instance, 𝑎1 ≈ 10−3 and 𝑐2 ≈ 104.

Boundaries for coefficients can be found based on Lee’s stability criteria:

|𝐻∞|< 1.5 (5)

This criteria actually depends on the exact structure - the more order
of the modulator the stricter it becomes. When modulator’s work becomes
unstable SQNR sharply decreases. Because GA is a minimization method
lets assume that fitness function is 𝑆𝑄𝑁𝑅′ = −𝑆𝑄𝑁𝑅. That guarantees
that method does not fall into unstable work area.

The method for finding boundaries based on Delta-Sigma Toolbox and
method introduced in Section 1. This method measures characteristics
𝑆𝑄𝑁𝑅 𝑣𝑠 𝐻∞ while varying the normalized amplitude of the input sig-
nal (Figure 4). Therefore, the rough evaluation of the peak SQNR can be
found and used to set the boundaries for optimization method.

Figure 4. SQNR depending on 𝐻∞ for different normalized amplitudes

The progress of genetic algorithm applied to electromechanical Σ∆-
modulator with usage of previously mentioned methods is shown on Figure
5.
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Figure 5. Best function values on each iteration of GA

Conclusion

Methods for synthesizing coefficients of the electromechanical Σ∆-
modulator and defining boundaries for the further optimization and have
been developed. The results showed that optimization allows to achieve
3% more SQNR compared to conventional methods. System model can be
expanded which can allow to have more degrees of freedom for optimization
and formulate the requirements for each individual block of the structure.
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This paper deals with the system level simulation of a resonant
MEMS accelerometer. System level design utilizes the advantages of
top-down approach for design and verification in terms of increased
design accuracy and reduced development time. The first step is the
development of an analytical model of sensor. Secondly, FEM-based
simulation of sensor structure and model reduction is done. This
model is then used to construct the MEMS-oscillator circuit. Fi-
nally, a comprehensive system model including both mechanical and
electronic parts is developed. This system model allows early stage
optimization and sensor performance prediction. The simulations
show that the scale factor is 400 Hz/g and the resonant frequency is
59 kHz. Keywords: MEMS sensors, MEMS accelerometer, system
modeling, resonant sensor, frequency modulation.

Introduction

The continuous advancements in microelectromechanical systems have
significantly influenced various fields, including consumer electronics, auto-
motive safety, and biomedical applications. Unlike conventional capacitive
accelerometers, resonant accelerometers use oscillating beams whose reso-
nant frequency varies with the applied acceleration. This design offers a
number of advantages, including higher sensitivity, resistance to environ-
mental fluctuations, and quasi-digital output.

A systems design approach is used to address the problems of perfor-
mance prediction and design optimization of resonant accelerometers with-
out the need for extensive physical prototypes. Such a model serves as a
powerful tool for understanding the complex interactions between the me-
chanical, electrical, and control components of an accelerometer. This paper
is organized as follows. Section 1 presents the working principle of the de-
vice and the calculation of the mechanical model. Section 2 presents the
equivalent electrical model of the sensing element and the oscillating circuit.
Section 3 presents the process of building a system model of the accelerom-
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eter. The final part with a discussion of the results of the work done and
the main conclusions is presented in Section 4.

1. Device Design

The resonant accelerometer consists of a square proof mass, two levers,
two symmetrically arranged resonators, and sensing and excitation elec-
trodes. The design is shown in Figure 1.

Figure 1. Scheme of the resonant accelerometer

In the absence of acceleration, the resonators have an oscillation natural
frequency (𝑓0) of 59298 Hz. When acceleration is applied, the proof mass
is displaced, and the force is transmitted to the resonators by means of
levers. One resonator will experience stretching - its resonant frequency
increases accordingly, and the second resonator will experience compression
- its resonant frequency decreases. The excitation electrode sets it in motion,
and the frequency-modulated signal is picked up by the sensing electrode.

Next, the development of a mathematical model of the sensing ele-
ment is presented, which allows to calculate its characteristics. Basic ge-
ometric parameters of the accelerometer [1]: length of proof mass, levers
and resonating beams 𝐿 = 400𝜇𝑚, resonant beam width and lever width
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𝑤𝑏𝑎𝑙𝑐 = 1.2𝜇𝑚, structure thickness ℎ = 15𝜇𝑚, distance between the sens-
ing and driving electrodes and the beam 𝑑 = 2.1𝜇𝑚, distance between
the lever mounting point and the resonator 𝑑𝑙𝑜𝑎𝑑 = 6.6𝜇𝑚, beam cross-
sectional area 𝑆𝑏𝑙𝑘 = 1.8 * 10−11 𝑚2, coefficients of boundary conditions:
𝑐 = 4.73, 𝛼 = 0.0246.

Consider a resonant beam, one end of which is rigidly fixed and the other
end is attached to a lever The fundamental frequency of the beam without
an applied axial load is calculated as [1]-[5]:

𝑓0 =
𝑐2

2𝜋𝐿2

√︃
𝐸𝐼

𝜌𝑆𝑏𝑙𝑐
, (1)

where 𝜌 is the density of polysilicon, 𝐸 = 160𝐺𝑃𝑎 is Young’s modulus, 𝐼 -
moment of inertia of the beam.

The resonant frequency at applied load 𝐹𝑙𝑜𝑎𝑑 is calculated as [1]-[4]:

𝑓𝑛𝑒𝑤 = 𝑓0

√︂
1 + 𝛼𝐹𝑙𝑜𝑎𝑑

𝐿2

𝐸𝐼
. (2)

Equation (1) and (2) is satisfied if the transverse vibrations can be con-
sidered small with respect to the beam thickness in the direction.

When acceleration is applied to the proof mass, the force exerted by one
arm on the resonator is equal to [5], [6]:

𝐹𝑟𝑒𝑠 =
0.5𝑔𝐿2ℎ𝜌𝐿

𝑑𝑙𝑜𝑎𝑑
. (3)

This force causes a differential change in the resonant frequencies of
the two beams, which is used to determine the magnitude of the applied
acceleration.

To investigate the mechanical performance of the accelerometer, a finite
element model was created using COMSOL Multiphysics. Different accel-
erations in the range [-1g, 1g] were applied to the model and the changes
in the resonant frequencies of the beams were observed. The simulation
results showed that the sensitivity of the accelerometer, is 400 Hz/g.

2. Design Electrical Circuit

This section presents the equivalent circuit diagram of the sensing ele-
ment, which is further used to construct the oscillating circuit.

The micromechanical resonator can be represented as an equivalent se-
ries RLC circuit. The electromechanical transduction factor will be calcu-
lated as [7]:
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𝑛 =
0.825𝑉𝑝𝜀0𝑆𝑒𝑙

𝑑2
, (4)

where 𝑉𝑝 = 6 𝑉 is the DC voltage applied to the beam, 𝑣𝑎 = 180𝑚𝑉 is the
AC voltage applied to the excitation electrode.

According to the study [7], the equivalent electrical parameters 𝑅𝑒𝑞, 𝐶𝑒𝑞,
𝐿𝑒𝑞 are calculated as:

𝑅𝑒𝑞 =
2𝜋𝑓0𝑀

𝑄𝑛2
, (5)

𝐶𝑒𝑞 =
𝑛2

𝑀(2𝜋𝑓0)2
, (6)

𝐿𝑒𝑞 =
𝑀

𝑛2
, (7)

where f is the natural frequency of the resonator, M is the equivalent mass
of the resonating beam.

In this equivalent substitution scheme, 𝑅𝑒𝑞 accounts for the losses in the
resonator, 𝐿𝑒𝑞 accounts for the inertia of the resonator, and 𝐶𝑒𝑞 accounts
for the resonance and elastic properties of the resonator. For the case in the
absence of acceleration (𝑓 = 59 𝑘𝐻𝑧) the elements are 𝑅𝑒𝑞 = 8.76𝑀𝑂ℎ𝑚,
𝐿𝑒𝑞 = 4702𝐻, 𝐶𝑒𝑞 = 1.532 𝑓𝐹 .

The next step is to build an oscillating circuit, it is shown in Figure 2.

Figure 2. Scheme of the oscillating circuit

The circuit works as follows: the current from the sensing electrode is
fed to the MAX4255 transimpedance amplifier, then the signal is fed to the
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AD9631an inverting amplifier. The AD8032a operational amplifier is used
for amplitude limiting, its output generates a rectangular waveform signal,
which is fed to the processing circuitry. OP215A is used to reduce the signal
to an optimum amplitude value of 180 mV before it is fed to the driving
electrode. The occurrence of auto oscillations is ensured by selecting the
gain of the second stage and selecting the inverting configuration for the
second amplifying stage.

3. System Model Development

In this section, a system model is presented which includes the mechan-
ical part of the sensing element and the electrical part of the oscillating
circuit. The schematic of the system model is presented in Figure 3.

Figure 3. Schematic of the system model

First in the system model is the mechanical block (𝑔 𝑡𝑜 𝑅𝐿𝐶). Its struc-
ture is shown in detail in the Figure 4 and consists of:

1) A block to convert the applied acceleration into a force acting on the
lever (acceleration to Force),

2) Block for calculating the force applied to the resonator (Lever),
3) A block including calculation of the resonant frequency as a function

of the force applied to it (F to freq),
4) Block for calculating the equivalent RLC circuit (freq to RLC ),
5) Block forming the voltage-to-current transfer function of the equiva-

lent RLC circuit (RLC equiv).
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Figure 4. Mechanical system model of the sensing element unit

All presented blocks use equations (1)-(7) to calculate values. The signal
from the block g to RLC output is input to a transimpedance amplifier.
The signal then passes sequentially through the transfer function blocks
in the following order: the second voltage gain stage block (TF 2Gain),
the Rail-to-Rail operational amplifier block (TF rail), and the amplitude
limiter block (TF lim). From the amplitude limiter output, the signal goes
to the 180∘ phase rotation block, since the second gain stage is an inverting
amplifier.

4. Conclusion

This paper presents a comprehensive approach to the system-level design
of a resonant MEMS accelerometer. The study covers several key steps:
creation of a mechanical model, computation of the equivalent substitution
circuit of the sensing element, construction of an oscillatory circuit, and
integration of the results into a single system model. The system-level
model fully describes the electrical and mechanical properties of the device
and allows predicting its characteristics at early stages. The paper considers
a bottom-up design approach to demonstrate the truth of the model, but
using the previously described theoretical formulas, a top-down approach
can be effectively employed for rapid system-level design and optimization.
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ПОСТРОЕНИЕ СРАВНИТЕЛЬНЫХ РЯДОВ ДЛЯ
ЗАДАЧИ ОЛЬФАКТОРНОГО АНАЛИЗА

А.А. Солдатенко, Д.В. Семенова

Сибирский федеральный университет, г. Красноярск, Россия

Рассматривается комбинаторная задача построения сравнитель-
ных рядов ольфакторного исследования. Сравнительные ряды
используются при проведении экспертиз судебными экспертами
органов внутренних дел России, а также при тренировке собак-
детекторов. Предлагается рассматривать каждый ряд как вы-
бор слова из некоторого языка. В работе представлены языки
для каждого из четырех сравнительных рядов, приведены верх-
ние оценки количества слов в языках. Ключевые слова: оль-
факторный анализ, этограмма, теория формальных языков.

Введение

Задача построения сравнительных рядов ольфакторного анализа
является комбинаторной задачей. Требуется четыре различных ряда,
каждый из которых должен удовлетворять регламентированным тре-
бованиям. Для составления рядов используются два вида запаховых
проб: проба, взятая с вещи; проба, взятая из крови. В данной работе
рассматривается задача построения сравнительных рядов для иденти-
фикационной экспертизы для одного объектра и одного проверяемого
лица [1]. В этом случае в рядах используются шесть проб, взятых с ве-
щей, и четыре пробы, взятых из крови. В табл. 1 содержатся названия
проб и их идентификаторы, используемые в работе. Отметим, что в пер-
вых двух рядах не используется проба замены (номер 8), а в третьем и
четвертом рядах убирается нейтральный эталон (проба Н.Э.). Каждый
ряд должен состоять из десяти проб. На практике пробы выставляются
на станциях по кругу и собака-детектор обходит их начиная с некото-
рой позиции и должна остановиться на станции с определенной пробой,
где получает пищевое подкрепление. Такой обход проб будем называть
проводкой. В первых двух рядах проводка должна закончиться на стан-
ции с пробой Н.Э., а в остальных рядах выполяется две остановки, на
станциях с пробами И. и Э. Если собака не останавливается на предпо-
лагаемой станции, то экспертиза считается неудавшейся.

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым
Минобрнауки РФ (Соглашение 075-02-2024-1429). Авторы благодарят Н.В. Коршу-
нову за постановку задачи.
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Таблица 1
Виды исследуемых проб

Название пробы Тип
пробы

Идентификатор
пробы

Исследуемый объект Вещь И.
Лицо контрольной группы Вещь 1–5
Эталон Кровь Э.
Нейтральный Эталон Кровь Н.Э.
Лицо контрольной группы Кровь 6–7
Лицо контрольной группы (замена) Кровь 8

Сравнительные ряды должны удовлетворять ограничениям, пред-
ставленным ниже.

О1 Длина проводок должна быть разной в каждом ряду.
О2 Движение должно быть в различном направлении (по часовой

стрелки или против) и с различной станции в каждом ряду.
О3 Первые две проводки должны заканчиваться на станции с про-

бой Н.Э., а третья и четвертая проводки должны заканчиваться
на станции с пробой Э.

О4 Первая проводка должна содержать пробу со схожей ольфак-
торной характеристикой, взятой с вещи или из крови, перед про-
бами И. и Э., соответственно.

О5 Все пробы, кроме пробы номер 8, должны присутствовать в пер-
вых двух проводках.

О6 Пробы не должны встречаться на тех же станциях, что и в
предыдущих рядах. Все пробы расположенные на стациях вне
проводки не влияют на выполнение этого требования.

О7 Пробы И., Э., Н.Э. не должны располагаться на соседних стан-
циях.

О8 В каждой из двух первых проводок должны содержаться про-
бы И., Э., Н.Э.

О9 Недопустимо размещать более двух проб в третьей и четвертой
проводках с одинаковой ольфакторной характеристикой, и более
трех проб в первых двух проводках.

О10 Недопустимо размещать пробу, взятую из крови, перед про-
бой И.

О11 Недопустимо размещать пробы И., Э., Н.Э. на станциях, где
собака получала пищевое подкрепление.
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Дополнительно предъявляются необязательные рекомендации к
сравнительным рядам.

Р1 Одинаковые пробы не должны размещаться перед пробами И.,
Э., Н.Э. в соседних рядах.

Р2 В третьей и четвертой проводках должно быть различное число
станций между пробами И. и Э.

Р3 Проба номер 8 должна находиться в начале проводки.

В табл. 2 представлено влияние требований и рекомендаций на каж-
дый сравнительный ряд. Символ «+» означает, что требование вляет
непосредственно на шаблон ряда, а символ «⋆» означает, что требова-
ние зависит от конкретных реализаций предыдущих рядов.

Таблица 2
Виды исследуемых проб

О1 О2 О3 О4 О5 О6 О7 О8 О9 О10 О11 Р1 Р2 Р3
Ряд 1 + + + + + +
Ряд 2 ⋆ ⋆ + ⋆ ⋆ + + + + ⋆ ⋆
Ряд 3 ⋆ ⋆ + ⋆ + + + ⋆ ⋆ +
Ряд 4 ⋆ ⋆ + ⋆ + + + ⋆ ⋆ ⋆ +

Согласно представленной таблицы, легко видеть, что начиная с пер-
вого ряда, пространство допустимых последующих рядов сокращается.

1. Постановка задачи

Пусть заданы два множества проб. Пробы, взятые с вещей, обозна-
чим как 𝑉 = {𝑣1, . . . , 𝑣5, 𝑣0}, где 𝑣0 соответствует исследуемому объекту.
Пробы, взятые из крови, обозначим как 𝐾 = {𝑘6, 𝑘7, 𝑘8, 𝑘𝑒, 𝑘𝑛}, где 𝑘𝑒
– эталон, 𝑘𝑛 – нейтральный эталон. Тогда общий алфавит для задачи
построения сравнительных рядов, обозначим как Σ = 𝑉 ∪ 𝐾. Здесь и
далее, будем применять терминологию традиционную для теории фор-
мальных языков [2]. Под рядом будем понимать слово из языка 𝐿 над
алфавитом Σ. Общая схема построения языка 𝐿 выглядит как

𝐿 = {𝛼:𝛼 = 𝑎1 . . . 𝑎10, 𝑎𝑖 ∈ Σ, 𝑎𝑖 ̸= 𝑎𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗}.

Каждому ряду соответсвует свой собственный язык с множеством
ограничений, при этом справедливо 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3, 𝐿4 ⊂ 𝐿. Поскольку каж-
дый ряд состоит из проводки и остаточных элементов, то всякое слово
из соответствующего языка можно представить как конкатенацию слов
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𝛼 = 𝛽 · 𝛾. Таким образом, ограничения, влияющие на шаблон ряда,
влияют только на слово 𝛽.

Таким образом, задача построения сравнительных рядов ольфактор-
ного анализа формулируется следующим образом:

Дано: алфавит Σ, языки 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3 и 𝐿4.
Требуется: найти слова 𝛼1 ∈ 𝐿1, 𝛼2 ∈ 𝐿2, 𝛼3 ∈ 𝐿3 и 𝛼4 ∈

𝐿4, удовлетворяющие требованиям О1–О11 и ре-
комендациям Р1–Р3.

В работах [3, 4] представлены определения языков 𝐿1 и 𝐿2 для пер-
вых двух рядов, соотвественно. Также предложен рекурсивный алго-
ритм построение дерева шаблонов первых двух рядов, и метод постро-
ения слов 𝛼1 и 𝛼2, по этим шаблонам.

Согласно табл. 2 третий и четвертый ряды имеют одинковые огра-
ничения на шаблон, а именно О3, О7, О9, О10, Р3. Рекомендация Р3
не имеет четкой формулировки, поэтому в работе предполагается, что
проба номер 8 должна находится в одной из первых трех станций про-
водки. В данных ограничениях, количество различных шаблонов слова
𝛽 из 𝛼 = 𝛽 · 𝛾 составляет всего 41 шаблон. Верхняя оценка числа воз-
можных слов 𝛽 составляет 1562 слова, тогда верхняя оценка возможных
слов 𝛼 – 58320 слов. Вид дерева шаблонов представлен на рис. 1.
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Рис. 1. Дерево шаблонов слова 𝛽 для третьего и четвертого рядов, где символ
К – место для пробы, взятой из крови, символ В – место для пробы, взятой
с вещи
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2. Вычислительные эксперименты

Использование реализованных деревьев шаблонов позволяет выби-
рать шаблоны для проводки каждого ряда. Разработана программа,
которая выбирает случайным образом шаблоны для каждого ряда и
заполняет их таким образом, чтобы удовлетворять всем требованиям
О1–О11 и рекомендациям Р1–Р3. В табл. 3 и табл. 4 представлены ре-
зультаты работы программы в виде шаблонов рядов и рядов, заполнен-
ных пробами.

Таблица 3
Таблица шаблонов для каждого ряда

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ряд 1 К В В К Э. В И. В Н.Э. О

→ *п
Ряд 2 К И. В Э. В Н.Э. В В К В

← *п
Ряд 3 В К В И. К В Э. О О В

* *п →
Ряд 4 К В И. О О О О Э. В В

←*п * *п

Таблица 4
Таблица заполненных сравнительных рядов для ольфакторного анализа

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ряд 1 6 3 5 7 Э. 2 И. 1 Н.Э. 4

→ *п
Ряд 2 7 И. 1 Э. 4 Н.Э. 5 2 6 3

← *п
Ряд 3 5 8 2 И. 6 3 Э. 7 4 1

* *п →
Ряд 4 6 4 И. 3 2 8 7 Э. 1 5

←*п *п

В табл. 3 символом «К» обозначена станция, где должна быть раз-
мещена проба, взятая из крови, символом «В» обозначена станция, где
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должна быть размещена, проба, взятая с вещи, символом «О» обозна-
чена станция, которая не будет пронюхана собакой-детектором, сим-
вол «*» обозначает предполагаемое место остановки собаки-детектора,
а символом «п» место пищевого подкрепления собаки-детектора.

В табл. 4 представлены сравнительные ряды, полностью удовлетво-
ряющие требованиям и рекомендациям, построенные согласно шабло-
нам из табл. 3.

Заключение

В работе рассмотрена задача построения сравнительных рядов для
ольфакторного анализа. Задача построения сформулирована как зада-
ча выбора четырех слов из соответствующих языков. Выполнен анализ
третьего и четвертого рядов, и соответствующих им деревьев шабло-
нов. Получены верхние оценки числа возможных слов для этих рядов.
Проведены вычислительные эксперименты, в ходе которых построены
шаблоны сравнительных рядов, а также их непосредственная реализа-
ция.
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В работе представлен анализ влияния различных метаокруже-
ний на выбор и настройку гиперпараметров системы управле-
ния шагающего робота. Была проведена серия экспериментов по
управлению роботом на разных ландшафтах с одинаковыми ар-
хитектурами агентов и с отличающимся набором гиперпарамет-
ров. На основании результатов экспериментов был сделан вывод
о том, что метаокружение агента может напрямую влиять на из-
менение его Q-функции, если оно допускает нахождение агента в
состояниях стагнации. Состояния стагнации — состояние агента,
при котором всевозможные действия агента не приводят к изме-
нению значения функции вознаграждения. Ключевые слова:
обучение с подкреплением, метаокружение, DDPG.

Введение

Шагающие роботы - это роботы, которые могут передвигаться на
ногах, подобно человеку или животным. Управление такими робота-
ми - комплексная задача, требующая согласование множества движе-
ний, с целью достижения устойчивости и эффективности движения. В
настоящее время наиболее перспективным направлением в управлении
шагающими роботами является применение технологий, основанных на
обучении с подкреплением. Обучение с подкреплением представляет со-
бой концепцию взаимодействия агента и окружения. В рамках данного
исследования в качестве агента выступает управляющая плата робо-
та а средой является сам робот. Робот перемещается по определённому
ландшафту, который предопределяет его возможные положения, опре-
деляя — метаокружение робота. Метаокружение представляет собой
ландшафт, по которому перемещается робот. Метаокружение определя-
ет предельные значения показаний окружения. В данной работе прове-
ден анализ гиперпараметров обучения, по результатам которого сдела-
ны рекомендации для выбора ландшафта обучения агентов при реше-
нии задач локомоции. Средства моделирования: Matlab, Simulink,
Simscape Multibody, Reinforcement Learning Designer for MATLAB
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1. Основные компоненты системы обучения с подкреплением
для шагающего робота

1. Политика (policy) – это стратегия, определяющая, как агент вы-
бирает действия в зависимости от текущего состояния среды. Политика
может быть детерминированной или стохастической. [7]

2. Среда (environment) – это физическое или виртуальное про-
странство, в котором действует агент. Она включает в себя все элемен-
ты и условия, с которыми робот может взаимодействовать. В контексте
управления шагающим роботом средой выступает сам робот.

3. Состояние (state) – это информация о текущем состоянии сре-
ды, которую агент получает в качестве входных данных для принятия
решений. Состояние формируется из вектора измерений(наблюдений)
за обучающей средой в данный момент времени. [9]

Наблюдения: среда робота предоставляет агенту 56 наблюдений, каж-
дое из которых нормализовано между -1 и 1. Этими наблюдениями яв-
ляются:

1. 𝑍 (вертикальное) и 𝑌 (боковое) положение центра масс туловища
2. Кватернион, представляющий ориентацию туловища
3. 𝑋 (поступательная), 𝑍 (вертикальная) и 𝑌 (поперечная) скоро-

сти туловища в центре масс
4. Скорости крена, тангажа и рыскания туловища
5. Угловые положения и скорости тазобедренных и коленных шар-

ниров для каждой ноги
6. Нормальная сила и сила трения из-за контакта с землёй для каж-

дой ноги
7. Значения действия (крутящий момент для каждого сустава) с

предыдущей временной итерации измерения показаний

Действие (action): Это выбор, сделанный агентом на основе своей
политики. Действие воздействует на среду и вызывает изменения в её
состоянии. Вознаграждение (reward): Это числовая оценка, которую
агент получает от среды в ответ на совершенные действия. Цель агента
- максимизировать суммарное вознаграждение, которое он получает в
течение процесса взаимодействия со средой. Значение вознаграждения
𝑟 определяется функцией (1).

𝑟𝑡 = 𝜈𝑥 + 25
𝑇𝑠
𝑇𝑓
− 40𝑦2 − 30𝜃2 − 0.02

∑︁
𝑖

(︀
𝑢𝑖𝑡−1

)︀2
(1)

— 𝜈𝑥 - скорость центра масс туловища в направлении 𝑥 (м/с).
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— 𝑇𝑠 и 𝑇𝑓 - это время выборки и время окончательного моделирования
окружающей среды соответственно (с).

— 𝑦2 - квадратичная погрешность измерения высоты центра масс ту-
ловища с требуемой высоты в 0,75 метров (м).

— 𝜃 - угол крена туловища (рад).
— 𝑢𝑖𝑡−1 - значение действия для сустава 𝑖 с предыдущего временного

шага (Н·м)

В ходе выполнения своей работы я использовал алгоритм DDPG [3]
для обновления политики агента и его обучения. Применение алгоритма
DDPG в управлении шагающим роботом основывается на его способно-
сти эффективно решать проблему управления непрерывными простран-
ствами действий и состояний.Алгоритм DDPG использует нейронные
сети для аппроксимации функции оценки Q и определения оптималь-
ной стратегии действий. При этом используются две нейронные сети:
критик (critic) и деятель (actor). Критик оценивает функцию Q, а де-
ятель выбирает оптимальные действия на основе текущего состояния.
Эти две сети взаимодействуют друг с другом в процессе обучения, поз-
воляя получить более точное представление о ценности каждого состо-
яния и выбрать наилучшее действие. В качестве метаокружений были
выбраны 2 типа дорог: узкая сплошная и широкая сетчатая

Рис. 1. Узкая дорога

Рис. 2. Сетчатая дорога
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2. Результаты исследования

Описание проводимых экспериментов проиллюстрируем на 3-х ви-
дах метаокружения (см. табл. 2)

Таблица 1
Условия экспериментов

метаокружение число слоёв actor число слоёв critic число действий
узкая дорога 3 3 8
узкая дорога 3 3 12
широкая дорога 3 4 12

В первой серии экспериментов ( серия содержит по 24 эксперимента)
у робота отсутствовали шарниры латеральной подвижности, соответ-
ственно метаокружение не позволяло роботу перейти в состояние стаг-
нации. В статье под состоянием стагнации понимается состояние аген-
та, при котором всевозможные действия агента не приводят к измене-
нию значения функции вознаграждения. Во второй серии эксперимен-
тов была реализована латеральная подвижность агента, путём добав-
ления соответствующих шарниров, а соответственно появилась возмож-
ность стагнации. В 3-ей серии экспериментов добавление слоя dropout
позволило не просто решить проблему, связанную с переобучением, а
способствовало формированию у агента универсального паттерна по-
ходки, таким образом, добавление слоя dropout позволило агенту не
просто обучиться «видеть» в каких местах содержатся ямы (отверстия)
и обходить их, а выработать новое решение. Анализируя полученные
в процессе обучения агента результаты, следует обратить внимание на
рисунки 4,5, на которых явно видно, что функция вознаграждения и
Q-функция на протяжении нескольких сотен эпох совпадают друг с
другом. В это время агент находится в состоянии стагнации, так как
его метаокружение содержит препятствия, дающие ему такую возмож-
ность. В первой серии экспериментов (рисунок 3) напротив – отсутствие
подвижностей не позволило агенту войти в стагнирующее состояние и
как следствие получить самые высокие значения Q-функции и функ-
ции вознаграждения. Таким образом, агенты, у которых присутствуют
латеральные подвижности, должны обучаться в метаокружении без на-
личия препятствий, позволяющих агенту стагнировать
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Рис. 3. Иллюстрация процесса обучения шагающего робота в отсутствии шар-
ниров латеральной подвижности

Рис. 4. Иллюстрация процесса обучения шагающего робота с шарнирами ла-
теральной подвижности

Рис. 5. Иллюстрация процесса обучения шагающего робота в отсутствии шар-
ниров латеральной подвижности
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Заключение

В ходе проделанной работы было выявлено, что в полностью детер-
менированных политиках необходимо составлять метаокржуения аген-
тов таким образом, чтобы избежать состояний стагнирования. Если же
политика имеет долю стохастики, то метаокружение и действия агента,
приводящие к стагнации могут в конечном итоге могут обучить агента
наиболее гибкому алгоритму движения.
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Угловое распределение яркости - это функция, описываю-
щая яркость излучения, фиксируемого приемным оптическим
устройством в различных направлениях. Целью данной работы
является расчет локальных оценок для углового распределения
яркости точечного источника света в трехмерном пространстве
для разных оптических моделей и исследование статистических
характеристик данного распределения. В работе подробно опи-
сана методика моделирования движения фотонов. Также в ра-
боте представлены вычисления локальной оценки углового рас-
пределения яркости и приведены данные численных экспери-
ментов для различных исходных условий. Кроме того, в работе
представлены результаты статистической обработки имитаци-
онных моделей. Ключевые слова: угловое распределение яр-
кости, метод Монте-Карло, локальная оценка углового распре-
деления яркости.

Введение

Существует множество задач теории переноса излучения в атмосфе-
ре, требующих точного расчета. Самыми распространенными и акту-
альными являются задачи моделирования климата. При их решении
важно учитывать множественные изменения светового потока при его
распространении в атмосфере Земли. Именно поэтому важно строить
качественные имитационные модели, учитывающие неоднородность ат-
мосферы, локальные и временные характеристики поля излучения в
ней. Для их получения в работе использован один из методов Монте-
Карло - метод локальной оценки углового распределения яркости.

1. Реализация схемы «прямого моделирования» методом
Монте-Карло

Взаимодействие рассматриваемой среды с излучением точечного ис-
точника моделируется как процесс случайных столкновений фотонов с
аэрозольными частицами, которые приводят либо к рассеянию, либо
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к поглощению [1]. Модель среды предполагает задание коэффициента
поглощения, коэффициента рассеяния и коэффициента ослабления, ко-
торый определяется суммой двух предыдущих. Положение фотонов в
среде задается точкой, характеризующейся тремя декартовыми коорди-
натами для определения положения. Схема «прямого моделирования»
методом Монте Карло представлена на рисунке 1 [3]:

Рис. 1. Схема прямого моделирования

Пусть среда ограничена плоскостью 𝑧 = 0, которая соответствует
подстилающей поверхности Земли, и плоскостью 𝑧 = ℎ, при этом ℎ яв-
ляется толщиной среды и выше данной границы процесс рассеяния от-
сутствует. Точечный приемник определяется координатами (0, 0, ℎ). То-
чечный источник излучения фотонов располагается на подстилающей
поверхности в точке (0,0,0). Определим начальное направление фотонов
с помощью направляющих косинусов, установив их следующим образом
(1):

𝜇𝑥 = 0;𝜇𝑦 = 0;𝜇𝑧 = 1. (1)
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Моделируем длину свободного пробега с помощью формулы (2):

𝑠 = − ln 𝜉

𝜎
. (2)

где 𝜉 - случайное число, распределенное между 0 и 1.
Формула (2) генерирует случайные длины свободного пробега 𝑠.
Для определения дальнейшего направления распространения мы

аналогично будем использовать три направляющих косинуса, путем об-
новления координат по следующим формулам:

𝑥 = 𝑥′ + 𝜇𝑥𝑠;

𝑦 = 𝑦′ + 𝜇𝑦𝑠;

𝑧 = 𝑧′ + 𝜇𝑧𝑠.

В точке с обновленными координатами происходит столкновение,
это столкновение приводит либо к поглощению, либо к рассеянию. Ес-
ли в точке столкновения происходит поглощение, то мы возвращаемся
к выбору начальной точки и направления (рис. 1), если же происхо-
дит рассеяние, то рассчитывается новое направление фотона. Чтобы
уменьшить дисперсию и улучшить качество модели, применяем моди-
фикацию "без поглощения"[2]. Среднее значение косинуса угла рассея-
ния фотонов известно как анизотропия рассеяния 𝑔. Чтобы определить
новое направление фотонов, нам нужно знать фазовую функцию рас-
сеяния. В работе использована фазовая функция Хеньи-Гринштейна.
Затем угол рассеяния 𝜃 определяется по следующей формуле (3):

cos 𝜃 =

{︂
1

2𝑔

[︂
1− 𝑔2

1− 𝑔 + 2𝑔𝜉

]︂}︂
, 𝑖𝑓 𝑔 ̸= 0; (3)

cos 𝜃 = 1− 2𝜉, 𝑖𝑓 𝑔 = 0. (4)

На основе косинусов текущего направления мы можем найти новый
набор направляющих косинусов. Новое направление распространения
может быть представлено в декартовой системе координат с помощью
формул (5), (6) и (7):

𝜇′𝑥 =
sin 𝜃(𝜇𝑥𝜇𝑧 cos𝜙− 𝜇𝑦 sin𝜙)√︀

1− 𝜇2
𝑧

+ 𝜇𝑥 cos 𝜃; (5)

𝜇′𝑦 =
sin 𝜃(𝜇𝑦𝜇𝑧 cos𝜙− 𝜇𝑥 sin𝜙)√︀

1− 𝜇2
𝑧

+ 𝜇𝑦 cos 𝜃; (6)



278 А.Р. Халиуллина

𝜇′𝑧 = −
√︀
1− ¯2𝑧 sin 𝜃 cos𝜙+ 𝜇𝑧 cos 𝜃. (7)

Предполагается, что полярный угол 𝜙 равномерно распределен меж-
ду 0 и 2𝜋.

Схема прямого моделирования была реализована в виде программ-
ного кода на языке python для количества фотонов, равного 10000, и
геометрической толщины среды, равной 100. Рисунок 2 демонстрируют
распространение фотонов в среде при анизотропиях рассеяния: 0,85; 0,4;
0,1.

Рис. 2. Распределение фотонов в пространстве при разных значениях анизо-
тропии

При увеличении оптической анизотропии и приближению ее значе-
ния к 1, рассеяние происходит преимущественно в прямом направлении,
основной вес фотонов концентрируется вдоль оси OZ. Если же значе-
ние оптической анизотропии приближается к значению 0, то рассеяние
происходит равновероятно по всем направлениям.

2. Реализация метода локальной оценки углового
распределения яркости

Локальная оценка позволит проанализировать, как яркость распре-
деляется в различных углах относительно точечного приемника и раз-
личных областей пространства. Получение углового распределение яр-
кости предполагает вычисление следующего функционала (8):∮︁

Ω𝑖

Φ(
−→
𝑟* ,−→𝜔*)𝑑𝜔 =

∮︁
𝑋

𝑙𝑖(
−→
𝑥′ ,
−→
𝑥*)𝑑−→𝑥 =𝑀

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑄𝑛𝑙𝑖(
−→𝑥𝑛,
−→
𝑥*); (8)

𝑙𝑖(
−→𝑥 ,
−→
𝑥*) =

exp
[︁
−𝜏(−→𝑟 ,

−→
𝑟*)
]︁
𝑝(𝜇*)

2𝜋
⃒⃒⃒−→
𝑟* −−→𝑟

⃒⃒⃒2 ∆𝑖(
−→
𝑠*); (9)
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−→
𝑠* =

−→
𝑟* −−→𝑟⃒⃒⃒−→
𝑟* −−→𝑟

⃒⃒⃒ , 𝜇* = (
−→
𝜔*,
−→
𝑠*); (10)

𝑝(𝜇*) =
1− 𝑔2

(1 + 𝑔2 − 2𝑔𝜇*)
3
2

. (11)

Здесь:
∆𝑖(
−→𝑠 )− индикатор исследуемой области;

𝑓(−→𝑥 )− плотность столкновений;

Φ− поток частиц в заданной точке
−→
𝑥*;

𝑄𝑛− вспомогательный вес.
Формула (8) определяет интеграл по исследуемой области простран-

ства [1].
Формула (9) имеет смысл плотности вероятности того, что фотон,

который находится в точке 𝑥, которая характеризуется положением и
направлением, после столкновения рассеется по направлению к точке
𝑥*. Точка 𝑥*— точечный приемник.

По формуле (11) вычисляется индикатриса Хеньи-Гринштейна, то
есть вероятность, того что фотон рассеется под определенным углом.

Для определения областей пространства используем телесные углы.
Разделим пространство на 89 телесных углов, представленных в виде
круговых конусов с высотой, равной ℎ и постоянно увеличивающимся
радиусом.

Представленный алгоритм применяется для построения углового
распределения яркости точечного источника, которое находится через
отношение плотности вероятности (10) в области Ω𝑖 к величине телес-
ного угла. Мы исследовали угловое распределение яркости для коэф-
фициента ослабления 𝜎 , численно равного 0,1 (рис. 3).

Анализ результатов позволил выявить следующие закономерности:
1)Значения плотности вероятности уменьшаются при отдалении от

начальных углов приема. При малых углах отклонения от начального
направления распространения фотоны испытывают меньше рассеяний
в среде и, следовательно, теряют меньше энергии. По мере увеличения
угла отклонения от начального направления, фотоны проходят большее
расстояние в среде, что увеличивает вероятность их рассеяния. 2)По ме-
ре уменьшения показателя анизотропии 𝑔, средняя яркость точечного
источника и ее вариация уменьшаются. Это указывает на то, что мень-
шая анизотропия приводит к более равномерному и менее интенсивному
распределению яркости.
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Рис. 3. Угловое распределение яркости точечного источника при 𝜎 = 0.1

Заключение

Таким образом, результаты исследования позволяют сделать следу-
ющие выводы:

1) Если оптическая анизотропия увеличивается и приближается к
значению 1, то рассеяние происходит преимущественно в прямом на-
правлении, основной вес фотонов концентрируется вдоль оси OZ.

2) Увеличение угла отклонения фотонов от начального направления
приводит к увеличению пути их прохождения в среде и, соответствен-
но, к большей вероятности рассеяния. При уменьшении значений g про-
исходит постепенное смещение распределения яркости к более низким
значениям.
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В работе исследуется вопрос аппроксимации множества точек
поверхностью с точки зрения минимизации расстояния от точек
до поверхности, возникший из задачи подбора новых импланта-
тов для краниопластики. Приведен новый подход на основе при-
мерного расстояния, полученного из разложения неявной функ-
ции поверхности в ряд Тейлора. Произведено сравнение с под-
ходом, базирующемся на приближении неявной функции к ну-
лю. Новый подход показал большую устойчивость к шуму, при
сохранении низких требований к функциям, задающим поверх-
ности. Ключевые слова: краниопластика, подгонка поверхно-
сти, аппроксимация поверхности, расстояние до поверхности,
ряд Тейлора.

Введение

На практике часто встречается задача «подгонки», или аппроксима-
ции гиперповерхности к множеству точек 𝐴, иначе говоря, отыскании
поверхности 𝐹 * из семейства поверхностей ℱ , проходящей максимально
близко к точкам множества:

𝐹 * = arg min
𝐹∈ℱ

∑︁
x∈𝐴

𝜌(x, 𝐹 ), (1)

где 𝜌(x, 𝐹 ) — расстояние от точки x до поверхности 𝐹 . Причем, жела-
тельно, чтобы та часть поверхности, которая проходит через множество,
была связанной. Именно эта задача возникла в процессе подбора новых
имплантатов для краниопластики [1].

В общем случае решение такой задачи нетривиально. В первую оче-
редь потому, что нахождение аналитической формулы 𝜌(x, 𝐹 ) для про-
извольной поверхности — это отдельный класс сложных задач. По этой

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым
Минобрнауки РФ (Соглашение 075-02-2024-1429).
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причине мы вынуждены прибегать к решению эквивалентных задач или
к использованию приближенного расстояния.

Одним из примеров такого является задача регрессии [2]. В ней мы
минимизируем ошибку |𝑥𝑛− 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1)| между экспериментальны-
ми данными 𝑥𝑛 и значением модели 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1). Иначе говоря, мы
минимизируем примерное расстояние между поверхностью 𝐹 и точкой:

𝜌(x, 𝐹 ) ≈ 𝜌𝑟𝑒𝑔(x, 𝐹 ) = |𝑥𝑛 − 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1)|, (2)

где 𝑥𝑛 = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1) — явный вид поверхности 𝐹 . Этот подход ши-
роко используется и показывает хорошие результаты, но, очевидно, ра-
ботает только с поверхностями, представимыми в явном виде.

Другим вариантом является приближение к 0 неявной функции по-
верхности 𝐹 (x). Иначе говоря, мы считаем её эквивалентной расстоя-
нию в контексте этой задачи:

𝜌(x, 𝐹 ) ∼ 𝜌𝐹 (x, 𝐹 ) = |𝐹 (x)|. (3)

Действительно, и 𝜌(x, 𝐹 ) → 0, и 𝜌𝐹 (x, 𝐹 ) → 0 при приближении x к
поверхности. Этот вариант потенциально применим к любой поверхно-
сти, однако эквивалентность выполняется далеко не всегда, как будет
показано далее.

В этой статье мы предлагаем подход решения задачи, который объ-
единяет надежность первого варианта и потенциальную универсаль-
ность второго. Он основан на получении приближенного расстояния из
разложения неявной функции в ряд Тейлора.

1. Общие положения

Разложим задающую поверхность неявную функцию 𝐹 : R𝑛 → R в
ряд Тейлора [3] в точке a:

𝐹 (x) = 𝐹 (a) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝐹 (a)

𝜕𝑥𝑖
(𝑥𝑖 − 𝑎𝑖)+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕2𝐹 (a)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(𝑥𝑖 − 𝑎𝑖)(𝑥𝑗 − 𝑎𝑗) + · · ·+

+
1

! 𝑘

𝑛∑︁
𝑖1=1

. . .

𝑛∑︁
𝑖𝑘=1⏟  ⏞  

𝑘

𝜕𝑘𝐹 (a)

𝜕𝑥𝑖1 . . . 𝜕𝑥𝑖𝑘
(𝑥𝑖1 − 𝑎𝑖1) . . . (𝑥𝑖𝑘 − 𝑎𝑖𝑘) + . . . (4)
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Предположим, что x — ближайшая к a точка на поверхности. Тогда
расстояние от a до поверхности выражается через расстояние между
этими точками:

𝜌(a, 𝐹 ) = ‖a− x‖. (5)

Также, 𝐹 (x) ≡ 0 в силу того, что x лежит на поверхности.
Мы хотим выразить ‖a− x‖ из (4). Очевидно, что решить задачу в

общем случае невозможно, поэтому мы будем выражать из ряда Тейло-
ра с остаточным членом. Пренебрегая остаточным членом, мы получим
приблизительное расстояние до поверхности.

2. Ряд Тейлора с остаточным членом 1 степени

В простейшем случае мы возьмем ряд Тейлора с остаточным членом
1 степени 𝑟1(x):

0 = 𝐹 (a) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝐹 (a)

𝜕𝑥𝑖
(𝑥𝑖 − 𝑎𝑖) + 𝑟1(x). (6)

Преобразуем:

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕𝐹 (a)

𝜕𝑥𝑖
(𝑥𝑖 − 𝑎𝑖) = ∇𝐹 (a) · (x− a) = −‖∇𝐹 (a)‖‖x− a‖cos𝛼, (7)

где 𝛼 — угол между ∇𝐹 (a) и (a− x). Тогда (6) превращается в

0 = 𝐹 (a)− ‖∇𝐹 (a)‖‖x− a‖cos𝛼+ 𝑟1(x). (8)

Отсюда

‖x− a‖= 𝐹 (a) + 𝑟1(x)

‖∇𝐹 (a)‖cos𝛼
. (9)

Причем

lim
a→x

𝐹 (a) + 𝑟1(x)

‖∇𝐹 (a)‖cos𝛼
→
⃒⃒⃒⃒

𝐹 (x)

‖∇𝐹 (x)‖

⃒⃒⃒⃒
, (10)

так как при a→ x

— 𝑟1(x)→ 0 по свойствам остаточного члена;
— cos𝛼 → sign(𝐹 (x)), поскольку ∇𝐹 (a) → ∇𝐹 (x) и 𝐹 (x) ‖ (a − x),

при этом направление (a−x) зависит от положения a относительно
поверхности и, соответственно, знака 𝐹 (x).

Таким образом, для a вблизи поверхности можем полагать

𝜌(a, 𝐹 ) ≈ 𝜌𝑇1(a, 𝐹 ) =

⃒⃒⃒⃒
𝐹 (x)

‖∇𝐹 (x)‖

⃒⃒⃒⃒
. (11)
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Рис. 1. Порождающий эллипс и точки с нормальным шумом, полученные из
него

3. Демонстрация

Продемонстрируем различие подходов с 𝜌𝐹 и 𝜌𝑇1 на примере аппрок-
симации кривой второго порядка, она же квадрика. Для этого возьмем
эллипс и сгенерируем множество его точек, лежащих в первой коор-
динатной четверти. После чего применим к ним нормальный шум со
стандартным отклонением 𝜎. Пример такого эллипса и множества то-
чек можно видеть на рисунке 1.

Далее мы попробуем применить указанные подходы для нахожде-
ния аппроксимирующей кривой при различных уровнях зашумленно-
сти точек. Аппроксимирующие кривые ищутся как решение задачи (1)
при соответствующих приближениях расстояния. Решение задачи про-
изводится численно, с использованием пакета scipy языка Python 3 [4].
Результат вы можете видеть на рисунке 2.

Как можно видеть, при нулевом шуме подходы эквивалентны. Од-
нако, уже при 𝜎 = 0.01, подход, основанный на 𝜌𝐹 , находит плохую
поверхность с точки зрения исходной задачи. Это происходит из-за то-
го, что точки, хоть и расположены далеко от найденной поверхности
𝐹 *, однако попадают в область близости 𝐹 * к 0, как показано на ри-
сунке (3). На этом рисунке изображен контурный график квадрики,
найденной с помощью с 𝜌𝐹 в эксперименте для 𝜎 = 0.01.

Тем не менее, при достаточно большом шуме, подход, основанный на
𝜌𝑇1, также перестает работать, что видно на правом графике рисунка 2.
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Рис. 2. Аппроксимация множества точек с разным шумом подходами с 𝜌𝐹 и
𝜌𝑇1, а также порождающий эллипсоид

Рис. 3. Контурный график, демонстрирующий область близости к 0, в кото-
рую попадают все точки
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Заключение

Таким образом, задача приближения множества точек поверхностью
может быть решена с использованием приближённого расстояния, по-
лученного из ряда Тейлора с остаточным членом первой степени. Этот
метод демонстрирует более высокую устойчивость к шумам по сравне-
нию с подходом, основанным на приближении к нулю неявной функции,
определяющей поверхность.

При этом сохраняются низкие требования к поверхностям — подхо-
дят любые поверхности, задаваемые неявной дифференцируемой функ-
цией, в отличие от «регрессионного» подхода.

В дальнейшем можно попытаться выразить приближённое рассто-
яние из ряда Тейлора с остаточным членом второй и более высокой
степени. Вероятно, использование ряда Тейлора с более высокой степе-
нью остаточного члена повысит точность приближения расстояния, что
позволит игнорировать более высокую степень шума.
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В работе предлагаются две модификации разработанного ранее
алгоритма, предназначенного для генерации модельных инве-
стиционных проектов для задачи календарного планирования с
ограниченными ресурсами и максимизацией чистой приведён-
ной стоимости. Данная работа расширяет изначальный алго-
ритм на два случая: с фиксированной вероятностью появле-
ния ребра к вершинам с предыдущего слоя и “затухающей” ве-
роятностью появления ребра к вершинам из всех предыдущих
слоев. Предложенные модификации алгоритма позволяют гиб-
ко настраивать характеристики проекта. Полученные проекты
могут использоваться для тестирования оптимизационных алго-
ритмов решения задачи календарного планирования инвестици-
онных проектов с ограниченными ресурсами в денежной форме.
Ключевые слова: задача календарного планирования, инве-
стиционный проект, сетевой график проекта.

Введение

Фокус наших исследований сосредоточен на задаче календарного
планирования инвестиционных проектов с ограниченными ресурсами
в денежной форме (RCPSP). Критерием оптимального расписания на-
чала для каждой из работ проекта выступает максимум чистой при-
ведённой стоимости, при котором выполняются ограничения на доста-
точность средств и учитываются технологические взаимосвязи между
работами. Данная задача является 𝑁𝑃 -трудной в сильном смысле [1].
В [2] доказано, что каждое из расписаний проекта может быть представ-
лено в виде произведения матрицы специального вида, рассчитанной на
основе матрицы частичного порядка проекта, и вектора из идемпотен-
того полумодуля. В [2, 3] для решения рассматриваемой задачи были
предложены эвристические алгоритмы GASPIA и SASPIA, основанные
на методах идемпотентной алгебры. Тестирование алгоритмов прово-

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым
Минобрнауки РФ (Соглашение 075-02-2024-1429).
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дились на сгенерированных случайным образом потоках платежей и
проектах, представленных в открытых базах данных [5, 6].

На этапе тестирования возникла проблема, связанная с использо-
ванием готовых экземпляров задач из открытых билиотек, поскольку
все используемые в них генераторы предназначены для задач ресурсно-
календарного планирования проекта с ограниченными ресурсами по
критерию минимизации длины расписания выполнения всех работ про-
екта [7, 8, 10, 11, 9]. В [4] предложен собственный алгоритм генерации
сети проектов для экземпляров задач календарного планирования ин-
вестиционных проектов с ограниченными ресурсами. В данной работе
рассматриваются две его модификации.

1. Алгоритм для генерации сети проектов типа AoN

В [4] был предложен алгоритм для генерации сети проектов типа
AoN (activity-on-the-node). Псевдокод алгоритма представлен ниже.

Алгоритм 1. Алгоритм для генерации сети проектов типа AoN

Вход: 𝑛 — число промежуточных работ, 𝑘 — число этапов генерации
Выход: Итоговая сеть из 𝑛 + 2 проектов (к промежуточным работам

добавляются вершины источник и сток), максимально возможная
глубина сети не превосходит 𝑘 + 2, 𝑛 > 𝑘.

1: Инициализировать ориентированный граф G с одной вершиной;
2: 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑒𝑑 = 0, 𝑙𝑎𝑦𝑒𝑟 = 1;
3: пока 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑒𝑑 < 𝑛:
4: 𝑔𝑒𝑛𝑁𝑜𝑑𝑒 ∼ 𝒰 (1, ⌊(𝑛− 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑒𝑑)/(𝑘 + 1− 𝑙𝑎𝑦𝑒𝑟)⌋);
5: если 𝑙𝑎𝑦𝑒𝑟 == 𝑘, то
6: 𝑔𝑒𝑛𝑁𝑜𝑑𝑒 = 𝑛− 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑒𝑑;
7: 𝑝 ∼ 𝒰(0, 1);
8: для 𝑖 = 0 до 𝑔𝑒𝑛𝑁𝑜𝑑𝑒:
9: Добавить в граф 𝐺 вершину 𝑢 с номером (𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑒𝑑+ 2);
10: 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑒𝑑+ = 1;
11: для всех вершин 𝑣, сгенерированных на предыдущем этапе:
12: Добавить дугу (𝑣, 𝑢) в граф 𝐺 с вероятностью 𝑝;
13: если в вершину 𝑢 не входит ни одна дуга, то
14: добавить дугу (1, 𝑢);
15: 𝑙𝑎𝑦𝑒𝑟+ = 1;
16: Добавить в граф G вершину с номером (𝑛+ 2);
17: Вернуть граф 𝐺.
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В алгоритме 1 запись 𝑥 ∼ 𝒰(𝑎, 𝑏) означает вызов функции, кото-
рая возвращает случайное число равномерно распределенное на отрез-
ке [𝑎, 𝑏]. Переменная 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑒𝑑 отслеживает количество уже сгенериро-
ванных вершин в графе, 𝑙𝑎𝑦𝑒𝑟 — текущий этап алгоритма, а 𝑝 — веро-
ятность появления дуги с вершинами с предыдущего этапа. Операция
⌊·⌋ возвращает ближайшее целое число меньшее или равное заданному.
Алгоритм строит ориентированный граф 𝐺, содержащий 𝑛 + 2 верши-
ны, где вершина с номером 1 является источником и первой работой,
а вершина с номером 𝑛 + 2 является стоком и окончательной работой.
Полученный граф 𝐺 всегда удовлетворяет условию частичного поряд-
ка и не содержит избыточных дуг. Избыточной дугой называется дуга
(𝑢, 𝑣) такая, что также существует маршрут из 𝑢 в 𝑣 длины большей
или равной 2. Отметим, что на последнем этапе алгоритма будут сгене-
рированы все недостающие вершины (шаг 5).

2. Модификации алгоримта

Данная работа расширяет алгоритм 1 на два случая: с постоянной
вероятностью появления ребра к вершинам с предыдущего слоя и “за-
тухающей” вероятностью появления ребра к вершинам из всех преды-
дущих слоев.

Первая модификация фиксирует вероятность появления ребра меж-
ду вершинами текущего слоя и предыдущего. В этой модификации из
алгоритма 1 исключается шаг 7 и вероятность 𝑝 подается на вход алго-
ритма и далее не меняется. Пример работы алгоритма представлен на
рисунках 1 и 2.

Вторая модификация дает возможность появлению ребер не только
между вершинами из соседних слоев, но и между вершиной с текущего
слоя и вершинами со всех предыдущих слоев. Вероятность появления
ребра определяется следующим образом:

𝑝(𝑣, 𝑢) = 𝑝𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ·
1

𝜏
, 𝑢 ∈ 𝐿𝑖, 𝑣 ∈ 𝐿𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗, (1)

где 𝑝𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 – вероятность появления ребра между вершинами соседних
слоев 𝐿𝑖 и 𝐿𝑖−1, а 𝜏 – это расстояние между текущим слоем 𝐿𝑖 и про-
веряемым 𝐿𝑗 , которое может быть вычислено как разность их номеров,
т. е. 𝜏 = (𝑖 − 𝑗). В данной модификации вероятность на шаге 7 пере-
считывается для каждого проверяемого слоя отдельно по формуле (1),
а цикл на шаге 11 теперь запускается для всех предыдущих сгенери-
рованных слоев. Как и в прошлом алгоритме, вероятность появления
ребра между соседними слоями 𝑝𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 подается на вход алгоритма. На
рисунках 3 и 4 представлены пример работы алгоритма.
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Рис. 1. Результат генерации с пара-
метрами 𝑛 = 15, 𝑘 = 5, 𝑝𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 =
0,75
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Рис. 2. Результат генерации с пара-
метрами 𝑛 = 15, 𝑘 = 5, 𝑝𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 =
0,75 после выполнения сортировки
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Рис. 3. Результат генерации с пара-
метрами 𝑛 = 15, 𝑘 = 5, 𝑝𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 =
0,75 с “затухающей” вероятностью
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Рис. 4. Результат генерации с пара-
метрами 𝑛 = 15, 𝑘 = 5, 𝑝𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 =
0,75 с “затухающей” вероятностью
после выполнения сортировки

Представим результаты нескольких сгенерированных сетей с попу-
лярными оценками [9] в таблице 1. В таблице использованы следуюшие
обозначения: алгоритм 𝐴1 – алгоритм с постоянной вероятностью по-
явления ребра между вершинами соседних слоев, алгоритм 𝐴2 – алго-
ритм с “затухающей” вероятностью появления ребра к вершинам из всех
предыдущих слоев, 𝑘 – количество слоев, 𝐶𝑁𝐶 – коэффициент слож-
ности сети, 𝐶𝑁𝐶 ′ – коэффициент Кайманна, 𝐴𝑟𝑒𝑑 – число избыточных
ребер.

Заключение

Целью нашего исследования является разработка собственного ге-
нератора экземпляров задач календарного планирования инвестицион-
ных проектов с ограниченными ресурсами и критерием максимизации



О модификациях алгоритма генерации проектов для задачи RCPSP 291

Таблица 1
Результаты генерации сетей с числом вершин 𝑛 = 15

𝑝𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑘 |𝐸| 𝐶𝑁𝐶 𝐶𝑁𝐶 ′ 𝑇 -плотность 𝐴𝑟𝑒𝑑

Алгоритм 𝐴1

0,25 3 28 1,647 46,118 13 0
0,5 3 29 1,705 49,471 13 0
0,75 3 48 2,824 135,529 21 0
0,25 7 27 1,588 42,882 12 0
0,5 7 27 1,588 42,882 10 0
0,75 7 26 1,529 39,765 10 0

Алгоритм 𝐴2

0,25 3 29 1,706 49,471 13 0
0,5 3 36 2,118 76,235 18 3
0,75 3 51 3,000 153,000 36 2
0,25 7 24 1,412 33,882 9 0
0,5 7 30 1,765 52,941 15 0
0,75 7 47 2,765 129,941 27 16

чистой приведённой стоимости. Данный генератор состоит из четырёх
модулей.

1) Генератор сетевого графика проекта.
2) Генератор длительности проектных работ. В текущей версии для

генерации указывается максимальная длительность в целом числе
периодов.

3) Генератор потоков платежей. Характеристики потоков моделиру-
ются помощью иерархических копул с различными маргинальными
распределениями. Кроме того, могут быть сгенерированы и нечёт-
кие параметры потоков.

4) Генератор бюджета проекта.

В статье сделан акцент на первый из модулей. Предложены две мо-
дификации алгоритма генерации сети проектов типа AoN. Представле-
ны результаты экспериментов по генерации сетей, а также вычислены
популярные оценки сложности. Перспективным направлением исследо-
ваний является определение теоретических оценок числа генерируемых
в сети ребер и получаемых при этом значений оценок.
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Национальный исследовательский университет «Высшая школа

экономики», г. Нижний Новгород, Россия

Статья посвящена изучению распространения инфекционных
болезней в рамках двухкомпартментной («здоровые» и «боль-
ные») модели эпидемии, альтернативной моделям типа «реакция-
диффузия», а именно, в работе анализ пространственного рас-
пределения заболевших особей производится за счёт включения
в модель адвективных членов для учета пространственной ми-
грации носителей заболевания. В частности, в модели учитыва-
ется пространственная неоднородность как скорости миграции,
так и скорости распространения инфекции. В статье дана общая
теория решения задачи Коши на прямой для рассматриваемой
модели, а также приводится пример явного решения, построен-
ного в рамках этой теории. Если в качестве особей популяции
брать людей, то предложенную модель можно использовать для
повышения эффективности карантинных мероприятий на гра-
ницах национальных государств в периоды пандемий. Но, во-
обще говоря, рассматриваемая в работе модель эпидемии при-
менима не только к людям, но и к популяциям животных —
млекопитающих, птиц, рыб и. т. д. Ключевые слова: метод
характеристик, уравнение переноса, эйлерова и лагранжева пе-
ременные.

Введение

Анализ распространения инфекционных болезней через границы на-
циональных государств очень важен для грамотной организации каран-
тинных мероприятий при возникновении пандемий [1].

Обычно в математической эпидемиологии пространственное распре-
деление заболевших исследуют с помощью моделей эпидемии типа си-
стемы «реакция-диффузия» (см. [2] и ссылки там). Однако для таких
систем нахождение аналитических решений, как правило, невозможно,
а получение достаточной информации об их поведении требует прове-
дения большого объёма численных расчётов. Поэтому вопрос об аль-
тернативном описании миграции больных популяций весьма актуален.

В работах [3, 4] для учёта пространственной миграции носителей
заболевания в модель был включён однородный по пространственной
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переменной адвективный член. В данной работе этот подход распро-
странён на случай миграции заражённой популяции по пересечённой
местности.

Далее статья организована следующим образом: в разделе 1 дана
математическая формулировка модели. В разделе 2 изложена теория
нахождения общего решения уравнений модели. В разделе 3 приведен
пример их явного решения. В Заключении суммированы полученные
результаты и намечены перспективы дальнейших исследований.

1. Постановка задачи

Рассмотрим следующую распределённую динамическую систему:

𝜕𝐼

𝜕𝑡
+ 𝑉 (𝑥)

𝜕𝐼

𝜕𝑥
= 𝛽(𝑥)𝑆 𝐼 ,

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ 𝑉 (𝑥)

𝜕𝑆

𝜕𝑥
= −𝛽(𝑥)𝑆 𝐼 . (1)

В системе квазилинейных дифференциальных уравнений в частных
производных первого порядка (1) неизвестные функции имеют смысл
линейных плотностей здоровых 𝑆(𝑥, 𝑡) и больных 𝐼(𝑥, 𝑡) особей соот-
ветственно, а скорость миграции 𝑉 зависит от пространственной ко-
ординаты 𝑥: 𝑉 = 𝑉 (𝑥). Скорость распространения инфекции 𝛽 также
считается зависящей от неё: 𝛽 = 𝛽(𝑥).

К системе (1) надо добавить начальные условия:

𝐼(𝑥, 0) = 𝐼0(𝑥) ⩾ 0 , 𝑆(𝑥, 0) = 𝑆0(𝑥) ⩾ 0 , 𝑥 ∈ R . (2)

Задача Коши (1)-(2) и является математической формулировкой мо-
дели миграции больной популяции.

2. Общее решение уравнений модели

Рассмотрим полную линейную плотность популяции 𝑁(𝑥, 𝑡):

𝑁(𝑥, 𝑡) = 𝐼(𝑥, 𝑡) + 𝑆(𝑥, 𝑡) . (3)

Вычислив с помощью уравнений (1) частную производную по вре-
мени от функции (3), получим, что она удовлетворяет следующему ли-
нейному уравнению в частных производных первого порядка:

𝜕𝑁

𝜕𝑡
+ 𝑉 (𝑥)

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 0 . (4)

Начальное условие к уравнению переноса (4) легко находится из
формул (2) и (3):

𝑁(𝑥, 0) ≡ 𝑁0(𝑥) = 𝐼0(𝑥) + 𝑆0(𝑥) . (5)
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Задача Коши (4)-(5) решается методом характеристик [5], а именно,
уравнения характеристик имеют вид:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑉 (𝑥) , 𝑥|𝑡=0= 𝑦 (6)

и
𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 0 , 𝑁 |𝑡=0= 𝑁0(𝑦) , (7)

где 𝑦 ∈ R — лагранжева координата [6].
Очевидно, что решение задачи Коши (6) есть:

𝑡 =

∫︁ 𝑥

𝑦

𝑑𝜉

𝑉 (𝜉)
. (8)

Выражение (8) можно преобразовать либо к виду зависимости эйле-
ровой координаты 𝑥 от лагранжевой: 𝑥 = 𝑋(𝑦, 𝑡), либо наоборот, лагран-
жевой координаты 𝑦 от эйлеровой: 𝑦 = 𝑌 (𝑥, 𝑡), причём для ∀ 𝑡 ⩾ 0 между
этими функциями справедливо следующее соотношение [6]:

𝑌 (𝑋(𝑦, 𝑡)) = 𝑦 . (9)

После того, как функция 𝑦 = 𝑌 (𝑥, 𝑡) найдена, из формул (7) легко
получается, что:

𝑁(𝑥, 𝑡) = 𝑁0(𝑌 (𝑥, 𝑡)) . (10)

Далее, поскольку функция (10) теперь полностью известна, то ис-
ключение линейной плотности здоровых особей с помощью соотноше-
ния (3) приводит к следующей задаче Коши на прямой для линейной
плотности больных особей:

𝜕𝐼

𝜕𝑡
+ 𝑉 (𝑥)

𝜕𝐼

𝜕𝑥
= 𝛽(𝑥) 𝐼 (𝑁0(𝑌 (𝑥, 𝑡))− 𝐼 ) , 𝐼|𝑡=0= 𝐼0(𝑥) . (11)

По задаче Коши (11) снова можно выписать уравнения её характе-
ристик [5].

Первое из этих уравнений есть:

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽(𝑥) 𝐼 (𝑁0(𝑌 (𝑥, 𝑡))− 𝐼 ) , 𝐼|𝑡=0= 𝐼0(𝑦) , (12)

а второе совпадает с уравнением (6).
В силу этого совпадения с помощью тождества (10) задачу Коши

(12) можно переписать в более простом виде:

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽(𝑋(𝑦, 𝑡)) 𝐼 (𝑁0(𝑦)− 𝐼 ) , 𝐼|𝑡=0= 𝐼0(𝑦) . (13)
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Введём новое время:

𝑇 (𝑦, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝛽(𝑋(𝑦, 𝜃)) 𝑑𝜃 , (14)

тогда в этом времени задача Коши (13) станет совсем простой:

𝑑𝐼

𝑑𝑇
= 𝐼 (𝑁0(𝑦)− 𝐼 ) , 𝐼|𝑇=0= 𝐼0(𝑦) . (15)

Точное решение задачи Коши (15) равно:

𝐼 =
𝐼0(𝑦)𝑁0(𝑦)

𝐼0(𝑦) + 𝑆0(𝑦) exp(−𝑇 𝑁0(𝑦))
. (16)

Переходя в выражении (16) от лагранжевых координат к эйлеровым,
получим точное решение задачи Коши (11):

𝐼(𝑥, 𝑡) =
𝐼0(𝑌 (𝑥, 𝑡))𝑁0(𝑌 (𝑥, 𝑡))

𝐼0(𝑌 (𝑥, 𝑡)) + 𝑆0(𝑌 (𝑥, 𝑡)) exp(−𝜏(𝑥, 𝑡)𝑁0(𝑌 (𝑥, 𝑡)))
, (17)

где 𝜏(𝑥, 𝑡) = 𝑇 (𝑌 (𝑥, 𝑡), 𝑡) — время (14) в эйлеровых координатах.
Вторая неизвестная функция 𝑆(𝑥, 𝑡) вычисляется с помощью фор-

мул (3) и (10):

𝑆(𝑥, 𝑡) =
𝑆0(𝑌 (𝑥, 𝑡))𝑁0(𝑌 (𝑥, 𝑡)) exp(−𝜏(𝑥, 𝑡)𝑁0(𝑌 (𝑥, 𝑡)))

𝐼0(𝑌 (𝑥, 𝑡)) + 𝑆0(𝑌 (𝑥, 𝑡)) exp(−𝜏(𝑥, 𝑡)𝑁0(𝑌 (𝑥, 𝑡)))
, (18)

Функции (17) и (18) полностью определяют общее решение задачи
Коши (1) – (2).

3. Пример точного решения уравнений модели

Выберем в системе уравнений (1) следующие переменные коэффи-
циенты 𝑉 (𝑥) и 𝛽(𝑥):

𝑉 (𝑥) =
𝑉𝑚

ch(𝑥/𝐿)
, (19)

и

𝛽(𝑥) = 𝛽1 +
𝛽2

ch2(𝑥/𝐿)
, (20)

где 𝑉𝑚, 𝛽1, 𝛽2 и 𝐿 — положительные параметры.
Точное решение задачи Коши (6) с правой частью (19) можно запи-

сать в виде:

sh
𝑥

𝐿
= sh

𝑦

𝐿
+
𝑉𝑚 𝑡

𝐿
. (21)
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Подставляя это выражение в формулу (20) и интегрируя по времени
𝑡, получим время (14) для данного случая:

𝑇 (𝑦, 𝑡) = 𝛽1 𝑡+
𝛽2 𝐿

𝑉𝑚

[︂
arctg

(︂
sh

𝑦

𝐿
+
𝑉𝑚 𝑡

𝐿

)︂
− arctg sh

𝑦

𝐿

]︂
. (22)

С помощью (21) функцию (22) несложно переписать в эйлеровой
координате 𝑥:

𝜏(𝑥, 𝑡) = 𝛽1 𝑡+
𝛽2 𝐿

𝑉𝑚

[︂
arctg sh

𝑥

𝐿
− arctg

(︂
sh
𝑥

𝐿
− 𝑉𝑚 𝑡

𝐿

)︂]︂
. (23)

Наконец, выразив из соотношения (21) лагранжеву координату 𝑦,
получим, что:

𝑌 (𝑥, 𝑡) = 𝐿 sh−1
(︂
sh
𝑥

𝐿
− 𝑉𝑚 𝑡

𝐿

)︂
. (24)

Для того, чтобы через функции (22) и (23) полностью определить
точное решение (17) – (18) задачи Коши (1) – (2) в явном виде, нужно
ещё задать начальные условия.

Выберем начальное условие (5) в виде гауссоиды:

𝑁0(𝑥) =
𝑛

𝑙
√
𝜋

exp

[︂
− (𝑥+ 𝑥𝑚)2

𝑙2

]︂
, (25)

где 𝑛 — полное число особей в популяции, 𝑙 — характерная ширина её
начальной линейной плотности, а положительная величина 𝑥𝑚 опреде-
ляет положение максимума функции (25) слева от начала координат.

Далее, определим начальные условия (2) через выражение (25) сле-
дующим образом:

𝐼0(𝑥) = 𝛼𝑁0(𝑥) , 𝑆0(𝑥) = (1− 𝛼)𝑁0(𝑥) , (26)

где параметр 𝛼 удовлетворяет условию: 0 < 𝛼 < 1.

Заключение

В работе построено общее решение двухкомпартментной модели эпи-
демии, учитывающей как миграцию особей заражённой популяции по
пересечённой местности, так и пространственную неоднородность ско-
рости распространения заболевания. Для начальных условий (25)-(26)
предъявлено конкретное решение модели, выражающееся в явном виде
через элементарные функции.

Перспективой развития данной работы является введение в урав-
нения системы (1) диффузионных членов с малыми коэффициентами
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диффузии. Такая нелинейная система уравнений уже не имеет анали-
тического решения в общем виде, тем не менее, найденные в данной
работе решения задачи Коши (1) – (2) могут служить нулевым при-
ближением для построения асимптотического решения этой системы в
рамках теории сингулярных возмущений [7].
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ОБЗОР МЕТОДОВ ГЕНЕРАЦИИ ЗНАКОВЫХ
ГРАФОВ
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В данной статье представлен обзор методов генерации знако-
вых графов с заданными свойствами: модель предпочтитель-
ного присоединения, модели копирования ребер и клик, модели
биномиального и степенного распределения степеней, адаптация
метода Ваксмена, генерация полных и 𝑘-сбалансированных гра-
фов. Рассмотренные алгоритмы реализованы в виде комплекса
программ. Полученные в результате вычислительных экспери-
ментов знаковые графы использовались для тестирования эври-
стических алгоритмов решения NP-трудной задачи корреляци-
онной кластеризации. Ключевые слова: генерация знаковых
графов, модель предпочтительного присоединения, модель ко-
пирования.

Введение

Знаковым называется граф, каждое ребро которого имеет знак: «+»
или «-». Данные графы имеют множество приложений, среди которых:
анализ социальных сетей, анализ поведения избирателей, телекомму-
никационные технологии [11]. В настоящее время активно развиваются
алгоритмы и методы обработки знаковых графов, для тестирования ко-
торых требуются знаковые графы с заданными свойствами. В связи с
этим актуальна разработка методов генерации и получения знаковых
графов с заданными характеристиками.

В статье [1] рассматриваются такие методы получения знаковых гра-
фов из реальных данных, как непосредственное задание знакового гра-
фа, индуцирование из беззнакового графов [3, 9] и построение на основе
корреляционной матрицы. В данной статье представлен краткий обзор
методов генерации знаковых сетей с заданными свойствами.

1. Алгоритмы генерации знаковых графов

Можно выделить два основных типа алгоритмов генерации знако-
вых графов. Первый — это двухэтапная генерация, при которой сначала

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым
Минобрнауки РФ (Соглашение 075-02-2024-1429).
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Таблица 1
Алгоритмы генерации знаковых графов

Алгоритм Стратегия
По методу Ваксме-
на [8]

Беззнаковый граф генерируется по методу
Ваксмена [12]. Знаки ребер формируются по
схеме Бернулли с вероятностью положитель-
ного знака ребра 𝑝.

Полные графы по
схеме Бернулли [8]

Для каждой пары вершин генерируется знак
ребра, например, по схеме Бернулли с веро-
ятностью положительного знака ребра 𝑝.

Генерация 𝑘-сба-
лансированного
графа

Сначала строятся 𝑘 графов с положительны-
ми ребрами, а затем соединяются между со-
бой отрицательными ребрами.

Предпочтительное
присоединение [10]

Адаптация алгоритма Барабаши-Альберта [4]

Модель копирова-
ния ребер [10]

При добавлении новой вершины к графу, она
соединяется с уже существующими с помо-
щью копирования существующих ребер.

Модель копирова-
ния клик [10]

Выбирается некоторая клика в графе. Новая
вершина соединяется с вершинами клики с
помощью копирования ребер некоторой вер-
шины из выбранной клики.

Модель биноми-
ального распреде-
ления степеней [5]

Генерируется беззнаковый граф с биномиаль-
ным распределением степеней вершин. Затем
вершины делятся на две группы. Если верши-
ны ребра находятся в одной группе, то ребро
положительно, в противном случае — отрица-
тельно.

Модель степенно-
го распределения
степеней [5]

Сначала генерируется беззнаковый граф со
степенным распределением степеней вершин.
Затем применаятся модель копирования [7] и
происходит процесс «переподключения» ре-
бер.

генерируется беззнаковый граф, а затем знаки ребер. Для второго типа
алгоритмов характерна следующая процедура построения. К некото-
рому изначальному знаковому графу добавляется новая вершина и со-
единяется определенным способом с некоторыми уже существующими в
графе вершинами. В таблице 1 приведены рассматриваемые алгоритмы
генерации знаковый графов.
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В работе [8] для генерации беззнакового графа предлагается исполь-
зовать метод Ваксмена с параметрами 0,15 и 0,4. Знаки ребер для каж-
дого графа формировались по схеме Бернулли с параметром 𝑝, который
обозначает вероятность положительного знака ребра. Основная идея
метода Ваксмена [12] заключается в случайном распределении вершин
по прямоугольной координатной сетке и определением наличия ребра
на основе евклидова расстояния между вершинами. Вероятность ребра
определяется по формуле:

𝑃 ({𝑢, 𝑣}) = 𝛽 exp
−𝑑(𝑢, 𝑣)
𝐿𝛼

, (1)

где 𝑑(𝑢, 𝑣) — расстояние между вершинами 𝑢, 𝑣, 𝐿 — максимальное рас-
стояние между двумя вершинами. Большие значения 𝛽 соответствуют
большей плотности ребер, а малые значения 𝛼 увеличивают плотность
коротких ребер по сравнению с длинными, при этом 𝛼, 𝛽 ∈ (0, 1].

Для генерации полных знаковых графов в в [8] используется следую-
щий способ: для каждой пары вершин генерируется знак ребра по схеме
Бернулли с параметром 𝑝 обозначающим вероятность положительного
знака ребра.

Для проверки алгоритмов требуются графы с заранее заданными
свойствами. Например, 𝑘-сбалансированный знаковый граф можно по-
лучить построив 𝑘 графов с положительными ребрами, а затем соеди-
нив их между собой отрицательными ребрами. Также можно внести
заданное число положительных и отрицательных ошибок.

В работе [10] авторы предлагают адаптацию известной модели
Барабаши-Альберта для генерации ориентированного знакового гра-
фа. Алгоритм принимает на вход ориентированный знаковый граф
𝐺𝑘

0 = (𝑉0, 𝐸0) размера |𝑉0|= 2𝑘 + 1. Предполагается, что в 𝐺𝑘
0 ровно 𝑘

положительных и 𝑘 отрицательных ориентированных ребер. В момент
времени 𝑡 + 1 строится граф 𝐺𝑘

𝑡+1 добавлением новой вершины 𝑣𝑡+1.
Новая вершина 𝑣𝑡+1 соединяется с 𝑘 существующими в 𝐺𝑘

𝑡 вершинами
в качестве их положительного исходящиего соседа с вероятностью

𝑃 [𝑣𝑡+1𝑖𝑠𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒− 𝑜𝑢𝑡− 𝑛𝑒𝑖𝑔ℎ𝑏𝑜𝑟𝑜𝑓𝑣] =
2𝑑+𝑜𝑢𝑡

𝐺𝑘
𝑡

(𝑣)∑︀
𝑣 𝑑

+
𝐺𝑘

𝑡
(𝑣)

; (2)

где 𝑣 ∈ 𝑉𝑡. Вершина 𝑣𝑡+1 соединяется с 𝑘 существующими вершинами в
качестве их отрицательного исходящего соседа с вероятностью

𝑃 [𝑣𝑡+1𝑖𝑠𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒− 𝑜𝑢𝑡− 𝑛𝑒𝑖𝑔ℎ𝑏𝑜𝑟𝑜𝑓𝑣] =
2𝑑−𝑜𝑢𝑡

𝐺𝑘
𝑡

(𝑣)∑︀
𝑣 𝑑
−
𝐺𝑘

𝑡
(𝑣)

; (3)
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где 𝑣 ∈ 𝑉𝑡. Кроме того, новая вершина 𝑣𝑡+1 соединяется с 𝑘 существую-
щими вершинами в качестве их положительного заходящего соседа и с 𝑘
существующими вершинами в качестве их отрицательного заходящего
соседа с вероятностями

𝑃 [𝑣𝑡+1𝑖𝑠𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒− 𝑜𝑢𝑡− 𝑛𝑒𝑖𝑔ℎ𝑏𝑜𝑟𝑜𝑓𝑣] =
2𝑑+𝑖𝑛

𝐺𝑘
𝑡
(𝑣)∑︀

𝑣 𝑑
+
𝐺𝑘

𝑡
(𝑣)

; (4)

𝑃 [𝑣𝑡+1𝑖𝑠𝑛𝑒𝑔𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒− 𝑜𝑢𝑡− 𝑛𝑒𝑖𝑔ℎ𝑏𝑜𝑟𝑜𝑓𝑣] =
2𝑑−𝑖𝑛

𝐺𝑘
𝑡
(𝑣)∑︀

𝑣 𝑑
−
𝐺𝑘

𝑡
(𝑣)

; (5)

В работе [10] также предлагается модель копирования ребер. Алго-
ритм принимает на вход ориентированный знаковый граф 𝐺𝑘

0 с множе-
ством вершин размера |𝑉0|= 2𝑘+1. Начальный граф 𝐺𝑘

0 содержит ровно
𝑘 положительных и 𝑘 отрицательных ориентированных ребер. В момент
времени 𝑡+ 1, строится 𝐺𝑘

𝑡+1 добавлением новой вершины 𝑣𝑡+1 в граф.
Вершина 𝑣𝑡+1 соединяется с 𝑘 существующими вершинами копирова-
нием 𝑘 ранее не копировавшихся ребер из 𝐺𝑘

𝑡 . Процедура копирования
выполняется следующим образом.

1) Случайным образом выбирается ранее не копировавшееся ребро 𝑒 из
𝐺𝑘

𝑡 случайным образом. Пусть 𝑒[𝑠𝑟𝑐], 𝑒[𝑡𝑟𝑔] and 𝑒[𝑠𝑖𝑔𝑛] — начальная,
конечная вершины и знак ребра 𝑒 соответственно.

2) Добавляется новое знаковое ориентированное ребро
— из 𝑣𝑡+1 в 𝑒[𝑡𝑟𝑔] с вероятностью (1−𝛼), копированием знака ребра

𝑒 и начальной вершины 𝑒[𝑠𝑟𝑐],
— или, из 𝑒[𝑠𝑟𝑐] в 𝑣𝑡+1 с вероятностью 𝛼, копированием знака ребра

𝑒 и конечной вершины 𝑒[𝑡𝑟𝑔].
3) Описанная выше процедура повторяется 𝑘 раз.

Согласно модели копирования ребер, в каждый момент времени в
сеть добавляется новая вершина и копируется существующее ребро,
чтобы соединиться с вершиной (исходной или целевой) выбранного реб-
ра. В качестве обобщения авторы предлагают рассматривать ребро как
𝑘-клику, где 𝑘 = 2, а вершина — это (𝑘 − 1)-клика. Тогда общая фор-
ма модели копирования ребер представляется следующим образом. На
вход подается знаковая ориентированная клика 𝐺𝑘

0 размера |𝑉𝑡|= 𝑘+1.
В момент времени 𝑡+1 строится 𝐺𝑘

𝑡+1 добавлением новой вершины 𝑣𝑡+1

в граф. Вершина 𝑣𝑡+1 соединяется с 𝑘 − 1 существующими вершинами
и создается новая 𝑘-клика следующим образом:

1) Случайным образом выбирается 𝑘-клика из 𝐺𝑘
𝑡 .
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2) Случайным образом выбирается вершина 𝑣 из выбранной 𝑘-клики,
что порождает (𝑘 − 1)-клику, которой вершина 𝑣 не принадлежит.

3) Вершина 𝑣𝑡+1 соединается с вершинами из (𝑘 − 1)-клики копирова-
нием знаковых ориентированных ребер, находящихся между верши-
иной 𝑣 и вершинами (𝑘 − 1)-клики.

В 2015 году Ciotti et al. в работе [5] предложили модель биноми-
ального распределения степеней. Авторы предлагают модель генерации
случайных сетей с 𝑁 вершинами, которые удовлетворяют следующим
требованиям.

1) Степени вершин однородно распределены.
2) Каждая вершина может быть членом одной из двух взаимоисклю-

чающих групп.
3) Не существует корреляций степеней до присвоения знаков ребрам.
4) Знаки ассоциируются с ребрами таким образом, что результирую-

щая знаковая сеть сеть является 2-сбалансированной.

Для получения таких сетей авторы предлагают следующий алгоритм:

1) Любая пара вершин соединена ребром с равномерной вероятностью
𝑝.

2) Если вершины делятся на две группы, то каждая вершина приписы-
вается к одной из них с вероятностью 𝑚 и к другой с вероятностью
1−𝑚.

3) Ребра между вершинами внутри одной группы имеют положитель-
ный знак, а ребра между вершинами из разных групп — отрицатель-
ный.

Другими словами, на первом этапе модели генерируется беззнаковая
сеть, в которой степени (беззнаковые) вершин имеют биномиальное рас-
пределение. На втором этапе определяется знак каждого ребра модели-
руемой сети путем разделения вершин на две группы. Если вершины
ребра находятся в одной группе, то это ребро положительное, в против-
ном случае — отрицательное.

Другим способом генерации знаковых графов, предлагаемым в рабо-
те [5], является модель распределения степеней вершин по степенному
закону. На первом этапе строится беззнаковая сеть, характеризующаяся
степенным распределением. Затем к исходной связной сети из 𝑛 вершин
применятся модель копирования. На каждом шаге в сеть добавляется
новая вершина, а вторая вершина выбирается случайно: с вероятностью
𝑝 новая вершина создаст связь с одним из соседей выбранной вершины,
а с вероятностью 1− 𝑝 создаст связь с вершиной, выбранной случайно.
После этого происходит процесс «переподключения», который модели-
руется следующим образом.
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1) Два ребра выбираются случайным образом.
2) Четыре вершины, инцидентные этим ребрам, сортируются в порядке

возрастания степени.
3) Если первые две вершины и последние две вершины не соединены,

ребра переприсоединяются соответствующим образом.
4) В противном случае эти два ребра удаляются, и выбирается новая

пара ребер.

В [5] доказано, что предложенные модели биномиального и степенного
распределения степеней генерируют беззнаковые, неориентированные
графы, характеризующиеся распределением степеней по степенному за-
кону. Результатом работы моделей биномиального и степенного распре-
деления степеней вершин графа является 2-сбалансированный знако-
вый граф, то есть граф, все циклы которого положительны [6].

2. Описание комплекса программ

Основным результатом работы является комплекс программ для ра-
боты со знаковыми графами на языке Python. Комплекс состоит из сле-
дующих четырёх модулей.

1) Модуль построения знаковых графов на основе реальных данных.
Методы и подходы, реализованные в этом модули, описаны в [1].

2) Модуль генерации знаковых графов. В данном модуле реализованы
все алгоритмы из таблицы 1.

3) Модуль корреляционной кластеризации знаковых графов [8, 2]. В
данном модуле реализованы алгоритмы решения 𝑁𝑃 -трудной опти-
мизационной задачи корреляционной кластеризации для неориен-
тированных и невзвешенных знаковых графов без кратных рёбер и
петель, где функционал ошибки представляет собой линейную ком-
бинацию межкластерной и внутрикластерной ошибок [8, 2].

4) Модуль сравнения и визуализации результатов работы алгоритмов.

Заключение

В результате исследования были изучены и реализованы различные
модели генерации знаковых графов. Разработка модуля генерации зна-
ковых графов с заданными свойствами позволяет существенно расши-
рить библиотеку для тестирования эвристических алгоритмов решения
задачи корреляционной кластеризации.
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В работе описан алгоритм и представлены некоторые резуль-
таты моделирования поля отраженной солнечной радиации на
верхней границе безоблачной атмосферы. Была проведена ста-
тистическая обработка данных численных экспериментов мето-
дом Монте-Карло для различных условий и построены регрес-
сионные зависимости интенсивности отраженной радиации от
различных параметров оптико-геометрической модели атмосфе-
ры. Ключевые слова: метод Монте-Карло,статистическая
обработка, солнечная радиация, подстилающая поверхность.

Введение

Статистические методы исследования эффективно используются
для обработки реальных данных и данных численных эксперимен-
тов для выявления закономерностей и построения прогнозов. Од-
ним из самыз распространенных методов является корреляционно-
регрессионный анализ (КРА), который позволяет выявлять закономер-
ности и формировать адекватные параметрические модели. В наших
работах [2,3] КРА был использован для построения параметрической
модели и исследования закономерностей поведения различных характе-
ристик систем видения. В данной работе мы рассматриваем более слож-
ную модель системы видения, учитывающую отражательные свойства
подстилающей поверхности, что привело к необходимости разработки
нового алгоритма. Представлены некоторые результаты численного мо-
делирования солнечной радиации на верхней границе безоблачной атмо-
сферы для различных законов отражения подстилающей поверхности.
Проведена предварительная статистическая обработка с использовани-
ем КРА.
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1. Оптико-геометрическая модель

Опишем схему экспериментов и оптические характеристики атмо-
сферы. На рисунке 1 представлены геометрические параметры горизон-
тально однородной плоскопараллельной модели атмосферы. На верх-
нюю границу атмосферы падает плоскопараллельный единичный по-
ток солнечного излучения в направлении, задаваемом зенитным и ази-
мутальным углами 𝜔𝑠 = (Θ𝑠, 𝜙𝑠). Приемник, регистрирующий угло-
вое распределение отраженной солнечной радиации, находится в точ-
ке с координатами 𝐷(0, 0, 𝐻) и производит наблюдение в направлении
𝜔𝑑 = (Θ𝑑, 𝜙𝑑). Оптическая модель атмосферы была задана с помощью

Рис. 1. Геометрическая схема наблюдения

следующих характеристик:

1) коэффициенты аэрозольного рассеяния 𝜎𝑠𝑐(r) и ослабления 𝜎𝑒𝑥𝑡(r);
альбедо однократного рассеяния 𝜔0(r);

2) аэрозольная индикатриса рассеяния 𝑔(r,𝜔,𝜔
′
);

3) вертикальные профили температуры и давления для расчета коэф-
фициентов молекулярного рассеяния.

Подстилающая поверхность характеризуется законом отражения и аль-
бедо подстилающей поверхности 𝜎𝑟𝑒𝑓𝑙.
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2. Методы расчета

Теоретической базой для проведения численных экспериментов яв-
ляется стационарное уравнение переноса излучения [1]:

1 (𝜔, 𝑔𝑟𝑎𝑑𝐼 (r,𝜔)) = −𝜎𝑒𝑥𝑡 (𝜆, r) +

+𝜎𝑠𝑐 (𝜆, r)

∫︁
Ω

𝐼
(︁
r,𝜔

′)︁
𝑔
(︁
r,𝜔,𝜔

′)︁
d𝜔

′
+Φ0 (r,𝜔) . (1)

Здесь: 𝑋 = (r,𝜔) — точка пространства 𝑋 = 𝑅×Ω координат r ∈ 𝑅
и направлений 𝜔 ∈ Ω. Φ0 (r,𝜔) — плотность распределения внутрен-
них источников. 𝐼 (r,𝜔) — интенсивность (яркость) излучения в точ-
ке (r,𝜔). Формально интенсивность отраженной солнечной радиации в
точке r𝑑 = (0, 0, 𝐻) в направлении 𝜔𝑑 = (Θ𝑑, 𝜙𝑑) может быть представ-
лена в виде:

𝐼(r𝑑,𝜔𝑑) =

∫︁
𝑅

∫︁
Ω

𝐼 (r,𝜔) · 𝛿(r− r𝑑) · 𝛿(𝜔 − 𝜔𝑑)drd𝜔. (2)

Величина 𝐼 (r,𝜔) в (2) является решением уравнения (1) с функцией
источников следующего вида:

Φ0 (r,𝜔) = 𝜎𝑒𝑥𝑡(r) · 𝑒−𝜏(r) ·
𝑔(r,𝜔𝑠,𝜔)

2𝜋
. (3)

На основании (1)-(3) метод локальной оценки на сопряженных траек-
ториях для расчета интенсивности в плокопараллельной атмоcфере [2]
заключается в следующем: моделировать траекторию движения фотона
из точки r𝑑 в направлении 𝜔𝑑 и в каждой точке столкновения суммиро-
вать величины, характеризующие вероятность «попадания» излучения
вследствие рассеяния из текущей точки столкновения 𝑋𝑛 = (r,𝜔) «на
направление» −𝜔𝑠:

𝜓(𝑋𝑛) = 𝑒−𝜏𝑠(r) · 𝑔(r,−𝜔𝑠,𝜔)

2𝜋
. (4)

Здесь 𝜏𝑠(r) - оптическая длина пути от текущей точки r до верхней
границы атмосферы в направлении −𝜔𝑠. Таким образом:

𝐼(r𝑑,𝜔𝑑) =𝑀𝜉 =𝑀

𝑁∑︁
𝑛=0

𝑄𝑛 ·
𝑒−𝜏𝑠(r) · 𝑔(r,−𝜔𝑠,𝜔)

2𝜋
. (5)
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Здесь 𝑁 — количество столкновений в траектории фотона, 𝑄𝑛 — «вес
фотона».
Для реализации отражения от подстилающей поверхности необходимо
внести изменения в локальную оценку и в схему прямого моделирова-
ния на сопряженных траекториях.
Когда зафиксировано столкновение фотона с поверхностью Земли,
плотность вероятности «попадания» в направление на Солнце должна
быть вычислена по формуле:

𝜓(𝑋𝑛) = 𝑒−𝜏𝑠(r) · 𝑝(𝜇𝑠)

2𝜋
. (6)

Здесь 𝑝(𝜇) - плотность вероятности отражения подстилающей поверх-
ностью падающего солнечного излучения.
Рассмотрены три варианта отражения подстилающей поверхностью:
а) ламбертовское 𝑝(𝜇) = 2𝜇 ;
б) изотропное 𝑝(𝜇) = 1;
в) зеркальное 𝑝(𝜇) = 𝛿(𝜇) .
В случае ламбертовской и изотропной поверхности направление отра-
жения фотона не зависит от направления его падения на поверхность.
Поэтому в данных случаях, учитывая то, что моделирование произво-
дится по сопряженным траекториям, 𝜇𝑠 - косинус острого угла между
направлением попадания на Землю и осью 𝑂𝑍 . В случае зеркального
закона 𝜇𝑠 - косинус острого угла между направлением попадания на
Солнце −𝜔𝑠 и осью 𝑂𝑍.
Изменения в схеме моделирования заключаются в следующем.
1) Учитываем отражение от поверхности в соответствии с альбедо под-
стилающей поверхности 𝜎𝑟𝑒𝑓𝑙 . Для этого разыгрываем случайную ве-
личину 𝛼 , равномерно распределенную на (0, 1). Если 𝛼 > 𝜎𝑟𝑒𝑓𝑙, то
фиксируем обрыв текущей траектории и начинаем построение новой
траектории. В противном случае моделируем продолжение траектории.
Учет отражения может быть произведен также с помощью модифика-
ции «без отражения» по аналогии с приемом «без поглощения». В этом
случае вместо розыгрыша отражения вес частицы умножаем на 𝜎𝑟𝑒𝑓𝑙 .
2) Определяем новое направление движения фотона в соответствии с
плотностью вероятности 𝑝(𝜇) с использованием метода обратной функ-
ции. Для этого разыгрываем случайную величину 𝛼 , равномерно рас-
пределенную на (0, 1). Косинус зенитного угла 𝜇𝛼 нового случайного
направления вычисляем так:
а) ламбертовское 𝜇𝛼 =

√
𝛼 ;

б) изотропное 𝜇𝛼 = 𝛼 ;
в) зеркальное 𝜇𝛼 = 𝜇𝑠, где 𝜇𝑠 - косинус острого угла между направле-
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нием попадания на Солнце −𝜔𝑠 и осью 𝑂𝑍.
При этом азимутальный угол нового направления для ламбертовского
и изотропного законов разыгрывается равномерно в интервале (0, 2𝜋).
Для зеркального закона новое направление «разворачивается» на 180∘

по сравнению с направлением падения на поверхность Земли.
Для контроля качества результатов численных экспериментов с учетом
(4)-(6) одновременно были определены величины:

𝐷𝜉 =𝑀𝜉2 − (𝑀𝜉)2 и 𝜈 =
√
𝐷𝜉

𝑀𝜉 · 100.

Для формирования параметрической модели интенсивности отражен-
ной солнечной радиации на основе метода наименьших квадратов были
построены различного вида регрессии в среде RStudio.

3. Условия и результаты моделирования

Численные эксперименты были проведены для следующих условий
наблюдения [2]:
Высота H, км: 100.
Длина волны, мкм: 0,44; 0.50; 0,67; 0,87; 1,06; 1,25; 2,00.
Зенитные углы Солнца, град: 0, 30, 60.
Азимутальные углы Солнца, град: 0, 45, 90, 135, 180.
Зенитные углы наблюдения, град: 0, 30, 45, 60.
Азимутальные углы наблюдения, град: 0, 90, 180.
Тип аэрозоля — континентальный, лето средних широт.
Выбор длин волн был обусловлен диапазонами окон прозрачности атмо-
сферы, так что молекулярным поглощением в атмосфере можно было
пренебречь. Длина волны (ДВ) характеризует такие оптические пара-
метры как общая оптическая толщина (ООТ), средний косинус индика-
трисы рассеяния (СК), альбедо однократного рассеяния (АОР). В таб-
лице 1 приведены эти характеристики в зависимости от длины волны.
Альбедо подстилающей поверхности: 0.80–0.95, 0.30–0.65, 0.1–0.15. Эти
интервалы определяют свежевыпавший снег, тающий снег и хвойный
лес соответственно.[3]
В таблицах 2 и 3 представлены некоторые результаты моделирования.
Из приведенных данных следует, в частности, что если Солнце нахо-
дится над головой наблюдателя, то регистрируемая яркость на зависит
от закона отражения для рассмотренных в данной работе. Если Солнце
снижается над уровнем горизонта, то наблюдается увеличение яркости
для ламбертовского закона отражения по сравнению с другими.
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Таблица 1
Оптические параметры в зависимости от длины волны

ДВ, мкм ООТ СК АОР
0,44 0,4740 0,6447 0,8996
0,50 0,3742 0,6406 0,8980
0,67 0,2736 0,6333 0,8829
0,87 0,2450 0,6339 0,8397
1,06 0,2366 0,6319 0,8043
1,25 0,2328 0,6379 0,7742
2,00 0,2303 0,7181 0,7831

Таблица 2
Яркость безоблачного неба, 𝜆 = 0, 5 мкм,Θ𝑑 = 0∘,Θ𝑠 = 0∘

𝜎𝑟𝑒𝑓𝑙 ламберт. изотр.
0 0,00544 0,00544
0,35 0,01046 0,01034
0,106 0,00692 0,00686

Таблица 3
Яркость безоблачного неба, 𝜆 = 0, 5 мкм, Θ𝑑 = 0∘,Θ𝑠 = 30∘

𝜎𝑟𝑒𝑓𝑙 ламберт. изотр. зерк.
0 0,00411 0,00411 0,00411
0,35 0,05947 0,03658 0,00931
0,106 0,02064 0,01349 0,00565

Заключение

Таким образом, в работе описан способ расчета яркости отражен-
ной солнечной радиации с помощью статистического моделирования.
Алгоритм метода Монте-Карло — локальная оценка на сопряженных
траекториях — был модифицирован для случая учета отражения от
подстилающей поверхности.
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Одним из наиболее грозных и непредсказуемых исходов, вно-
сящих значительный вклад в смертность от болезни системы
кровообращения, является внезапная сердечная смерть, а ЭКГ
продолжает оставаться основным методом диагностики патоло-
гии сердца в амбулаторно-поликлинической практике. Объек-
том исследования являются аннотированные электрокардиогра-
фические записи пациентов из открытого ресурса PhysioNet, а
предметом исследования — морфологические и временные па-
раметры кардиокомплексов. В качестве единицы измерения в
работе выступили единичные кардиокомплексы. В качестве це-
левых для работы были отобраны синусовые, наджелудочко-
вые и желудочковые этиологии кардиокомплексов. Классифи-
кация проводилась внутри группы патологии: классы разделя-
лись по принципу тяжести исхода, а не в классическом пони-
мании «здоровый-больной». Построено 3 классификационных
модели, используя метод машинного обучения Random Forest.
Доля верных классификаций среди всех моделей не опускалась
ниже 97,8%. Лучшая классификация — синусовые комплексы,
худшая — желудочковые.Ключевые слова: внезапная сердеч-
ная смерть, холтеровское мониторирование, Random Forest.

Введение

Внезапная сердечная смерть (ВСС) как один из исходов, составля-
ющих внушительную долю случаев смерти населения разных возраст-
ных, гендерных и расовых групп от кардиогенных причин, и практиче-

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым
Минобрнауки РФ (Соглашение 075-02-2024-1429).
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ски неотвратимое следствие внегоспитальной остановки сердца остается
достаточно крупной и значимой проблемой мирового здравоохранения
[1–4]. Поиск оптимальных решений по предупреждению и снижению
частоты ВСС сохраняет свою актуальность и востребованность на про-
тяжении всего времени существования медицинских служб.

Данная работа является продолжением исследований [5, 6]. Для вы-
явления предсказательной значимости ЭКГ-записи в прогнозировании
ВСС был проведен комплексный анализ записей мониторирования. Ги-
потезой для работы послужило предположение о том, что фиксируемые
на ЭКГ-записи кардиокомлпексы у людей с нефатальными аритмиче-
скими эпизодами и у людей со следом развившейся ВСС имеют электро-
физиологические различия, способные послужить классификационным
фактором для разделения этих двух разных по тяжести исхода групп.
Исследовательский интерес заключался в изучении возможности клас-
сификации внутри группы патологии: классы разделялись по принципу
тяжести исхода, а не в классическом понимании «здоровый-больной».

1. Материалы и методы исследования

В основу работы легли базы данных холтеровского мониторирова-
ния (ХМ) открытого репозитория PhisioNet:

1. Sudden Cardiac Death Holter Database [7] — коллекция продолжи-
тельных, от 4 до 25 часов, записей ЭКГ тридцати трех пациентов, за-
фиксировавших момент наступления внезапной сердечной смерти.

2. MIT-BIH Arrhythmia Database [8] — набор получасовых выдер-
жек из 47 записей ХМ-ЭКГ, содержащих эпизоды нелетальных аритмий
различного генеза.

В качестве единицы измерения в работе выступили единичные кар-
диокомплексы. Рабочие наборы данных по каждой из баз содержат из-
влеченные программным способом [9] из сигнала ЭКГ в двух отведе-
ниях холтера (II и V5) амплитудные и временные характеристики сер-
дечных комплексов, а также два качественных идентификатора номера
записи (record) и типа сердечного сокращения (type). В качестве пара-
метра «морфологическая характеристика комплекса QRS» (QRS morph
0–4) выступало измеренное в мВ отклонение от изолинии пяти равно-
удаленных друг от друга точек, расставленных на линии самописца от
начала до конца желудочкового комплекса QRS.

Список взятых для проведения классификации признаков представ-
лен в таблице 1. Каждая из двух рабочих баз данных содержит 5 типов
сердечных сокращений: нормальные, или синусовые (N), наджелудочко-
вые (SVEB), желудочковые (VEB), выскальзывающие (F) и идиопати-
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ческие (Q). В качестве целевых для работы были отобраны синусовые,
наджелудочковые и желудочковые этиологии кардиокомплексов. В ба-
зе по ВСС для данных типов комплексов были введены обозначения
классов N1, VEB1 и SVEB1, в базе с записями аритмий — N2, VEB2 и
SVEB2.

Таблица 1
Перечень исследуемых признаков

Тип признаков Группа признаков
Интервалы, мс RR Interval, PQ Interval, QT Interval,

ST Interval, QRS Interval
Амплитуды зубцов, мВ
комплекса

P peak, T peak, R peak, S peak, Q peak

Морфологические признаки
комплекса QRS, мВ

QRS morph feature 0, QRS morph
feature 1, QRS morph feature 2, QRS
morph feature 3, QRS morph feature 4

Обработка и анализ данных были реализованы при помощи языка
программирования Python 3.10.12 в среде Google Colaboratory.

2. Результаты и обсуждения

Набор данных ЭКГ-комплексов по всем записям базы [7] состоит из
502 808 единичных кардиоэпизодов. В первую очередь, из базы [7] для
исследования были отобраны записи ЭКГ, зафиксированные у лиц с
преимущественно синусовым ритмом и ритмом фибрилляции предсер-
дий, что составило в общем 247 991 ЭКГ-комплексов. В базе записей
ЭКГ по аритмиям [8] общее количество единичных кардиокомплексов
составило 100 689. Далее, в базах данных по ВСС и по аритмиям пооче-
редно выделяли группы сердечных комплексов различной этиологии:
синусовой, наджелудочковой и желудочковой. После чего на базе алго-
ритма Random Forest строились классификационные модели.

Для различных по объему наборов данных проводилась балансиров-
ка классов: для уменьшения числа измерений применялся метод слу-
чайного отбора (sample), для увеличения—метод повторной выборки
(resample). Обучение моделей осуществлялось в нескольких итерациях
для возможности оценки средних показателей метрик качества класси-
фикации— accuracy, precision и recall. Ход решения проблемы дисбалан-
са классов представлен в таблице 2.
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Таблица 2
Решение проблемы дисбаланса классов для Random Forest моделей

Модели по типам
комплексов

Исходный
объем
комплексов

Метод
балансировки

Объем
после
балансировки

RF Mодель
(N1-N2)

N1=140 963
N2=90 083

sample
–

N1=90 083
N2=90 083

RF Mодель
(SVEB1-SVEB2)

SVEB1=1 542
SVEB2=2 779

resample
sample

SVEB1=1 800
SVEB2=1 800

RF Mодель
(VEB1-VEB2)

VEB1=8 553
VEB2=7 009

sample
–

VEB1=7 009
VEB2=7 009

Рассматривались модели по типам комплексов, в каждой из которых
при помощи встроенной функции весов feature_importances_ алгоритма
RandomForestClassifier оценивался вклад в классификацию каждого из
используемых признаков ЭКГ-комплексов. Поскольку практически во
всех моделях, кроме модели Random Forest (VEB1-VEB2), порядка 50%
природы алгоритма приходилось на первую тройку параметров, было
решено выделить по три признака, наиболее значимых с точки зрения
классификации кардиокомплексов по летальности исхода (табл. 3).

Таблица 3
Сводная таблица наиболее значимых признаков моделей классификации

Модели по типам
комплексов

Наименование значимых
признаков моделей
(отведение холтера)

Вклад в
построение
модели

RF Mодель
(N1-N2)

R peak (II)
pre-RR (II)
S peak (II)

0,3063
0,1209
0,0630

RF Mодель
(SVEB1-SVEB2)

R peak (II)
ST interval (V5)
T peak (II)

0,3936
0,1392
0,0731

RF Mодель
(VEB1-VEB2)

pre-RR (II)
S peak (II)
T peak (II)

0,1810
0,1326
0,0693
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На основе наборов данных по ВСС и аритмиям было построено 3 би-
нарных классификационных моделей по алгоритму Random Forest в пя-
ти итерациях каждая. В результате построения моделей было выделено
6 наиболее значимых с точки зрения классификации электрофизиоло-
гических параметров кардиокомплексов: pre-RR, T peak, ST interval, R
peak, S peak, QT interval. Выявленные параметры имеют свою практи-
ческую нишу в диагностике и уже активно используются в рутинной
врачебной практике для оценки состояния сердца и выявлении разно-
образных патологий.

В таблице 4 представлены усредненные оценки качества моде-
лей классификации, полученные в результате пятикратной кросс-
валидации.

Таблица 4
Средние метрики качества Random Forest моделей классификации ЭКГ-
комплексов на тестовой выборке

типы комплексов Accuracy (%) Precision (%) Recall (%)
N1-N2 99,74 99,79 99,67
SVEB1-SVEB2 99,69 99,82 99,56
VEB1-VEB2 97,80 98,81 96,78

Таким образом, доля правильных классификаций (accuracy) по всем
моделям не опускалась ниже отметки в 97,8%. Лучше всего поддавались
классификации комплексы синусовой этиологии, хуже—желудочковой.
Во всех трех моделях показатель точности (precision) оказался выше
показателя полноты (recall), что свидетельствует о том, что обученные
классификационные модели более склонны к гипердиагностике, нежели
к невыявлению риска развития ВСС.

Заключение

В ходе работы была подтверждена исследовательская гипотеза о
том, что между электрофизиологическими параметрами кардиоком-
плексов людей с исходом в виде остановки сердца и людей с нелеталь-
ными аритмическими эпизодами существуют различия. Эти различия
доступны для фиксации на ЭКГ-записи и впоследствии применимы как
классификационный фактор. Такой результат проведенной работы сви-
детельствует о необходимости продолжения исследований на тему при-
менения ЭКГ-маркеров как предикторов и индикаторов развития сер-
дечной остановки.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ РАЗВИТИЯ
ПРОФЕССИОНАЛЬНЫХ ЗАБОЛЕВАНИЙ ОТ

ФИЗИЧЕСКИХ ФАКТОРОВ

М.П. Дьякович

Ангарский государственный технический университет, г. Ангарск, Россия

В статье рассматриваются результаты моделирования развития
профессиональных заболеваний от воздействия шума и вибра-
ции с использованием различных методов системного анализа.
Ключевые слова: профессиональные заболевания, физические
факторы, модели.

Введение

В РФ за период с 2014 г. по 2023 г. отмечено снижение удельного
веса рабочих мест, не соответствующих гигиеническим нормативам по
таким физическим факторам как шум и вибрация соответственно в 1,3
и в 1,9 раз. Снизилось на 47,7% и количество впервые установленных
профессиональных заболеваний (ПЗ). При этом, темп прироста к 2014
г. заболеваний и их последствий, связанных с воздействием производ-
ственных физических факторов (ПФФ) составил 2,8%. В группе ПЗ,
связанных с воздействием ПФФ, вибрационная болезнь (ВБ) занимала
второе место (45,3%) после нейросенсорной тугоухости (НСТ)(53,8%)
[1]. В развитых странах частота случаев ВБ и НСТ также намного вы-
ше, чем других ПЗ [2,3], несмотря на меры по снижению уровней вред-
ных факторов, активному применению средств индивидуальной защи-
ты. Назрела необходимость разработки моделей развития ПЗ от ПФФ,
позволяющих оценить их риск и динамику патогенеза, что даст воз-
можность предотвращать инвалидизацию работников за счет ранней
диагностики, своевременной профилактики и адекватного лечения.

1. Методы и средства

Для моделирования использовался созданный на основе многолет-
них наблюдений в ФГБНУ ВСИМЭИ информационный массив персони-
фицированных клинико-гигиенических показателей лиц, работающих в

Автор благодарит сотрудников лаборатории эколого-гигиенических исследова-
ний (руководитель-д.м.н. Панков В.А.) и клиники (главный врач – д.м.н., профессор
Катаманова Е.В.) ФГБНУ ВСИМЭИ
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контакте с вибрацией и шумом. Среди них были и практически здо-
ровые на момент обследования работники, и те, кому был выставлен
диагноз ПЗ от ПФФ. Исследовались регрессионные, информационно-
энтропийные модели, модели с использованием метода нормированных
интенсивных показателей НИП) с расчетом относительного риска (ОР),
модели с использованием машинного обучения. Программное обеспече-
ние синтеза структуры нейронных сетей, глубокого обучения, проверки
валидности и адекватности модели, вычислительных экспериментов с
моделью было разработано к.т.н. М.В. Кривовым.

2. Результаты и их обсуждение

Построение обобщенных моделей, отображающих взаимосвязи пара-
метров функционирования организма работающих в контакте с вибра-
цией, которая может обусловить их неблагоприятное изменение и разви-
тие патологии на определенном отрезке времени мы начали с регресси-
онных моделей. Для модельных исследований были выбраны семейства
регрессионных уравнений вида:

𝑓(𝑥) = 𝑌 = 𝑏0𝑖 +
𝑏𝑖
𝑥
± 𝜀,

где 𝑥 – индивидуальная стажевая доза (ИСД) вибрации, включающая
в себя уровень и время воздействия в течение смены и за весь трудовой
стаж;
𝜀 – ошибка предсказания;
𝑏0𝑖 – свободный член уравнения;
𝑏𝑖 – коэффициент регрессии 𝑌 по 𝑋;
𝑖 = 1, 40 – номер зависимой переменной из 40 рассматриваемых в про-
цессе моделирования.

Рассчитывали ИСД с учетом эквивалентного уровня виброскорости
за смену и стажа работы с виброинструментом.

ИСД = 𝐿экв + 10× lg(
𝑇

𝑇𝑜
),

где ИСД – стажевая доза вибрации, дБ;
𝐿экв – эквивалентный уровень виброскорости за рабочую смену, дБ;
𝑇 – стаж работы с виброинструментом, лет;
𝑇𝑜 – год [4].

Было показано, что специфические для ВБ показатели функ-
ционирования сердечно-сосудистой системы, болевой, вибрационной
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и тактильной чувствительности, а также неспецифические показа-
тели функционирования нейрогуморальной и иммунной систем под-
чиняются дозо-эффектной зависимости. Нарушения функционирова-
ния гипоталамо-гипофизарно-надпочечниковой системы отмечались и
у больных ВБ, и у практически здоровых работников, что можно рас-
ценивать как ответ на воздействие вибрации. При этом с ростом ИСД у
больных ВБ эти изменения становились более выраженным, чем у прак-
тически здоровых лиц. Регрессионные модельные исследования дали
представление об очередности изменений в органах и системах с ростом
ИСД, что не было очевидным в ходе традиционного анализа усреднен-
ных показателей. У работников с установленным диагнозом ВБ модель-
ный прогноз развития ПЗ был адекватен реальной ситуации, в которой
люди, имеющие ПЗ от ПФФ, продолжали работать, увеличивая ИСД,
провоцируя прогрессирование имеющейся патологии вплоть до инвали-
дизации.

Далее величина вклада ИСД в развитие ВБ определялась разностью
величин безусловной и условной энтропий. С ростом ИСД, наибольший
вклад в формирование ВБ вносили патологически измененные парамет-
ры основной активности головного мозга и тиреоидной системы (82,6%).
Результаты этих модельных экспериментов показали необходимость од-
новременного учета неспецифических показателей общего и кофактор-
ного патогенеза и специфических для рассматриваемой патологии кли-
нические и функциональные показатели с целью повышения адекват-
ности, точности и чувствительности модели развития ПЗ от ПФФ.

С помощью модели НИП было установлено, что риск ПЗ достаточ-
но сильно связан с профессиональной принадлежностью (ОР=61,8) и
с наличием сочетанного воздействия шума и вибрации на рабочем ме-
сте (ОР=23,8), уровни которых часто не соответствуют гигиеническим
нормативам и превышают предельно допустимые уровни из-за несовер-
шенства технологии и/или оборудования. Степень влияния на возник-
новение ПЗ от ПФФ стажа работы в контакте с конкретным небла-
гоприятным фактором, возраста работника, отрасли промышленности
оказались значительно ниже.

В ходе модельных экспериментов было установлено, что риски ПЗ
у лиц до 40 лет, работающих в профессиях машиниста экскаватора и
сборщика-клепальщика, имеющих контакт с шумом и вибрацией 1–4
года, составили 0,269 и 0,226, что можно отнести к неопределённо-
му прогнозу. С ростом стажа и возраста у работников этих профес-
сий величины риска ПЗ от ПФФ увеличиваются на 24,4 и 29,1% соот-
ветственно. Максимум риска достигается при стаже 30 и более, при
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возрасте 50–59 лет (0,334 и 0,292, что было отнесено к неблагопри-
ятному прогнозу). То, что в модель НИП не были включены такие
факторы-предикторы как клинико-функциональные, биохимические и
социально-психологические показатели работников, явилось ее ограни-
чением.

Далее нами использовалась многоклассовая кластеризация по сте-
пеням тяжести ПЗ от ПФФ на основе рекуррентных искусственных ней-
ронных сетей с глубоким обучением. Эмпирическое сравнение качества
обучения и полученной точности прогнозирования обусловило выбор
архитектуры сетей. Обучение модели развития ВБ осуществлялось на
наборе данных из 200 клинических наблюдений при упаковке обучаю-
щего набора из 12 наблюдений. Достигнутая точность прогноза отне-
сения работника к контингенту практически здоровых и больных ВБ
была высока и составила 95,7%. В таблице 1 представлена конфигура-
ция классификатора искусственной нейронной сети.

В нейросетевых моделях развития ПЗ от ПФФ нами использовались
не только специфические, но и неспецифические показатели общего и
кофакторного патогенеза. Показатели были сгруппированы в нейро-
психологические, нейрофизиологические и социально-психологические
комплексы, которые характеризовали состояние центральной нервной,
периферической нервной, нейросенсорной систем и гормональный ста-
тус работника.

Таблица 1
Конфигурация классификатора искусственной нейронной сети

Параметры
Слои

Первый Второй Третий Четвёртый
Количество нейронов 10 500 100 2
Функция активации - ReLU ReLU Softmax
Число параметров - 5500 55802 202

Так как в моделях развития НСТ использовался комплекс каче-
ственных экспертных оценок, выполненных профпатологами, невро-
логами, нейрофизиологами, клиническими психологами, входной слой
нейронной сети формировался на основе нечеткой нейронной продук-
ционной сети Ванга-Менделя [5]. Структура синтезируемой для клас-
сификации искусственной нейронной сети состояла из 5-6 слоев и со-
держала слой прореживания данных. Количество тренируемых пара-
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метров варьировало от 6600 до 7800. Для отдельных комплексов па-
раметров функционирования нервной системы точность прогноза по-
лученных моделей, обученных на реальных данных, составила 70–80%.
Такой результат можно считать удовлетворительным.

Практическая реализация ядра моделирования была выполнена на
базе фреймворка ML (Machine Learning) компании Microsoft.

3. Заключение

Регрессионные модельные исследования позволили определить оче-
редность неблагоприятных изменений в органах и системах при раз-
витии ПЗ от ПФФ, доказали наличие дезадаптационных процессов в
организме работников, контактирующих с вибрацией, как у лиц, име-
ющих уже диагноз ПЗ на момент обследования, так и у практически
здоровых лиц. Были выявлены наиболее чувствительные входные пе-
ременные, которые могут быть получены в ходе скрининга состояния
здоровья лиц, работающих в контакте с ПФФ. Апробация энтропий-
ной модели показала возможность анализа параметров функциональ-
ных систем организма, участвующих в формировании ВБ в различных
комбинациях, что позволит в дальнейшем использовать ее для объек-
тивизации прогноза развития ВБ и рационализации диагностического
процесса.

Использование НИП позволила дать интегрированную оценку рис-
ка ПЗ как по отдельным факторам, так и по их комплексу, определить
группы риска. Модель, основанная на методе НИП, позволила опре-
делить группы риска, прогнозировать вероятность возникновения ПЗ
при определённых сочетаниях факторов, выделить наиболее значимые
факторы для дальнейшего включение их в нейросетевые модели.

Точность прогноза полученных нейросетевых моделей НСТ меньше,
чем нейросетевых моделей ВБ. Это может быть связано с недостаточ-
ностью данных для обучения, так как некоторые параметры исследо-
вания у конкретных пациентов отсутствовали по объективным причи-
нам. В обучающей и контрольной выборках наилучшим образом были
представлены параметры функционирования центральной и перифери-
ческой нервной систем.

Успешность использования моделирования для оценки развития ПЗ
от ПФФ определило дальнейшую направленность работ. Необходимо
расширить спектр параметров, характеризующих различные функци-
ональные системы организма и социально-психологического состояние
работника для участия в моделировании, что позволит дополнительно
обучить нейросети для прогнозов с более высокой точностью. Исполь-
зование математического моделирования и интеллектуального анализа
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данных позволит в будущем разработать систему поддержки принятия
решения врача в сложной клинической задаче дифференциальной диа-
гностики ПЗ от ПФФ, основанной на принципах персонализированной
медицины. Обученные модели можно также использовать в качестве
компонентов экспертной советующей системы при оценке патогенети-
чески обоснованных методов реабилитации лиц, пострадавших от воз-
действия ПФФ, что также будет являться нашей дальнейшей задачей.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. О состоянии санитарно-эпидемиологического благополучия населения
в Российской Федерации в 2023 году: Государственный доклад.. Го-
род: Москва: Федеральная служба по надзору в сфере защиты прав по-
требителей и благополучия человека, 2024. 364 с.

2. Heaver C., Goonetilleke K., Ferguson H., Shiralkar S. Hand-arm vibration
syndrome: a common occupational hazard in industrialized countries // J.
Hand SurgEur. 2011. Vol. 3. №5. P. 354–363.

3. Chen K. H., Su S. B. , Chen K. T. An overview of occupational noise-induced
hearing loss among workers: epidemiology, pathogenesis, and preventive
measures // Environ Health Prev Med. 2020.Vol. 31. №25(1). P. 65.

4. Денисов Э. И., Овакимов В. Г. Гигиеническая оценка производственных
шумов и вибраций по экспозиции и дозе // Гигиена труда и профессио-
нальные заболевания. 1985.№2. С. 19–22.

5. Wang L. X., Mendel J. M. Generating Fuzzy Rules by Learning from
Examples // IEEE Transactions on Systems, Man, and Cybernetics. 1992.
Vol. 22. №6. P. 1414–1427.

Дьякович Марина Пинхасовна — д.б.н., профессор кафедры экономики,

маркетинга и психологии управления, ведущий научный сотрудник лабора-

тории эколого-гигиенических проблем. E-mail: marik914@rambler.ru



ИТММ – 2024

РАЗНОСТНАЯ СХЕМА ПОВЫШЕННОГО
ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ ДЛЯ

МОДИФИЦИРОВАННОГО УРАВНЕНИЯ
ВЛАГОПЕРЕНОСА ДРОБНОГО ПОРЯДКА
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Исследована первая краевая задача для модифицированного
уравнения влагопереноса с двумя операторами дробного диф-
ференцирования Герасимова-Капуто разных порядков 𝛼, 𝛽. По-
строена разностная схема повышенного порядка точности на
равномерной сетке. Методом энергетических неравенств для ре-
шения разностной задачи получены априорные оценки при раз-
личных значениях 𝛼, 𝛽. Из полученных оценок следуют един-
ственность и устойчивость решения по правой части и началь-
ным данным, а также сходимость решения разностной задачи к
решению исходной дифференциальной задачи со скоростью рав-
ной порядку аппроксимации.Ключевые слова: первая краевая
задача, априорная оценка, модифицированного уравнение влаго-
переноса, дифференциальное уравнение дробного порядка, дроб-
ная производная Герасимова-Капуто.

Введение

Важной задачей вычислительной математики является построение
и исследование разностных схем высокого порядка точности, аппрок-
симирующих уравнения математической физики. В последнее время
для построения указанных разностных схем используются компактно-
разностные схемы, т. е. схемы повышенных порядков аппроксимации
и/или точности, записывающиеся на стандартных для данного уравне-
ния шаблонах.

Построению и исследованию схем повышенного порядка точности
посвящены работы авторов [1]-[3].

Исследованию различных краевых задач для модифицированного
уравнения влагопереноса посвящены работы автора [4]-[5].



326 М.Х. Бештоков

1. Постановка задачи

В замкнутом прямоугольнике 𝑄𝑇 = {(𝑥, 𝑡) : 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇}
рассмотрим задачу

𝜕𝛼0𝑡𝑢 = 𝑘(𝑡)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+𝐴𝜕𝛽0𝑡

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−𝑞(𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)+𝑓(𝑥, 𝑡), 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇, (1)

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙, (3)

где
0 < 𝑐0 ≤ 𝑘(𝑡) ≤ 𝑐1, 𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, |𝑞(𝑡)|≤ 𝑐2,

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶6,3(𝑄𝑇 ), 𝑘(𝑡), 𝑞(𝑡) ∈ 𝐶1[0, 𝑇 ], 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶6,1(𝑄𝑇 ), (4)

𝜕𝛾0𝑡𝑢 = 1
Γ(1−𝛾)

𝑡∫︀
0

𝑢𝜏 (𝑥,𝜏)
(𝑡−𝜏)𝛾 𝑑𝜏, − дробная производная в смысле Капу-

то порядка 𝛾, 0 < 𝛼 < 1, 𝑐𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑖 = 0, 1, 2, 𝜕𝛾0𝑡𝑢 =

𝐷𝛾
0𝑡𝑢−

𝑢(0)
Γ(1−𝛼)𝑡𝛾 , 𝐷

𝛾
0𝑡𝑢 = 1

Γ(1−𝛾)
𝑑
𝑑𝑡

𝑡∫︀
0

𝑢𝑑𝜏
(𝑡−𝜏)𝛾− дробная производная в смыс-

ле Римана-Лиувилля порядка 𝛾.
По ходу изложения будем также использовать положительные по-

стоянные числа 𝑀𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., зависящие только от входных данных
исходной задачи.

2. Устойчивость и сходимость разностной схемы

Для решения задачи (1)-(3) применим метод конечных разностей.
Для этого на равномерной сетке 𝜔ℎ𝜏 = 𝜔ℎ × 𝜔𝜏 , где 𝜔ℎ = {𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 =
0, 𝑁, ℎ = 𝑙/𝑁}, 𝜔𝜏 = {𝑡𝑗 = 𝑗𝜏, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑗0, 𝜏 = 𝑇/𝑗0} диффе-
ренциальной задаче (1)-(3) поставим в соответствие разностную схему
порядка аппроксимации 𝑂(ℎ4+ 𝜏2) при 𝛼 = 𝛽 и 𝑂(ℎ4+ 𝜏2−max{𝛼,𝛽}) при
𝛼 ̸= 𝛽 [4], [7], [8]:

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

ℋℎ𝑦 = 𝑎𝑦
(𝜎)
�̄�𝑥 +𝐴∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦�̄�𝑥 − 𝑑ℋℎ𝑦

(𝜎) +ℋℎ𝜙, (5)

𝑦
(𝜎)
0 = 𝑦

(𝜎)
𝑁 = 0, 𝑡 ∈ �̄�𝜏 , (6)

𝑦(𝑥𝑖, 0) = 𝑢0(𝑥𝑖), 𝑥 ∈ �̄�ℎ, (7)

где ∆𝛾
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦 = 𝜏1−𝛾

Γ(2−𝛾)

𝑗∑︀
𝑠=0

𝑐
(𝛾,𝜎)
𝑗−𝑠 𝑦

𝑠
𝑡 - дискретный аналог дробной производ-

ной Герасимова-Капуто порядка 𝛾, 0 < 𝛼 < 1, обеспечивающий порядок
точности 𝑂(𝜏3−𝛾), 𝑎𝑗 = 𝑘(𝑡𝑗+𝜎), 𝑑

𝑗 = 𝑞(𝑡𝑗+𝜎), 𝜙
𝑗
𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑡𝑗+𝜎).

ℋℎ𝑦
𝑗
𝑖 =

1

12

(︁
𝑦𝑗𝑖+1 + 10𝑦𝑗𝑖 + 𝑦𝑗𝑖−1

)︁
= 𝑦𝑗𝑖 +

ℎ2

12
𝑦𝑗�̄�𝑥,𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 − 1,
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𝑎
(𝛾,𝜎)
0 = 𝜎1−𝛾 , 𝑎

(𝛾,𝜎)
𝑙 =

(︁
𝑙 + 𝜎

)︁1−𝛾
−
(︁
𝑙 − 1 + 𝜎

)︁1−𝛾
, 𝑙 ≥ 1,

𝑏
(𝛾,𝜎)
𝑙 =

1

2− 𝛾

[︁
(𝑙+𝜎)2−𝛾−(𝑙−1+𝜎)2−𝛾

]︁
−1

2

[︁
(𝑙+𝜎)1−𝛾+(𝑙−1+𝜎)1−𝛾

]︁
, 𝑙 ≥ 1,

при 𝑗 = 0, 𝑐
(𝛾,𝜎)
0 = 𝑎

(𝛾,𝜎)
0 ;

при 𝑗 > 0, 𝑐(𝛾,𝜎)𝑠 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑎
(𝛾,𝜎)
0 + 𝑏

(𝛾,𝜎)
1 , 𝑠 = 0,

𝑎
(𝛾,𝜎)
𝑠 + 𝑏

(𝛾,𝜎)
𝑠+1 − 𝑏

(𝛾,𝜎)
𝑠 , 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑗 − 1,

𝑎
(𝛾,𝜎)
𝑗 − 𝑏(𝛾,𝜎)𝑗 , 𝑠 = 𝑗,

𝑐(𝛾,𝜎)𝑠 >
1− 𝛾
2

(𝑠+ 𝜎)−𝛾 > 0, 𝜎 = 1− 𝛾

2
, 𝑦(𝜎) = 𝜎𝑦𝑗+1 + (1− 𝜎)𝑦𝑗 .

Теорема 1. Пусть выполнены условия ограниченности и гладко-
сти (4), а также выполнены условия сопряжения граничных и началь-
ных условий (2), (3) с уравнением (1), тогда существует такое 𝜏0, что
если 𝜏 ≤ 𝜏0, то для решения разностной задачи (5)-(7) справедливы
априорные оценки:

1. В случае, когда 𝛼 > 𝛽:

‖𝑦𝑗+1‖20≤𝑀1

(︂
‖𝑦0‖20+ max

0≤𝑗′≤𝑗
‖𝜙‖20

)︂
. (8)

2. В случае, когда 𝛼 = 𝛽:

‖𝑦𝑗+1‖2𝑊 1
2 (0,𝑙)

≤𝑀2

(︂
‖𝑦0‖2𝑊 1

2 (0,𝑙)
+ max

0≤𝑗′≤𝑗
‖𝜙‖20

)︂
, (9)

где ‖𝑦𝑗+1‖2
𝑊 1

2 (0,𝑙)
= ‖𝑦𝑗+1‖20+‖𝑦

𝑗+1
𝑥 ]|20.

3. В случае, когда 𝛼 < 𝛽:

‖𝑦𝑗+1
𝑥 ]|20≤𝑀3

(︂
‖𝑦0𝑥]|20+ max

0≤𝑗′≤𝑗
‖𝜙‖20

)︂
, (10)

где 𝑀1,𝑀2,𝑀3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, не зависящие от ℎ и 𝜏 .

Доказательство. Априорные оценки найдем методом энергети-
ческих неравенств. Для этого введем скалярные произведения и норму:

(𝑢, 𝑣) =

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖ℎ, (𝑢, 𝑢) = (1, 𝑢2) = ‖𝑢(·, 𝑡)‖20= ‖𝑢‖20,

(𝑢, 𝑣] =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑣𝑖ℎ, (1, 𝑢
2] = ‖𝑢]|20.
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Получим некоторые вспомогательные неравенства с учетом леммы 3 [8,
с. 109]:

(𝑦,ℋℎ𝑦) =

(︂
𝑦, 𝑦 +

ℎ2

12
𝑦�̄�𝑥

)︂
= (𝑦, 𝑦)−

(︂
1,
ℎ2

12
(𝑦�̄�)

2

)︂
≥
(︂
1, 𝑦2 − 1

3
𝑦2
)︂

=

=

(︂
1,

2

3
𝑦2
)︂

=
2

3
‖𝑦‖20. (11)(︃

1,

(︂
𝑦 +

ℎ2

12
𝑦�̄�𝑥

)︂2
)︃

=

(︂
1, 𝑦2 +

2ℎ2

12
𝑦𝑦�̄�𝑥 +

ℎ4

144
𝑦2�̄�𝑥

)︂
=

=

(︂
1, 𝑦2 − 2ℎ2

12
(𝑦�̄�)

2
+

ℎ4

144
𝑦2�̄�𝑥

)︂
.

Из этого следует

(︀
1, 𝑦2

)︀
−
(︂
1,

2ℎ2

12
(𝑦�̄�)

2

)︂
≤

(︃
1,

(︂
𝑦 +

ℎ2

12
𝑦�̄�𝑥

)︂2
)︃
≤
(︀
1, 𝑦2

)︀
+

(︂
1,

ℎ4

144
𝑦2�̄�𝑥

)︂
.

Тогда из последнего получим неравенство

(︀
1, 𝑦2

)︀
− 2

3

(︀
1, 𝑦2

)︀
≤

(︃
1,

(︂
𝑦 +

ℎ2

12
𝑦�̄�𝑥

)︂2
)︃
≤
(︀
1, 𝑦2

)︀
+

1

9

(︀
1, 𝑦2

)︀
.

Итак,
1

3
‖𝑦‖20≤ ‖ℋℎ𝑦‖20≤

10

9
‖𝑦‖20. (12)

Найдём теперь априорную оценку, для этого воспользуемся методом
энергетических неравенств. Умножим тогда уравнение (5) скалярно на
ℋℎ𝑦

(𝜎) :(︁
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
ℋℎ𝑦,ℋℎ𝑦

(𝜎)
)︁
=
(︁
𝑎𝑦

(𝜎)
�̄�𝑥 ,ℋℎ𝑦

(𝜎)
)︁
+
(︁
𝐴∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
𝑦�̄�𝑥,ℋℎ𝑦

(𝜎)
)︁
−

−
(︁
𝑑ℋℎ𝑦

(𝜎),ℋℎ𝑦
(𝜎)
)︁
+
(︁
ℋℎ𝜙,ℋℎ𝑦

(𝜎)
)︁
. (13)

Преобразуем суммы, входящие в тождество (6), с учетом (6), (4), (5),
леммы 3 [8, с. 109] и леммы 1 [8](︁

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

ℋℎ𝑦,ℋℎ𝑦
(𝜎)
)︁
≥ 1

2

(︁
1,∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
(ℋℎ𝑦)

2
)︁
≥ 1

2
∆𝛼

0𝑡𝑗+𝜎
‖ℋℎ𝑦‖20; (14)

(︁
𝑎𝑦

(𝜎)
�̄�𝑥 ,ℋℎ𝑦

(𝜎)
)︁
=

(︂
𝑎𝑦

(𝜎)
�̄�𝑥 , 𝑦

(𝜎) +
ℎ2

12
𝑦
(𝜎)
�̄�𝑥

)︂
= −

(︂
𝑎,
(︁
𝑦
(𝜎)
�̄�

)︁2 ]︂
+
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+

(︂
𝑎ℎ2

12
,
(︁
𝑦
(𝜎)
�̄�𝑥

)︁2)︂
≤ −𝑐0‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20+

𝑐0
3
‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20= −

2𝑐0
3
‖𝑦(𝜎)�̄� ]|20; (15)(︁

𝐴∆𝛽
0𝑡𝑗+𝜎

𝑦�̄�𝑥,ℋℎ𝑦
(𝜎)
)︁
≤ −

(︂
𝐴

2
,∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦�̄�)

2

]︂
+

+

(︂
𝐴ℎ2

24
,∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
(𝑦�̄�𝑥)

2

)︂
≤ −𝐴

2
∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦�̄�]|20+

𝐴ℎ2

24
∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦�̄�𝑥‖20≤

≤ −𝐴
2
∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦�̄�]|20+

𝐴

6
∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦�̄�]|20= −

𝐴

3
∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦�̄�]|20; (16)

−
(︁
𝑑ℋℎ𝑦

(𝜎),ℋℎ𝑦
(𝜎)
)︁
≤
(︂
𝑑,
(︁
ℋℎ𝑦

(𝜎)
)︁2)︂

≤ 𝑐2‖ℋℎ𝑦
(𝜎)‖20; (17)(︁

ℋℎ𝜙,ℋℎ𝑦
(𝜎)
)︁
≤ 1

2
‖ℋℎ𝑦

(𝜎)‖20+
1

2
‖ℋℎ𝜙‖20. (18)

Принимая во внимание преобразования (14)-(18), из (6) находим

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖ℋℎ𝑦‖20+‖𝑦
(𝜎)
�̄� ]|20+∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦�̄�]|20≤𝑀1‖ℋℎ𝑦

(𝜎)‖20+𝑀2‖ℋℎ𝜙‖20. (19)

Перепишем (19) в другой форме

∆𝛼
0𝑡𝑗+𝜎

‖ℋℎ𝑦‖20+‖𝑦
(𝜎)
�̄� ]|20+∆𝛽

0𝑡𝑗+𝜎
‖𝑦�̄�]|20≤

≤𝑀𝜎
3 ‖ℋℎ𝑦

𝑗+1‖20+𝑀𝜎
4 ‖ℋℎ𝑦

𝑗‖20+𝑀2‖ℋℎ𝜙‖20. (20)

Случай 1. Пусть 𝛼 > 𝛽, тогда на основании леммы 7 [6] из (20)

получаем ‖ℋℎ𝑦
𝑗+1‖20≤ 𝑀5

(︁
‖ℋℎ𝑦

0‖20+ max
0≤𝑗′≤𝑗

‖ℋℎ𝜙
𝑗 ′‖20

)︁
, из последнего с

учетом (5) находим (8).
Случай 2. Пусть 𝛼 = 𝛽, тогда на основании леммы 7 [6] и (5) из

(20) получаем (9).
Случай 3. Пусть 𝛼 < 𝛽, тогда с учетом леммы и (5) из (20) получа-

ем ∆𝛽
0𝑡𝑗+𝜎

‖𝑦�̄�]|20≤ 𝑀𝜎
6 ‖𝑦

𝑗+1
�̄� ]|20+𝑀𝜎

7 ‖𝑦
𝑗
�̄�]|20+𝑀8‖𝜙‖20, из чего на основании

леммы 7 [6] получаем (3).

Из полученных оценок (8)-(3) следуют единственность и устойчи-
вость решения схемы (5)-(7) по начальным данным и правой части, а
также сходимость решения (5)-(7) к решению исходной задачи (1)-(3)
так, что существует такое 𝜏0, что при 𝜏 ≤ 𝜏0 справедливы оценки:

1) ‖𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1‖20≤𝑀9

(︀
ℎ4 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽})︀ в случае, когда 𝛼 > 𝛽;

2) ‖𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1‖20+‖𝑦
𝑗+1
𝑥 − 𝑢𝑗+1

𝑥 ]|20≤ 𝑀10

(︀
ℎ4 + 𝜏2

)︀
в случае, когда

𝛼 = 𝛽;
3) ‖𝑦𝑗+1

𝑥 − 𝑢𝑗+1
𝑥 ]|20≤𝑀11

(︀
ℎ4 + 𝜏2−max{𝛼,𝛽})︀ в случае, когда 𝛼 < 𝛽,

где𝑀9,𝑀10,𝑀11 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 зависят только от входных данных задачи
(1)-(3) и не зависят от параметров сетки ℎ и 𝜏 .
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Заключение

Настоящая работа посвящена изучению первой краевой задачи
для модифицированного уравнения влагопереноса с двумя оператора-
ми дробного дифференцирования Герасимова-Капуто разных порядков
𝛼, 𝛽. Для приближенного решения поставленной задачи на равномерной
сетке построена разностная схема высокого порядка точности. Методом
энергетических неравенств для решения разностной задачи получены
априорные оценки при различных значениях 𝛼, 𝛽. Из полученных оце-
нок следуют единственность и устойчивость решения по правой части
и начальным данным. В предположении существования точного реше-
ния в классе достаточно гладких функций, а также в силу линейно-
сти рассматриваемой задачи полученные оценки позволяют утверждать
сходимость приближенного решения к точному решению со скоростью
𝑂(ℎ4 + 𝜏2) при 𝛼 = 𝛽 и 𝑂(ℎ4 + 𝜏2−𝛼) при 𝛼 ̸= 𝛽, где 𝛼, 𝛽− порядки
дробных производных Герасимова-Капуто.
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Ломоносова, г. Архангельск, Россия

В рамках нелокальной теории градиента деформации предло-
жен новый подход к построению решения задачи моделирования
изгиба изотропной нанопластины при действии нормально рас-
пределенной по поверхности этой пластины нагрузки. Решение
неоднородного дифференциального уравнения в частных произ-
водных для изотропной нанопластины получено в виде частич-
ной суммы двойного ряда по многочленам Чебышёва первого
рода. В качестве точек коллокаций использованы корни этих
многочленов. Ключевые слова: нелокальная теория гради-
ента деформации, моделирование изгиба нанопластин, метод
коллокации, многочлены Чебышёва первого рода.

Введение

Микро- и наноструктурные компоненты, такие как пластины и обо-
лочки, находят широкое применение в микро- и наноэлектромеханиче-
ских системах в качестве датчиков вибрации, детекторов атомной пыли,
резонаторов [1]. Классические модели, основанные гипотезах Кирхго-
фа, неприменимы для описания состояния нанопластин, поскольку в
них не учитывается внутренняя структура материала пластин. В связи
с этим в [2] и [3] согласно нелокальной теории градиента деформации [4]
рассмотрены модели, которые могут учитывать микроструктурные эф-
фекты. В [5] с использованием вариационного принципа приведен вы-
вод граничных условий для краевой задачи моделирования изгиба на-
нопластины, которые обобщают классические граничные условия [6].
В [7] представлены результаты моделирования статического изгиба на-
нопластин с различными комбинациями граничных условий простого
опирания, защемления и свободного края с использованием преобразо-
вания Фурье.

Работа поддержана грантом Российского научного фонда № 24-21-00381
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В представленной работе предлагается новый подход к построению
решения задачи моделирования изгиба изотропной нанопластины при
действии нормально распределенной по поверхности этой пластины на-
грузки с использованием многочленов Чебышёва первого рода. Решение
неоднородного дифференциального уравнения в частных производных
шестого порядка для изотропной нанопластины [3] записывается в виде
частичной суммы двойного ряда по многочленам Чебышёва первого ро-
да. В качестве точек коллокаций использованы корни этих многочленов.
Исследование основано на положениях теории нелокального градиента
деформации второго порядка с вариационно согласованными гранич-
ными условиями на сторонах нанопластины.

1. Постановка задачи. Общие положения

Рассмотрим задачу моделирования изгиба изотропной прямоуголь-
ной нанопластины (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑑1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑2, −ℎ/2 ≤ 𝑧 ≤ ℎ/2), которая
находится под действием поперечной нагрузки интенсивностью 𝑞(𝑥, 𝑦).
Здесь ℎ – толщина нанопластины. Примем срединную плоскость неде-
формированной нанопластины за плоскость 𝑥𝑦; ось 𝑧 направим в сто-
рону ненагруженной внешней плоскости. Объемными силами пренебре-
гаем. В рамках модели отрицательного градиента деформации второго
порядка при плоском распределении соотношения между компонента-
ми напряжения и деформации в декартовых координатах 𝑥 и 𝑦 имеют
следующий вид [3]:

𝜎𝑥 =
𝐸

1− 𝜈2
(𝜀𝑥 + 𝜈𝜀𝑦)− 𝑙2

𝐸

1− 𝜈2
∆(𝜀𝑥 + 𝜈𝜀𝑦),

𝜎𝑦 =
𝐸

1− 𝜈2
(𝜀𝑦 + 𝜈𝜀𝑥)− 𝑙2

𝐸

1− 𝜈2
∆(𝜀𝑦 + 𝜈𝜀𝑥),

𝜏𝑥𝑦 =
𝐸

2(1 + 𝜈)
𝛾𝑥𝑦 − 𝑙2

𝐸

2(1 + 𝜈)
∆𝛾𝑥𝑦,

где 𝜎𝑥 и 𝜎𝑦 – компоненты нормального напряжения, 𝐸 и 𝜈 – модуль
Юнга и коэффициент Пуассона , соответственно, 𝜏𝑥𝑦 – компонента ка-
сательного напряжения, 𝛾𝑥𝑦 – компонента деформации сдвига, ∆ – опе-
ратор Лапласа, 𝑙 – нелокальный параметр, определяющий микрострук-
турные эффекты.
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Изгибающие 𝑀𝑥 и 𝑀𝑦 и крутящий 𝑀𝑥𝑦 моменты определяем через
функцию изгиба 𝜔(𝑥, 𝑦) [3]:

𝑀𝑥 = −𝐷
(︂
𝜕2𝜔

𝜕𝑥2
+ 𝜈

𝜕2𝜔

𝜕𝑦2

)︂
+ 𝑙2𝐷

(︂
𝜕4𝜔

𝜕𝑥4
+ 𝜈

𝜕4𝜔

𝜕𝑦4
+ (1 + 𝜈)

𝜕4𝜔

𝜕𝑥2𝜕𝑦2

)︂
,

𝑀𝑦 = −𝐷
(︂
𝜕2𝜔

𝜕𝑦2
+ 𝜈

𝜕2𝜔

𝜕𝑥2

)︂
+ 𝑙2𝐷

(︂
𝜕4𝜔

𝜕𝑦4
+ 𝜈

𝜕4𝜔

𝜕𝑥4
+ (1 + 𝜈)

𝜕4𝜔

𝜕𝑥2𝜕𝑦2

)︂
,

𝑀𝑥𝑦 = 𝐷(1− 𝜈) 𝜕
2𝜔

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝑙2𝐷

(︂
𝜕4𝜔

𝜕𝑥3𝜕𝑦
+

𝜕4𝜔

𝜕𝑦3𝜕𝑥

)︂
,

где 𝐷 – цилиндрическая жесткость пластины [6]

𝐷 =
𝐸ℎ3

12(1− 𝜈2)
.

В этом случае дифференциальное уравнение в частных производных
для определения изгиба изотропной нанопластины имеет вид [3]:

𝐷

(︂
𝜕4𝜔

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝜔

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
𝜕4𝜔

𝜕𝑦4

)︂
−

− 𝑙2𝐷
(︂
𝜕6𝜔

𝜕𝑥6
+ 3

𝜕6𝜔

𝜕𝑥4𝜕𝑦2
+ 3

𝜕6𝜔

𝜕𝑦4𝜕𝑥2
+
𝜕6𝜔

𝜕𝑦6

)︂
= 𝑞. (1)

где второе слагаемое в скобках у 𝑙2𝐷 обусловлено нелокальным эффек-
том. Рассматриваемое уравнение равновесия (1) является дифференци-
альным уравнением в частных производных шестого порядка, поэто-
му для нахождения его решения необходимо задания трех граничных
условий на каждой стороне пластины. В связи с этим в дополнение к
классическим граничным условиям для корректно поставленной кра-
евой задачи моделирования изгиба нанопластины в рамках нелокаль-
ной теории градиента второго порядка должны быть удовлетворены и
неклассические граничные условия. В частности, для защемленной по
всему периметру нанопластины классические граничные условия име-
ют вид [6]:

𝜔 = 0,
𝜕𝜔

𝜕𝑥
= 0, 𝑥 = 0, 𝑑1,

𝜔 = 0,
𝜕𝜔

𝜕𝑦
= 0, 𝑦 = 0, 𝑑2,
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неклассические условия [7]:

𝑙2𝐷

(︂
𝜕3𝜔

𝜕𝑥3
+ 𝜈

𝜕3𝜔

𝜕𝑥𝜕𝑦2

)︂
= 0, 𝑥 = 0, 𝑑1,

𝑙2𝐷

(︂
𝜕3𝜔

𝜕𝑦3
+ 𝜈

𝜕3𝜔

𝜕𝑥2𝜕𝑦

)︂
= 0, 𝑦 = 0, 𝑑2.

Для шарнирного закрепления на стороне нанопластины 𝑥 = 0 имеем
согласно [7]:

𝜔 = 0,
𝜕2𝜔

𝜕𝑥2
= 0, 𝑥 = 0,

−𝐷
(︂
𝜕2𝜔

𝜕𝑥2
+ 𝜈

𝜕2𝜔

𝜕𝑦2

)︂
+

+𝐷𝑙2
(︂
𝜕4𝜔

𝜕𝑥4
+ 𝜈

𝜕4𝜔

𝜕𝑦4
+ (3− 𝜈) 𝜕4𝜔

𝜕𝑥2𝜕𝑦2

)︂
= 0, 𝑥 = 0.

2. Построение решения краевой задачи

Для нахождения решения краевой задачи уравнение (1) и гранич-
ные условия приводим к безразмерному виду посредством введения
𝑥* = 𝑥/𝑑1, 𝑦

* = 𝑦/𝑑1, 𝑙
* = 𝑙/𝑑1, 𝑞

* = 𝑞/𝑞0 и 𝜔* = 𝜔𝐷/(𝑞0𝑑
4
1). Раскла-

дываем безразмерную функцию изгиба 𝜔* по многочленам Чебышёва
первого рода {𝑇𝑗𝑖(𝑥𝑖) = cos(𝑗𝑖 arccos𝑥𝑖), (𝑗𝑖 = 0, 1, . . . 𝑛𝑖; 𝑖 = 1, 2)}, где
переменные 𝑥1 и 𝑥2 определяются через 𝑥 и 𝑦 следующим образом:

𝑥1 =
2

𝑑1
𝑥− 1, 𝑥2 =

2

𝑑2
𝑦 − 1.

Функцию 𝜔* находим методом коллокации с использованием корней
многочленов Чебышёва первого рода 𝑇𝑛𝑖+1(𝑥𝑖) в качестве точек колло-
кации [8]

𝑥𝑖,𝑘𝑖 = cos

(︂
𝜋(2𝑛𝑖 − 2𝑘𝑖 + 1)

2(𝑛𝑖 + 1)

)︂
, 𝑘𝑖 = 0, 1, . . . 𝑛𝑖; 𝑖 = 1, 2.

Заключение

В работе предложен новый подход для решения задачи математиче-
ского моделирования изгиба изотропной прямоугольной нанопластины
при действии непрерывно распределенной нагрузки с использованием
многочленов Чебышёва. В рамках нелокальной модели градиента де-
формации получены распределения изгибающих моментов. Для вери-
фикации полученных результатов проведен ряд вычислительных экспе-
риментов.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ИНТЕНСИВНОСТЕЙ
ТРАНСПОРТНЫХ ПОТОКОВ ДЛЯ МОДУЛЯ

ВАЛИДАЦИИ КОМПЛЕКСА MARLIN24

Т.И. Тисленко

Сибирский федеральный университет, г. Красноярск, Россия

В статье представлены результаты разработки модуля валида-
ции для программного комплекса MARLIN24, предназначенного
для адаптивного управления светофорными объектами. Струк-
тура комплекса включает имитационный модуль «разумный во-
дитель» (Intelligent Driver Model, IDM), который использует
данные об интенсивности движения через детектируемые участ-
ки дорожной сети. Это и послужило стимулом для создания мо-
дели, учитывающей зависимость входных интенсивностей дви-
жения. В ходе разработки модуля валидации в работе [8] был
предложен метод, который позволял моделировать количество
машин, проехавших через поперечное сечение участка дороги
за фиксированный промежуток времени. Данный подход обла-
дал существенным недостатком: приходилось учитывать связь
шага симуляции имитационной модели и длину интервала на-
блюдения при построении интересующей нас статистики. Пре-
имущество представленного в текущей работе подхода заключа-
ется в рассмотрении временных промежутков между появлени-
ем автомобилей. В работе представлены результаты численных
экспериментов по моделированию многомерных распределений
интенсивностей движения на основе маргинальных эмпириче-
ских распределений, полученных с оптических детекторов го-
рода Красноярска в период с 2019 по 2020 год.
Ключевые слова: копулы Маршалла-Олкина, методы Монте-
Карло, интенсивности транспортных потоков.

Введение

Разработка и внедрение программных и математических инструмен-
тов для моделирования транспортных потоков и управления светофор-
ными объектами для наиболее нагруженных участков дорожной сети
учитывает общесоциальные целевые ориентиры: подвижность населе-
ния, снижение аварийности, рисков и угроз безопасности транспорта.

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым
Минобрнауки РФ (Соглашение 075-02-2024-1429).
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В работах [2, 1, 3] был реализован комплекс программных средств
MARLIN24 для адаптивного управления светофорными объектами, ко-
торый решает задачу разгрузки транспортных узлов.

Для проведения численных экспериментов сравнения показателей
эффективности управления MARLIN24 [1] был разработан модуль IDM
(Intelligent Driver Model, IDM) [4]. В статье предлагается способ зада-
ния входных данных модели, использующий зависимые интенсивности
движения, для его валидации.

1. Моделирование движения транспортных средств

Система уравнений, описывающих текущую скорость 𝑖-го автомоби-
ля и расстояние до (𝑖− 1)-го автомобиля в модели IDM имеет вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑣𝑖
𝑑𝑡

= 𝑎𝑖

(︃
1−

(︂
𝑣𝑖
𝑣0,𝑖

)︂𝛿
)︃
− 𝑎𝑖

(︃
𝑠* (𝑣𝑖∆𝑣𝑖)

𝑠𝑖

)︃2

,

𝑠* (𝑣𝑖,∆𝑣𝑖) = 𝑠0,𝑖 + 𝑣𝑖𝑇𝑖 +
𝑣𝑖∆𝑣𝑖√
2𝑎𝑖𝑏𝑖

,

(1)

(2)

где 𝑠0,𝑖 = 4м — минимальная желательная дистанция между 𝑖 и 𝑖 − 1,
𝑣0,𝑖 = 14мс — максимальная желательная скорость 𝑖, 𝛿 = 1 — компо-
нента ускорения, 𝑇𝑖 = 1с — время реакции 𝑖-го водителя, 𝑎𝑖 = 1, 44мс2
— максимальное ускорение 𝑖, 𝑏𝑖 = 8, 61мс2 — комфортное ускорение при
торможении водителя 𝑖, 𝑠* — возможное расстояние между 𝑖 и 𝑖− 1.

2. Моделирование интенсивностей транспортных потоков

Выше была приведена модель движения для каждого транспортного
средства по отдельности. Опишем движение транспортных потоков.

Будем рассматривать транспортный поток как ординарный случай-
ный поток событий. Известны модели, описывающие движение транс-
портных потоков, на языке теории массового обслуживания [5, 6, 7].
Как правило, используются предположения о том, что законы распре-
деления случайных величин, описывающих время между появлением
транспорта, представимы в виде экспоненциальных распределений.

Рассмотрим линейный участок дороги с двумя типами автомоби-
лей, которые задаются точками на этом участке. Автомобили перво-
го типа движутся с постоянной скоростью 𝑣0,1, а автомобили второго
типа — с постоянной скоростью 𝑣0,2, где 𝑣0,1 < 𝑣0,2. Появление транс-
портных средств первого типа в зоне, оборудованной оптическими дат-
чиками, и, соответственно, время между обнаружениями транспортных
средств является случайной величиной, имеющей заданное распределе-



338 Т.И. Тисленко

ние. Пусть медленные автомобили (второго типа) расположены в точ-
ках 𝑥0 < 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑘 < 𝑥𝑘+1 < . . .. Эти автомобили перемещаются
без столкновений и «взаимодействуют» с остальными транспортными
средствами при совпадении их координат. Более быстрые автомобили
обгоняют медленные в порядке очереди, скорость при обгоне изменяет-
ся согласно (1) и равна 𝑣0,1. Обгоны происходят через временные про-
межутки, которые распределены по экспоненциальному закону.

В данной работе под интенсивностью транспортного потока будем
понимать число автомобилей, проезжающих через поперечное сечение
участка дорожной сети в единицу времени, а под среднесуточной интен-
сивностью — усредненное количество машин по рабочим дням в тече-
ние года. Ранее в работе [8] при описании интенсивности транспортного
потока использовалась статистка, описывающая количество машин. В
текущей работе используется величина временного интервала между
проездом двух автомобилей через сечение участка дорожной сети.

Рассмотрим один из возможных подходов введения в модель зависи-
мых случайных величин. В основе подхода лежит использование двупа-
раметрической копулы Маршалла-Олкина [10] для совместного распре-
деления временных интервалов появления автомобилей для двух полос.

Пусть случайная величина 𝑋 с функцией распределения 𝐹 (𝑥) и слу-
чайная величина 𝑌 с функцией распределения 𝐺(𝑦) описывают времен-
ной интервал между проездом двух автомобилей через сечение детекти-
руемого участка на полосах 1 и 2 соответственно. По теореме Скляра [9]
совместную функцию распределения можно представить копулой 𝐶

𝐻𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝐶(𝐹 (𝑥), 𝐺(𝑦)), ∀𝑥, 𝑦 ∈ R. (3)

Далее будем использовать двупараметрическую копулу Маршалла-
Олкина [10, 11] с коэффициентами 0 ⩽ 𝛼, 𝛽 ⩽ 1

𝐶𝛼,𝛽(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣min (𝑢−𝛼, 𝑣−𝛽). (4)

Моделирование зависимых распределений среднесуточных интен-
сивностей состоит из следующих этапов: предобработки данных, ими-
тационного моделирования временных интервалов и вычисления числа
полученных интервалов, входящих в 1-секундное разбиение.

Этап предобработки включает оценивание плотности распределений
случайных величин 𝑋 и 𝑌, которые описывают временные интервалы
между появлением транспортных средств на полосах 1 и 2 соответствен-
но. На первом шаге строятся ядерные оценки плотности с использова-
нием ядра Епанечникова [12]. Затем делается упрощающее предположе-
ние, что каждая из рассматриваемых случайных величин может быть
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представлена в виде смеси экспоненциального и нормального распреде-
лений. Параметры смесей определяются с помощью EM-алгоритма [13].

Результаты этапа предобработки на 10-й итерации EM алгоритма и
вид маргинальных плотностей распределений случайных величин 𝑋 и
𝑌 приведены на рисунке 1а) и рисунке 1б) соответственно.

Для этапа имитационного моделирования временных интервалов
была разработана модификация метода дискретной суперпозиции
Монте-Карло [14] для генерации случайной величины (𝑋,𝑌 ):

шаг 1: моделируем случайные величины 𝑤1, 𝑤2 ∼ 𝑈[0; 1];

шаг 2: если выполняется
𝑀∑︀

𝑚=1
𝑝𝑚 < 𝑤1 <

𝑀+1∑︀
𝑚=1

𝑝𝑚, то зафиксируем функ-

цию распределения 𝑀 -й компоненты смеси как 𝐹 = 𝐹𝑀 ;
шаг 3: аналогично этапу 2, для 𝑤2 определяем компоненту смеси 𝐺;
шаг 4: восстанавливаем пару случайных величин (𝑈, 𝑉 ), совместное

распределение которых является копулой Маршалла-Олкина [11];
шаг 5: восстанавливаем 𝑈 -квантиль 𝑋𝑈 распределения 𝐹 ;
шаг 6: восстанавливаем 𝑉 -квантиль 𝑌𝑉 распределения 𝐺.

Гистограмма выборки, полученной моделированием копулой Маршалла-
Олкина с параметрами 𝛼 = 0.9, 𝛽 = 0.2 представлена на рисунке 2.

3. Заключение

Текущая работа продолжает исследование задачи моделирования
интенсивности движения транспортных средств [8] и расширяет данный
подход, позволяя более точно моделировать различные зависимости как
между числом моделируемых транспортных средств, так и временными
интервалами между их появлениями, что позволяет более гибко моде-
лировать интенсивности транспортных потоков на полосах.

Для демонстрации зависимости моделируемых данных в таблице 1
приведены формулы для копул из семейства Маршалла-Олкина [11] для

а) б)

Рис. 1. Результаты этапа предобработки: оценка плотностей маргинальных
распределений: а)случайной величины 𝑋; б) случайной величины 𝑌
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Рис. 2. Сравнение эмпирической 𝑓*
𝑋𝑌 и теоретической 𝑓𝑋𝑌 функции плотно-

сти распределения (𝑋,𝑌 ) при моделировании значений (𝑈, 𝑉 ) для копулы
Маршалла-Олкина с параметрами 𝛼 = 0.9, 𝛽 = 0.25

коэффициентов корреляции Спирмена 𝜌𝑆 , Кендалла 𝜏𝐾 , коэффициен-
та верхней хвостовой зависимости 𝜆𝑈 . Для проверки сгенерированных
копулой значений был использован критерий согласия Колмогорова-
Смирнова. Было получено расстояние Колмогорова 𝐷𝑛 = 0.59. С по-
мощью метода генерации бутстреп выборок [15] был превышен уровень
значимости 0.1 и получено 𝑝𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 = 0.57.

Таблица 1
Полученные статистики для копул Маршалла-Олкина

Теоретические значения Расчетные значения

𝜌𝑆 = 3𝛼𝛽
2𝛼−𝛼𝛽+2𝛽 = 0.27 𝜌𝑆 = 0.215

𝜏𝐾 = 𝛼𝛽
𝛼−𝛼𝛽+𝛽 = 0.2 𝜏𝐾 = 0.15

𝜆𝑈 = min (𝛼,𝛽) = 0.2 𝜆𝑈 = 0.14
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In this paper, we study a mapping related to the Ising model on a
Cayley tree of order two on Q2

𝑝. We find fixed points of this mapping
and analyze the characters of these fixed points. Keywords: 𝑝-adic
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Introduction

Starting in the 20th century, mathematicians have been developing the-
ories based on number systems other than the real numbers.

One of the new areas of math research is focused on 𝑝-adic dynami-
cal systems and their chaotic behavior, which are different from the usual
dynamical systems we study. These new systems are based on a type of
number called 𝑝-adic numbers. Scientists Herman and Yoccoz have been
exploring this topic since the 1980s, and they’ve found that 𝑝-adic dynam-
ical systems behave in very different ways compared to their real-number
counterparts [1]. In addition to the usual patterns we see in real-number
systems, 𝑝-adic systems can have unique patterns called ”fuzzy cycles.”

The study of 𝑝-adic dynamical systems has been useful in various fields
like biology, economics, and physics. In biology, one example is a model
created by Khrennikov which uses 𝑝-adic numbers to describe how popula-
tions grow. It shows that even though different groups within a population
might grow very quickly, the overall population growth can still be limited.
This model is based on the special properties of 𝑝-adic numbers.

Our paper is devoted to extending the characterization of fixed points of
nonlinear mappings related to the Ising model on the Cayley tree of order
two in Q2

𝑝. In the actual setting, 𝑝-adic Ising model has broad theoretical
and practical applications in many areas of applied and theoretical sciences
[4], [5].

𝑝-adic number

Let Q be the field of rational numbers. For a fixed prime number 𝑝,
every rational number 𝑥 ̸= 0 can be represented in the form 𝑥 = 𝑝𝑟 𝑛

𝑚 ,
where, 𝑟, 𝑛 ∈ Z, 𝑚 ∈ N and 𝑛 and 𝑚 are relatively prime with 𝑝: (𝑝, 𝑛) =
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1, (𝑝,𝑚) = 1. The 𝑝-adic norm of 𝑥 is given by

|𝑥|𝑝=

{︃
𝑝−𝑟, 𝑥 ̸= 0,

0, 𝑥 = 0.

This norm is non-Archimedean and satisfies the strong triangle in-
equality

|𝑥+ 𝑦|𝑝≤ max{|𝑥|𝑝, |𝑦|𝑝}, ∀𝑥, 𝑦 ∈ Q.

Moreover, this norm has the following properties:
1) if |𝑥|𝑝 ̸= |𝑦|𝑝, then |𝑥± 𝑦|𝑝= max{|𝑥|𝑝, |𝑦|𝑝};
2) if |𝑥|𝑝= |𝑦|𝑝, then |𝑥± 𝑦|𝑝≤ |𝑥|𝑝.

The completion of Q with respect to the 𝑝-adic norm defines the 𝑝-adic
field Q𝑝. The elements of the 𝑝-adic field Q𝑝 are called 𝑝-adic numbers.

Any 𝑝-adic number 𝑥 ̸= 0 can be uniquely represented in the canonical
form

𝑥 = 𝑝𝛾(𝑥)(𝑥0 + 𝑥1𝑝+ 𝑥2𝑝
2 + ...)

where 𝛾(𝑥) ∈ Z and the integers 𝑥𝑗 satisfy that 𝑥0 ̸= 0, 𝑥𝑗 ∈ {0, 1, ..., 𝑝−1},
𝑗 ∈ N.

In this case |𝑥|𝑝= 𝑝−𝛾(𝑥).
For 𝑎 ∈ Q𝑝 and 𝑟 > 0 we denote

𝐵(𝑎, 𝑟) = {𝑥 ∈ Q𝑝 : |𝑥− 𝑎|𝑝< 𝑟}.

𝑝-adic exponential is defined by

exp𝑝(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛!
,

which converges for 𝑥 ∈ 𝐵
(︀
0, 𝑝−1/(𝑝−1)

)︀
. Denote

ℰ𝑝 =
{︁
𝑥 ∈ Q𝑝 : |𝑥− 1|𝑝< 𝑝−1/(𝑝−1)

}︁
= 𝐵(1, 𝑝−1/(𝑝−1))

(see [2]).

The dynamics on Q2
𝑝

Consider a non-linear mapping

𝐹 : 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑚) ∈ Q𝑚
𝑝 → 𝑥′ = 𝐹 (𝑥) = (𝑥′1, 𝑥

′
2, ..., 𝑥

′
𝑚) ∈ Q𝑚

𝑝

given by 𝑥′𝑘 = 𝐹𝑘(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑚), 𝑘 = 1, 2, ...,𝑚, where 𝐹𝑖 : Q
𝑚
𝑝 → Q𝑚

𝑝 , 𝑖 =
1, 2, ...,𝑚 is a continuously differentiable single-valued function.
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Definition 1. If 𝐹 (𝑥⋆) = 𝑥⋆ then 𝑥⋆ ∈ Q𝑚
𝑝 is called a fixed point of

the mapping 𝐹 .

The eigenvalues of the Jacobian matrix 𝐽𝐹 determine the local behavior
of the non-linear dynamical system (see [3]).

Definition 2. A fixed point 𝑥⋆ of a mapping 𝐹 is called hyperbolic
point of its Jacobian 𝐽𝐹 at 𝑥⋆ has no eigenvalues on the unit circle.

Definition 3. The hyperbolic point is called

— attracting point if all the eigenvalues of the Jacobi matrix 𝐽𝐹 (𝑥
⋆) are

less than 1 in absolute value;
— repelling point if all the eigenvalues of the Jacobi matrix 𝐽𝐹 (𝑥

⋆) are
greater than 1 in absolute value;

— a saddle point otherwise.

Problem

The problem of finding 𝐻𝐴-weakly periodic 𝑝-adic generalized Gibbs
measure for the 𝑝-adic Ising model on the Cayley tree brings to consider the
following mapping:

𝑊𝜃,𝜂 : h = (̂︁ℎ0,̂︁ℎ1) ∈ Q2
𝑝 → h′ =

⎛⎝𝜂3 𝜃̂︁ℎ0 + 1̂︁ℎ0 + 𝜃
· 𝜃
̂︁ℎ1 + 1̂︁ℎ1 + 𝜃

; 𝜂3

(︃
𝜃̂︁ℎ0 + 1̂︁ℎ0 + 𝜃

)︃2
⎞⎠ ∈ Q2

𝑝.

We study the dynamics of 𝑊𝜃,𝜂. Firstly, we find fixed points of 𝑊𝜃,𝜂

h(1) = (
̂︂
ℎ
(1)
0 ,

̂︂
ℎ
(1)
0 ), h(2) = (

̂︂
ℎ
(2)
0 ,

̂︂
ℎ
(2)
0 ), h(3) =

(︂
− 𝜃 + 𝜂3

𝜃𝜂3 + 1
,
1

𝜂3

)︂

where
̂︂
ℎ
(1)
0 ≡ 1(mod 𝑝),

̂︂
ℎ
(2)
0 ≡ −1(mod 𝑝), and 𝜂, 𝜃 ∈ ℰ𝑝.

Main result

Stability of these fixed points are as follows:

Theorem 1. For the fixed points of 𝑊𝜃,𝜂 the following statements
hold:
1) h(1) is attracting fixed point;

2) h(2) is repelling fixed point;

3) The fixed point h(3) is saddle.
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Conclusion

In [7], we investigate the characteristics of fixed points for a mapping
associated with the p-adic Ising model without an external field on the
Cayley tree of order two in Q2

𝑝. In [6], the authors examine certain properties
of the fixed points of a mapping related to the p-adic Ising model in an
external field on the Cayley tree in Q𝑝. In this paper, we study a mapping
connected to the Ising model on a Cayley tree of order two in Q2

𝑝. We
determine fixed points of this mapping and analyze their properties.

REFERENCES

1. Herman M.R. and Yoccoz J.C. Generalization of some theorem of small divi-
sors to non-Archimedean fields. Berlin: Springer, 1983. P. 408-447.

2. Vladimirov V.S., Volovich I.V., Zelenov, E.I. 𝑝-adic Analysis and Mathemat-
ical Physics Singapore: World Scientific, 1994.

3. Rozikov U.A. An introduction to mathematical billiards Singapore: World Sci-
entific, 2019.

4. Baxter R.J. Exactly solved models in statistical mechanics. London: Aca-
demic Press, Inc., 1982.

5. Eggarter T.P. Cayley trees, the Ising problem, and the thermodynamic limit.
Phys. Rev. B, 1974. Vol. 9. P. 2989–2992.

6. Mukhamedov M.M., Rahmatullaev M.M., Tukhtabaev A.M. and Mamad-
jonov M. The p-adic Ising model in an external field on a Cayley tree: periodic
Gibbs measures. Theoretical and Mathematical Physics, 2023. Vol. 216(2).
P. 1238–1253.

7. Rahmatullaev M.M. and Abdukaxorova Z. 𝐻𝐴-weakly periodic 𝑝-adic general-
ized Gibbs measures for the 𝑝-adic Ising model on the Cayley tree of order
two. 𝑝-Adic Numbers, Ultrametric Analysis and Applications, 2024. Vol. 16.
No. 3. P. 233-263

Abdukaxorova Zulxumor Tuxtasinovna — student of PhD, teacher, Na-
mangan state university. E-mail: zulxumorabdukaxorova@gmail.com



ITMM – 2024

METHOD OF FACTORIZATION
OF SIMULTANEOUS EQUATIONS
FOR UNBIASED ESTIMATION

OF THEIR COEFFICIENTS

A. Minitaeva

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, Russian Federation

The paper deals with equations with differently directed explana-
tory effects of simultaneous variables which are interdependent or
endogenous variables. The goal is to research and develop estima-
tion methods that can circumvent the problem of correlated vari-
ables and errors. A method is proposed and the efficiency of it is
compared to that of both the usual method of least squares and
two-, three-step methods of least squares. A violation of the ba-
sic assumption of least-squares methods about the independence
of predetermined variables and errors leads to the fact that least-
squares estimation methods in this case lose their best properties:
unbiasedness, efficiency, and consistency. The paper proves the
theorem about the unbiasedness of estimates obtained using the
method of factorization of simultaneous equations. Keywords:
exogenous variables, endogenous variables, simultaneous equations,
method of factorization of simultaneous equations, two-step least
squares method, unbiased estimation.

Introduction

In contrast to regression equations, which exhibit a unidirectional causal
relationship from independent variables to dependent variables, systems
analysis involves equations where explanatory effects of variables are bidirec-
tional. This approach to structural modeling and system analysis is effective
not only in regression studies of sociometric and econometric systems but
also in exploring physicochemical dependencies. It accounts for the multi-
factorial mutual influence of physical laws and chemical properties, where
the variables can act as both regressors and predictors [1].

Such interdependent variables are known as endogenous variables. A
distinctive feature of simultaneous equation systems is that an endogenous
variable, which serves as a regressor in one equation, can also appear as a
regressor in another equation. Consequently, endogenous variables become
correlated with the random disturbances in the equations [2,3,6]. The num-
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ber of equations in such a system must match the number of endogenous
variables.

1. Materials and methods

Here, we present the general form of the system of simultaneous equa-
tions:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦𝑡1 = 𝛽21𝑦𝑡2 + 𝛽31𝑦𝑡3 + ...+ 𝛽𝑘1𝑦𝑡𝑘 + 𝑦11𝑥𝑡1 + 𝑦21𝑥𝑡2 + ...+ 𝑦𝑛1𝑥𝑡𝑛 + 𝑢𝑡1,

𝑦𝑡2 = 𝛽12𝑦𝑡1 + 𝛽32𝑦𝑡3 + ...+ 𝛽𝑘2𝑦𝑡𝑘 + 𝑦12𝑥𝑡1 + 𝑦22𝑥𝑡2 + ...+ 𝑦𝑛2𝑥𝑡𝑛 + 𝑢𝑡2,

...

𝑦𝑡𝑘 = 𝛽1𝑘𝑦𝑡1 + 𝛽𝑘2𝑦𝑡2 + ...+ 𝛽𝑘−1,𝑘𝑦𝑡,𝑘−1 + 𝑦1𝑘𝑥𝑡1 + 𝑦2𝑘𝑥𝑡2 + ...+

+𝑦𝑛2𝑥𝑡𝑛 + 𝑢𝑡𝑘.

(1)
The regression coefficients are selected to minimize the sum of squared

errors. However, when the dependent variables correlate with the error,
the objective function of the least squares method becomes dependent on
the variable values themselves. Consequently, the least squares estimates of
regression coefficients are conditional, valid only for the given set of variable
values. This issue persists in multi-step methods [17-19], as they replace
simultaneous equations with predetermined ones, which they are not. Such
a model cannot effectively analyze an economic system because it requires
sensitivity analysis of the resulting indicators to all possible values of the
explained variables [5].

The random deviation, an element on the right-hand side of the regres-
sion equation, depends on all its components: the regression coefficients, and
the values of the dependent and ”independent”variables. The relationship
between the dependent variable and the random deviation is determined by
the equation’s form. According to one of the main postulates of the least
squares method, the independent variables on the right-hand side are as-
sumed to be predetermined, deterministic, and independent of randomness
[4,5]. Such a model is unsuitable for studying economic systems [11-16], as
this analysis requires examining the sensitivity of the resulting indicators
to all possible values of the explained variables [6].

2. Unbiased estimation of the coefficients

2.1. T h e M e t h o d o f F a c t o r i z a t i o n o f S i m u l t a n e o u s
E q u a t i o n s

Let us describe our own method for obtaining estimates of the
parameters of the model of simultaneous equations. It is based on the de-
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composition of the simultaneous variables into stochastic factors, which can
be called factorization, and the method itself is the method of factorization
of simultaneous equations (MFSE) [3,6]. The representation of the variables
of equation (3), for which the covariances (4) and (5) are valid, in the form
of some combination of instrumental factors is performed on the basis of
stochastic factor analysis using the model:

( 𝑋𝑖 𝑋𝑖 = 𝐹 ·𝐴𝑇
𝑌𝑖

𝐴𝑇
𝑋𝑖

+
∑︁

𝑖
), (2)

where 𝐹 – is the matrix of values of the stochastic factors; 𝐴 =
(︁

𝐴𝑌𝑖

𝐴𝑋𝑖

)︁
– is the matrix of factor loadings (its blocks correspond to explana-
tory endogenous and exogenous variables);

∑︀
𝑖 – is the matrix of

random deviations of the factor model for the variables 𝑌𝑖 and 𝑋𝑖;

𝐸 {
∑︀

𝑖 } = 0;𝐸
{︁∑︀𝑇

𝑖

∑︀
𝑖

}︁
= 𝐷2

𝑖 (𝐷 – is diagonal matrix); the stochastic

factors satisfy the conditions:{︃
𝐸
{︀
𝐹𝑇𝑢𝑖

}︀
= 0;

𝐸
{︀
𝐹𝑇
∑︀

𝑖

}︀
= 0.

(3)

In this case the equation is transformed to the form:

𝑦𝑖 = 𝐴𝐴𝑇
𝑌𝑖

...𝐴𝑇
𝑋𝑖

+
∑︁

𝑖

(︁
𝛽𝑖

𝛾𝑖

)︁
+ 𝑢𝑖 =

= 𝐹𝐴𝑇
𝑌𝑖

...𝐴𝑇
𝑋𝑖

(︂
𝛽𝑖
𝛾𝑖

)︂
+
∑︁

𝑖

(︂
𝛽𝑖
𝛾𝑖

)︂
+ 𝑢𝑖 =

= 𝐹𝐴𝑇
𝑌𝑖

...𝐴𝑇
𝑋𝑖

(︂
𝛽𝑖
𝛾𝑖

)︂
+ 𝑤𝑖,

(4)

where 𝑤𝑖 =
∑︀

𝑖

(︁
𝛽𝑖

𝛾𝑖

)︁
– is the vector of stochastic deviations of the 𝑖-th

equation.
Ultimately, the following equation

𝑦𝑖 = 𝐴𝐴𝑇
𝑌𝑖

...𝐹𝐴𝑇
𝑋𝑖

(︂
𝛽𝑖
𝛾𝑖

)︂
+ 𝑤𝑖 (5)

is an ordinary regression equation in which the regressors, due to conditions
(3), are not correlated with random deviations. Therefore, the vector of

coefficients
(︁

𝛽𝑖

𝛾𝑖

)︁
can be estimated by the usual method of least squares.
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Thus, the estimation of the coefficients of the equation by factorization
of simultaneous variables has the form:(︃

𝛽𝑖

𝑦𝑖

)︃
=

(︂
𝐴𝑌𝑖𝐴

𝑇
𝑌𝑖

𝐴𝑌𝑖𝐴
𝑇
𝑋𝑖

𝐴𝑋𝑖
𝐴𝑇

𝑌𝑖
𝐴𝑋𝑖

𝐴𝑇
𝑋𝑖

)︂−1(︂
𝐴𝑌𝑖𝐹

𝑇 𝑦𝑖
𝐴𝑋𝑖

𝐹𝑇 𝑦𝑖

)︂
. (6)

In the equation (6) the orthogonality of the stochastic factors [7] is taken
into account.

2.2. P r o o f o f t h e M F S E u n b i a s e d n e s s

Theorem 1. The estimate (6) of the coefficients of the simultaneous
equation obtained using the method of factorization of simultaneous equa-
tions is unbiased.

Proof. Let us find the mathematical expectation of the estimate (6):

𝐸

{︃(︃
𝛽𝑖

𝛾𝑖

)︃}︃
= 𝐸

{︃(︂
𝐴𝑌𝑖𝐴𝑌

𝑇
𝑖 𝐴𝑌𝑖𝐴𝑋

𝑇
𝑖

𝐴𝑋𝑖𝐴𝑌
𝑇
𝑖 𝐴𝑋𝑖𝐴𝑋

𝑇
𝑖

)︂−1(︂
𝐴𝑌𝑖𝐹

𝑇

𝐴𝑋𝑖𝐹
𝑇

)︂
𝑦𝑖

}︃
=

= 𝐸{
(︂

𝐴𝑌𝑖𝐴𝑌
𝑇
𝑖 𝐴𝑌𝑖𝐴𝑋

𝑇
𝑖

𝐴𝑋𝑖𝐴𝑌
𝑇
𝑖 𝐴𝑋𝑖𝐴𝑋

𝑇
𝑖

)︂−1(︂
𝐴𝑌𝑖𝐹

𝑇

𝐴𝑋𝑖𝐹
𝑇

)︂(︂
𝑥𝑖
... 𝑋𝑖

(︂
^
𝛽𝑖

𝛾𝑖

)︂
+ 𝑤𝑖

)︂
} =

= 𝐸{
(︂

𝐴𝑌𝑖𝐴𝑌
𝑇
𝑖 𝐴𝑌𝑖𝐴𝑋

𝑇
𝑖

𝐴𝑋𝑖𝐴𝑌
𝑇
𝑖 𝐴𝑋𝑖𝐴𝑋

𝑇
𝑖

)︂−1(︂
𝐴𝑌𝑖𝐹

𝑇

𝐴𝑋𝑖𝐹
𝑇

)︂
(︂
𝐴𝐴𝑌

𝑇
𝑖

... 𝐹𝐴𝑌
𝑇
𝑖

(︂
^
𝛽𝑖

𝛾𝑖

)︂
+ 𝑤𝑖

)︂
} =

=

(︂
𝛽𝑖
𝛾𝑖

)︂
+ 𝐸

{︃(︂
𝐴𝑌𝑖𝐴𝑌

𝑇
𝑖 𝐴𝑌𝑖𝐴𝑋

𝑇
𝑖

𝐴𝑋𝑖𝐴𝑌
𝑇
𝑖 𝐴𝑋𝑖𝐴𝑋

𝑇
𝑖

)︂−1(︂
𝐴𝑌𝑖𝐹

𝑇𝑤𝑖

𝐴𝑋𝑖𝐹
𝑇𝑤𝑖

)︂}︃
=

=

(︂
𝛽𝑖
𝛾𝑖

)︂
+

(︂
𝐴𝑌𝑖𝐴𝑌

𝑇
𝑖 𝐴𝑌𝑖𝐴𝑋

𝑇
𝑖

𝐴𝑋𝑖𝐴𝑌
𝑇
𝑖 𝐴𝑋𝑖𝐴𝑋

𝑇
𝑖

)︂−1(︂
𝐴𝑌𝑖𝐹

𝑇𝐸 {𝑤𝑖}
𝐴𝑋𝑖𝐹

𝑇𝐸 {𝑤𝑖}

)︂
=

(︂
𝛽𝑖
𝛾𝑖

)︂
.

Thus, for the case of simultaneity of exogenous variables according to the
unbiasedness criterion, the estimate obtained by the method of factorization
of simultaneous equations is better than the estimate of the two-step method
of least squares.

Conclusion

Similarly, we can demonstrate that the proposed method is more effi-
cient than the three-step least squares method, which is the second most
commonly used method [18]. Therefore, when the variables of the system
are interdependent, it is appropriate to use the method of factorization of
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simultaneous equations. Research into the nature of simultaneity in econo-
metric equations has shown that both endogenous and exogenous variables
can be interrelated. Existing methods for estimating parameters in simulta-
neous equations systems overlook this fact, leading to biased estimates [8,9].
The method of factorization of simultaneous equations (MFSE) has been
developed to provide unbiased parameter estimates and is more effective
than the most widely used estimation methods. The MFSE also enhances
the multi-model approach for predicting nonlinear nonstationary processes
in optimal control problems [10].

REFERENCES

1. Kanatnikov A., Tkacheva O. State Observer for a Four-Dimensional System
with Vector Output // Differential Equations. 2021. Vol. 57. � 11. P. 1460–
1467.

2. Upton G., Cook I. Dictionary of Statistics. (3 ed.) Oxford: Oxford University
Press, 2014. 496 p.

3. Minitaeva A. Coefficient estimation of simultaneous equations in the case of
stochasticity of exogenous variables // Journal of Physics Conference Series.
2023. Vol. 2543. DOI 10.1088/1742-6596/2543/1/012005

4. Zimin V., Krylov A., Kuvyrkin G., Shakhverdov A. Mathematical Modeling of
Deployment Dynamics of Large Transformable Space Structures // Advanced
Structured Materials. 2023. Vol. 176. P. 259–277.

5. Chatfield C. The Analysis of Time Series: An Introduction. (6 ed.) New
York: Chapman and Hall/CRC, 2003. 352 p.

6. Minitaeva A. Unbiased Estimation Method for Coefficients of Simultane-
ous Equations with Stochasticity of Exogenous Variables: The paper estab-
lishes the unbiasedness and efficiency of estimates obtained through proposed
Method of Factorization of Simultaneous Equations. // In 2024 6th Interna-
tional Conference on Big-data Service and Intelligent Computation (BDSIC
2024), May 29–31, 2024, Hong Kong, Hong Kong. ACM, New York, NY, USA,
5 pages. 2024. DOI 10.1145/3686540.3686554

7. Kotz S., Read C., Balakrishnan N., Vidakovic B. Encyclopedia of Statistical
Sciences. (2 ed.) New York: John Wiley & Sons, 2005.

8. Suyatinov S., Buldakova T., Vishnevskaya Yu. Identification of Situations
Based on Synergetic Model // 2021 3rd International Conference on Con-
trol Systems, Mathematical Modeling, Automation and Energy Efficiency
(SUMMA), Lipetsk: IEEE, 2021. DOI 10.1109/SUMMA53307.2021.9632207

9. Syuzev V., Smirnova E., Proletarsky A. Algorithms of multidimensional ran-
dom process simulation // Computer Optics. 2021. Vol. 45. � 4. P. 627–637.
DOI 10.18287/2412-6179-CO-770

10. Minitaeva A. Multimodel Approach to Forecasting Nonlinear Nonstationary
Processes in Optimal Control Problems // 2024 6th International Youth Con-



352 A. Minitaeva

ference on Radio Electronics, Electrical and Power Engineering (REEPE),
Moscow: IEEE, 2024. DOI 10.1109/REEPE60449.2024.10479796

11. Salam R., Basuki P. Simultaneous Equation: The Case of Inflation & Rupiah
Exchange Rate in Indonesia 2001-2022 // International journal of multidis-
ciplinary research and analysis. 2023. Vol. 6. � 12. P. 5531–5538. DOI
10.47191/ijmra/v6-i12-12
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We consider a single product with a fixed lifetime and price sensitive
intensity of a Poisson customers flow. A model with a power-law
adjustable coefficient of a dynamic retail price control through the
intensity of the demand is considered accommodating scenario of
shortages. We conduct the diffusion approximation of the demand
process and a linear approximation of the intensity-of-price depen-
dence to find the probabilistic characteristics of the selling process,
and the expected revenue. To validate the accuracy and effective-
ness of the proposed model, simulations and numerical analysis are
performed. Keywords: dynamic pricing, price sensitive demand,
Poisson demand, diffusion approximation, shortages.

1. Introduction and problem statement

In [1], we studied a zero-ending inventory price control model with a
weight function depending on a power-law coefficient without considering
cost of shortages. Here, we expand our analysis: if the lot is sold out before
the end of the selling period 𝑇 , resulting in shortages, we consider a case of
lost sales.

The demand is modeled as a compound Poisson process with intensity
𝜆(𝑐), where 𝑐 = 𝑐(𝑡) is a dynamic retail price per unit, the orders are
independent identically distributed continuous random variables with the
first and second moments 𝑎1 and 𝑎2 respectively.

We are going to consider the following model of expiration date-based
price control

𝑎1𝜆(𝑐(𝑡)) =
𝑄(𝑡)

𝑇 (1− 𝑡/𝑇 )𝛾
,

where coefficient 𝛾 ̸= 1.
Consistent with our earlier papers, we utilize the diffusion approximation

for analyzing the stock level process. It follows that the stock level process
satisfies the following equation:

d𝑄(𝑡) = − 𝑄(𝑡)

𝑇 (1− 𝑡/𝑇 )𝛾
d𝑡+

√︃
𝑎2
𝑎1

𝑄(𝑡)

𝑇 (1− 𝑡/𝑇 )𝛾
d𝑤(𝑡). (1)
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where 𝑤(·) is the Wiener process.

2. Probabilistic characters of the stock level process

Expectation and variance of process 𝑄(·)

𝐸 {𝑄(𝑡)} = 𝑄(𝑡) = 𝑄0𝛼(𝑡/𝑇 ),

𝑉 𝑎𝑟 {𝑄(𝑡)} = 𝑉𝑄(𝑡) =
𝑎2𝑄0

𝑎1
𝛼(𝑡/𝑇 ) (1− 𝛼(𝑡/𝑇 )) ,

where 𝛼(𝑡/𝑇 ) = exp

{︂
(1− 𝑡/𝑇 )1−𝛾 − 1

1− 𝛾

}︂
.

Thus, the lot is completely sold during its lifetime almost surely for
𝛾 > 1, but shortages are possible.

Consider the Laplace transform of the probability density function
(PDF) of 𝑄(·) Φ(𝑝, 𝑡) = 𝐸 {exp(−𝑝𝑄(𝑡))}.

By applying Ito’s formula, we get from (1)

d(e−𝑝𝑄) =

(︂
𝑄𝑝e−𝑝𝑄

𝑇 (1− 𝑡/𝑇 )𝛾
+

𝑎2𝑄𝑝
2e−𝑝𝑄

2𝑎1𝑇 (1− 𝑡/𝑇 )𝛾

)︂
d𝑡−

− 𝑝e−𝑝𝑄
√︃

𝑎2𝑄

𝑎1𝑇 (1− 𝑡/𝑇 )𝛾
d𝑤(𝑡).

(2)

After averaging (2) with respect to 𝑄 = 𝑄(·), and solving by the method
of characteristic, we get

Φ(𝑝, 𝑡) = 𝜙

(︂
𝑝

𝑝+ 𝛽
𝛼(𝑡/𝑇 )

)︂
,

where 𝜙(·) is an unknown function and parameter 𝛽 = 2𝑎1/𝑎2.
Finally, we get

Φ(𝑝, 𝑡) = exp

(︂
− 𝑄0𝛽𝑝𝛼(𝑡/𝑇 )

𝑝+ 𝛽 − 𝑝𝛼(𝑡/𝑇 )

)︂
.

Using inverse Laplace transform, we obtain PDF of 𝑄(·)

𝑓(𝑞, 𝑡) = exp

(︂
−𝛽𝛼𝑄0

1− 𝛼

)︂{︂
𝛿(𝑞) + exp

(︂
− 𝛽𝑄0

1− 𝛼

)︂
×

×

√︃
𝛽2𝛼𝑄0

(1− 𝛼)2𝑞
𝐼1

(︃
2

√︃
𝛽2𝛼𝑄0𝑞

(1− 𝛼)2

)︃}︃
,

(3)
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where 𝛼 = 𝛼(𝑡/𝑇 ), 𝐼1(·) is the modified Bessel function of the first kind
and first order, 𝛿(·) is the Dirac delta function.

From (3), it follows that the cumulative distribution function of the
length of time 𝜏 it takes to sell lot 𝑄0

𝐹𝜏 (𝑡) = exp

(︂
−𝛽𝑄0𝛼(𝑡/𝑇 )

1− 𝛼(𝑡/𝑇 )

)︂
. (4)

Figure 1 shows the plot of 𝐹𝜏 (𝑡) for
𝑄0

𝑎1
= 100,

𝑎2
𝑎21

=
4

3
, 𝛾 = 1.5, 2, 3.
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Figure 1. 𝐹𝜏 (·) dependence on 𝑡/𝑇 for 𝛾 = 1.5, 2, 3

Thus, for 𝛾 > 1, the shortages can happen in practice. Let us de-
note 𝑇1 = 𝑇𝑥0, where 𝑥0 is the smallest value that satisfies inequality
𝛼(𝑥0) < 𝑎1/𝑄0; 𝑃 (𝜏 ⩽ 𝑇1) = 1 can be high in practice for some pur-
chases’ distributions. We compare time points of shortages occurrence in
the cases of 𝛼(𝑥0) < 𝑎1/𝑄0 = 0.01, 𝛼(𝑥0) < 𝑎1/𝑄0 = 0.001, and 𝛼(𝑥0) ≈ 0
in MATLAB package. The results are given in Table 1.

Table 1
Values of 𝑥0 for 𝛾 = 1.5, 2, 3, 4, 5

𝛾 1.5 2 3 4 5
𝑥0|𝛼(𝑥0) < 0.01 0.6922 0.7226 0.6276 0.5478 0.4868
𝑥0|𝛼(𝑥0) < 0.001 0.8854 0.8307 0.7091 0.6165 0.5464
𝑥0|𝛼(𝑥0) ≈ 0 0.9711 0.9078 0.7814 0.6783 0.5966
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The expectation of the selling duration

𝐸 {𝜏} =
∫︁ 𝑇1

0

(1− 𝐹𝜏 (𝑡))d𝑡 =

= 𝑇1

(︃
1− e𝛽𝑄0

∫︁ 1−𝛼(𝑥0)

0

exp(−𝛽𝑄0/𝑥) ((1− 𝛾) ln(1− 𝑥) + 1)
𝛾

1−𝛾

1− 𝑥
d𝑥

)︃
.

Thus, 𝐸 {𝜏} = 𝑇1

(︂
1 +𝑂

(︂
1

𝛽𝑄0

)︂)︂
for 𝛽𝑄0 ≫ 1.

3. The expected revenue and its optimization

Let us consider linear approximation of the intensity-of-price dependence

𝜆(𝑐) = 𝜆0 − 𝜆1
𝑐(𝑡)− 𝑐0

𝑐0
,

where 𝑐0 is a stationary (basic) price corresponding stationary intensity 𝜆0
and parameter 𝜆1 > 0 characterizes the sensitivity of 𝜆(·) to the relative
price‘s deviations from the stationary price. Linear dependence of the cus-
tomers’ flow intensity on the price is common in the literature, for example,
in [2]; the demand rate is supposed to be a linear function of the price.

It follows

𝑐(𝑡) = 𝑐0

(︂
1 +

𝜆0
𝜆1
− 𝑄(𝑡)

𝑎1𝜆1𝑇 (1− 𝑡/𝑇 )𝛾

)︂
.

We assume that the demand intensity during the shortages is the mean
intensity corresponding to the stationary price 𝑐0 and the cost of shortages

𝑆𝑙 = −𝑎1𝑐0𝜆0(𝑇 − 𝑇1).

Thus, we can write the expected revenue over the whole cycle considering
shortages as follow

𝑆𝛾>1 =

∫︁ 𝑇1

0

𝐸 {𝑐(𝑡)𝜆(𝑡)} d𝑡+ 𝑆𝑙 =
𝑐0𝑄0

𝜆1

{︂
(𝜆0 + 𝜆1)−

1

𝑎1𝑇

(︂
𝑄0 −

𝑎2
𝑎1

)︂
×

×
∫︁ 1

1−𝑥0

(︂
𝛼2(1− 𝑧) + 𝑎2

𝑎1𝑄0 − 𝑎2
𝛼(1− 𝑧)

)︂
d𝑧

𝑧2𝛾

}︂
− 𝑎1𝑐0𝜆0(𝑇 − 𝑇1).

(5)
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4. Numerical results

Weighted expected revenue
𝑆𝛾>1

𝑎1𝑐0
is a concave with respect to 𝛾. It de-

pends on four dimensionless values
𝑄0

𝑎1
, 𝜆0𝑇, 𝜆1𝑇,

𝑎2
𝑎21

. Extensive numerical

results are carried out for different sets of the inventory system parameters.

On Figure 2 the results of simulation of weighted revenue
𝑆𝛾>1

𝑎1𝑐0
with

respect to 𝛾 are presented. For generating a nonhomogeneous Poisson
process, the thinning algorithm is applied. The number of iterations
for simulation of revenue is 1000 and we take mean values for each 𝛾;
𝑄0

𝑎1
= 100, 𝜆0𝑇 = 400, 𝜆1𝑇 = 100,

𝑎2
𝑎21

=
4

3
. On Figure 2 black curve

represents theoretical result (5) and red points are the simulation results.
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Figure 2. Simulation of weighted revenue
𝑆𝛾>1

𝑎1𝑐0

Figure 3 depicts weighted revenue
𝑆𝛾>1

𝑎1𝑐0
dependence on

𝑄0

𝑎1
for different

values of 𝛾.

5. Conclusion

The proposed more complicated dynamic price control model not only
addresses the issue of shortages, but also allows us to optimize the sales
process using the introduced power-law adjustable coefficient. Moreover,
the coefficient can help us to solve the problem of fitting the demand rate in
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Figure 3.
𝑆𝛾>1

𝑎1𝑐0
dependence on

𝑄0

𝑎1
for 𝛾 = 1.2, 1.5, 2

real-life situations, which is the most challenging problem in implementing
dynamic pricing in practice, see [3].

In this paper, we only considered the situation of shortages, it would be
interesting to solve the revenue optimization problem considering leftovers
with positive and negative values for 𝛾 < 1.
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Consider the noncritical Galton-Watson stochastic branching sys-
tem. We are interested in the asymptotic expansion of local prob-
abilities of the system. Our discussion relies heavily on our recent
results, which explicitly calculate the famous constant from the the-
ory of subcritical systems, announced in 1938 by A.Kolmogorov.
We establish the rate of convergence to the Kolmogorov constant.
This, in turn, contributes to establishing a local limit theorem with
an estimate of the remainder term for noncritical Galton-Watson
branching systems. Keywords: Galton-Watson branching system,
Markov chain, extinction time, Kolmogorov constant, invariant dis-
tribution, limit theorems, convergence rate.

1. Introduction

Let 𝑍(𝑛) be a population size at the moment 𝑛 ∈ N0 in the Galton-
Watson branching (GWB) system with branching rates {𝑝𝑘, 𝑘 ∈ N0}, where
N0 = {0}∪N and N = {1, 2, . . .}. Each individual in the system lives a unit
length life time and then gives 𝑘 ∈ N0 descendants with probability 𝑝𝑘. This
is a reducible, homogeneous-discrete-time Markov chain with a state space
consisting of two classes: 𝒮0 = {0} ∪ 𝒮, where {0} is absorbing state, and
𝒮 ⊂ N is the class of possible essential communicating states. We assume
throughout this paper that 𝑝0 > 0 and 𝑝1 > 0 which implies the Schröder
case, i.e. 𝑝0 + 𝑝1 > 0. Define the offspring generating function (GF)

𝑓(𝑠) =
∑︁
𝑘∈𝒮0

𝑝𝑘𝑠
𝑘 for 𝑠 ∈ [0, 1).

Let 𝑞 be an extinction probability of the system initiated by the single
founder-individual and 𝑚 :=

∑︀
𝑘∈𝒮 𝑘𝑝𝑘 <∞. Then 𝑚 = 𝑓 ′(1−) is the aver-

age number of direct descendants of one individual in one-step generation.
The chain {𝑍(𝑛)} is called subcritical, critical or supercritical if 𝑚 < 1,
𝑚 = 1 and 𝑚 > 1 respectively. The extinction probability 𝑞 < 1 if 𝑚 > 1
and 𝑞 = 1 if 𝑚 ≤ 1. Moreover, it is smallest nonnegative root of the fixed-
point equation 𝑓(𝑠) =

∑︀
𝑘∈𝒮0 𝑝𝑘𝑠

𝑘 = 𝑠 on the domain of {𝑠 : 𝑠 ∈ [0, 1]}.
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We are interested in the noncritical case.
Let P𝑖 {*} := P {* | 𝑍(0) = 𝑖} and consider 𝑛-step transition proba-

bilities 𝑃𝑖𝑗(𝑛) = P𝑖{𝑍(𝑛) = 𝑗}. Using the branching property and the
Kolmogorov-Chapman equation, we observe that the probability GF

E𝑖𝑠
𝑍(𝑛) :=

∑︁
𝑗∈𝒮0

𝑃𝑖𝑗(𝑛)𝑠
𝑗 = [𝑓𝑛(𝑠)]

𝑖
,

for 𝑠 ∈ [0, 1), where the GF 𝑓𝑛(𝑠) is the GF of probabilities p𝑘(𝑛) := 𝑃1𝑘(𝑛),
i.e.

𝑓𝑛(𝑠) =
∑︁
𝑘∈𝒮0

p𝑘(𝑛)𝑠
𝑘.

It is known that 𝑓𝑛(𝑠) is an 𝑛-fold iteration of 𝑓(𝑠); see [2, Ch.I].
In what follows, we will write E and P instead of E1 and P1 respectively.
Let ℋ := min {𝑛 ∈ N : 𝑍(𝑛) = 0} be an extinction time of the system

initiated by a single founder. Put 𝑅𝑛(𝑠) := 𝑞 − 𝑓𝑛(𝑠). Then we see that

𝑄(𝑛) := 𝑅𝑛(0) = P{𝑛 < ℋ <∞}

is a bridled-survival probability of the system. For the subcritical case
P {ℋ <∞} = 1 and, hence 𝑄(𝑛) = P {𝑍(𝑛) > 0}. In this case, [9] proved
that if 𝑓 ′′(1−) < ∞, then 𝑄(𝑛) and E𝑍(𝑛) = 𝑚𝑛 vary (decrease) asymp-
totically equivalently, i.e., the following asymptotic representation holds:

𝑄(𝑛) = 𝒦𝑚𝑛(1 + 𝑜(1)) as 𝑛→∞, (1)

where 𝒦 is an equivalence ratio called the Kolmogorov constant, but it
does not have an explicit form here. The same situation is obstinate in the
continuous-time case. In this regard, Zolotarev [14] regretted the absence
of an explicit expression for this constant. This drawback undoubtedly,
makes it difficult to complete many limit theorems in which the Kolmogorov
constant is to be attended. In [2] was restored Kolmogorov’s assertion under
a much weaker condition

∑︀
𝑘∈𝒮 𝑝𝑘𝑘 ln 𝑘 <∞. But even so, the equivalence

ratio remained explicitly not calculated.

2. Main Results

Recently, in our work [6], the constant in (1) was explicitly calculated
and generalized to the noncritical case under the condition[︁

𝑚 ̸= 1 and 𝑓 ′′(1−) <∞ for 𝑚 < 1
]︁
, [K]
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which we will further call the Kolmogorov condition. In our other work [4],
we estimated the rate of convergence to the extended Kolmogorov constant
and found the asymptotic expansion for 𝑅𝑛(𝑠) for all 𝑠 ∈ U𝑞[0, 1), where

U𝑞[0, 1) =
{︁
[0, 𝑞) ∪ (𝑞, 1)

}︁
is a unit interval with a punctured point 𝑞. Below we recall this result.

Lemma 1. Let Kolmogorov condition [K] holds. Then

sup

{︂⃒⃒⃒⃒
𝛽𝑛

𝑅𝑛(𝑠)
− 1

𝒜𝑞(𝑠)
−𝐵2𝛽

𝑛

⃒⃒⃒⃒
: 𝑠 ∈ U𝑞[0, 1)

}︂
= 𝑜(𝛽𝑛)

as 𝑛→∞, where
1

𝒜𝑞(𝑠)
=

1

𝑞 − 𝑠
+ 𝛾𝑞,

at that 𝐵2 = 𝑓 ′′(𝑞)/(2𝛽), 𝛽 = 𝑓 ′(𝑞) and

𝛾𝑞 =
𝑓 ′′(𝑞)

2𝛽 (1− 𝛽)
.

In this report, using Lemma 1 and results from above-mentioned papers,
we state and prove the following local limit theorem.

Theorem 1. Let Kolmogorov condition [K] holds. Then

p𝑗(𝑛) = 𝜋𝑗
1

𝑞2
𝒦2

𝑞𝛽
𝑛 ·
(︁
1 + 2𝛾𝑞𝒦𝑞𝛽

𝑛(1 + 𝑜(1))
)︁

𝑎𝑠 𝑛→∞

for all 𝑗 ∈ 𝒮, where the GF 𝒫(𝑠) :=
∑︀

𝑗∈𝒮 𝜋𝑗𝑠
𝑗 is form of

𝒫(𝑠) = 𝑞2

𝒦2
𝑞

(︁
𝒦𝑞 −𝒜𝑞(𝑠)

)︁
,

therein 𝒦𝑞 = 𝒜𝑞(0) is Kolmogorov constant.

3. Conclusion

The paper considers the discrete-time noncritical Galton-Watson
branching system. Our research is continuous of our recent results that
exactly calculate the famous Kolmogorov constant. Our main goal is to
establish the convergence rate to the Kolmogorov constant, which allows
us to estimate the remainder term for noncritical Galton-Watson branching
systems.
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In this paper, we analyze parameter estimation for Exponential and
Gamma distributions under Type I right-censoring using Maximum
Likelihood Estimation.We apply both the Nelder-Mead simplex and
Expectation-Maximization algorithms to estimate the unknown pa-
rameters for both distributions. Numerical simulations are con-
ducted using Python and MATLAB, demonstrating the effective-
ness of these algorithms. Keywords: exponential distribution,
gamma distribution, Nelder-Mead simplex algorithm, expectation-
maximization, maximum likelihood estimation, right-censoring.

Introduction

When estimating unknown parameters using the Maximum Likelihood
Estimation method, numerical optimization techniques often replace analyt-
ical methods due to the complexity of calculating integrals and derivatives
of the cumulative distribution function. In this paper, we focus on param-
eter estimation for both the Exponential and Gamma distributions under
Type I right-censoring, a common challenge in fields like reliability and life
data analysis. Specifically, we apply the Maximum Likelihood Estimation
approach, combined with both the Nelder-Mead simplex and Expectation-
Maximization algorithms for estimating the unknown parameters of both
distributions. Numerical simulations are conducted using Python and MAT-
LAB to evaluate the performance of these algorithms.

Our work builds on existing studies, such as those by Lúıs Andrade
Ferreira and José Lúıs Silva, who have demonstrated the robustness of the
Expectation-Maximization algorithm in handling censored data. We com-
pare the estimated results with their initial guesses, examining the effec-
tiveness of these algorithms for censored and fully observed datasets. Our
findings are presented in both tabular and graphical formats.
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1. Type I right-censoring

Let 𝑋 random variable (r.v.) with distribution function (d.f.) 𝐹 (𝑋, 𝜃),
where 𝜃 is unknown parameter 𝜃 ∈ Θ ⊆ R1. We observed the sample
𝐶𝑛 = {(𝑍𝑖, 𝛿𝑖), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}, where 𝑍𝑖 = min(𝑋𝑖, 𝑇𝑖) and 𝛿𝑖 = 𝐼(𝑋𝑖 ≤ 𝑇 ).
Interpretations for 𝑇𝑖 are considered: 𝑇𝑖 - constant and 𝑇𝑖 -r.v..

Let 𝑋 have a probability density function 𝑓(𝑋; 𝜃), then the joint prob-
ability density function of the r.v. 𝑍𝑖 = min(𝑋𝑖, 𝑇𝑖) and 𝛿𝑖 = 𝐼(𝑋𝑖 ≤ 𝑇𝑖)
can be written as follows:

𝐿(𝑍𝑖; 𝜃) =

{︃
𝑓(𝑍𝑖; 𝜃), if 𝛿𝑖 = 1,

1− 𝐹 (𝑍𝑖; 𝜃), if 𝛿𝑖 = 0.

Accordingly, the likelihood function is:

𝐿(𝑍𝑛; 𝜃) =

𝑛∏︁
𝑖=1

[︁
𝑓(𝑍𝑖; 𝜃)

𝛿𝑖 · (1− 𝐹 (𝑍𝑖; 𝜃))
1−𝛿𝑖

]︁
. (1)

Where 𝑍𝑛 = ((𝑍1, 𝛿1), ..., 𝑍𝑛, 𝛿𝑛)). Loglikelihood function is

log𝐿(𝑍𝑛; 𝜃) =

𝑛∑︁
𝑖=1

[𝛿𝑖 log 𝑓(𝑍𝑖; 𝜃) + (1− 𝛿𝑖) log(1− 𝐹 (𝑍𝑖; 𝜃))] . (2)

If the likelihood function is differentiable with respect to 𝜃, the MLE 𝜃
satisfies the equation:

𝜕 log𝐿(𝑍𝑛; 𝜃)

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜃

= 0. (3)

In this work, various estimation methods have been considered. In par-
ticular, equation (3) is solved using numerical methods such as the EM
algorithm and the Nelder-Mead simplex algorithm. The obtained estimates
are compared, and graphs are drawn (see Table 1 and 2, and Figures A and
B below). These estimates are based on the Exponential distribution, and
since the Exponential distribution is a special case of the Gamma distribu-
tion, the unknown parameters of the Gamma distribution have also been
estimated using these algorithms based on their initial values, as shown in
Table 2 and Figures B.



Comparative Analysis of Unknown Parameter Estimation 365

Table 1
Estimation of an unknown parameter of the Exponential distribution using two
algorithms

Exponential Distribution, Initial Guess 𝜆 = 2; 𝑇𝑖 - constant

𝑛 𝑇𝑖 𝑝% MLE by EM
algorithm

Difference

∆ = |𝜆− �̂�𝐸𝑀 |
MLE by Nelder-Mead
simplex algorithm

Difference

∆ = |𝜆− �̂�𝑁𝑀 |Sample data
100 5 0 1.962 0.038 1.962 0.038
100 0.7 25 1.931 0.069 1.521 0.479
100 0.35 50 1.828 0.172 1.103 0.897
500 5 0 1.964 0.036 1.964 0.036
500 0.7 25 1.944 0.056 1.533 0.467
500 0.35 50 1.839 0.161 1.105 0.895
1000 5 0 1.988 0.012 1.988 0.012
1000 0.7 25 1.961 0.039 1.536 0.464
1000 0.35 50 1.902 0.098 1.113 0.887

*Note: The sample data is simulated randomly from Exponential distribution.

Therefore, if the code is executed, it may display different results compared to those

presented in Table 1.

Figures A

𝑎 𝑏
*Note: Figures a and b show the estimated unknown parameter of the Exponential

distribution by the Nelder-Mead and EM algorithms with complete data and censoring

data, respectively. In both graphs, the results of the algorithms are represented by the

fitted red dashed and black dashed lines, and are compared to the true blue smooth line.
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Table 2
Estimation of unknown parameters of the Gamma distribution using two algo-
rithms

Gamma Distribution, Initial Guess 𝛼 = 2, 𝛽 = 1; 𝑇𝑖 - constant

𝑛 𝑇𝑖 𝑝% MLE by EM
algorithm

Difference
∆1 = |𝛼− �̂�𝐸𝑀 |
∆2 = |𝛽 − 𝛽𝐸𝑀 |

MLE by Nelder-Mead
simplex algorithm

Difference
∆1 = |𝛼− �̂�𝑁𝑀 |
∆2 = |𝛽 − 𝛽𝑁𝑀 |

Sample data

100 5 0 𝛼 = 1.933, 𝛽 = 0.991 0.067, 0.009 𝛼 = 1.933, 𝛽 = 0.991 0.067, 0.009

100 0.7 25 𝛼 = 2.157, 𝛽 = 0.895 0.157, 0.105 𝛼 = 1.499, 𝛽 = 1.634 0.501, 0.634

100 0.35 50 𝛼 = 2.163, 𝛽 = 0.882 0.163, 0.118 𝛼 = 1.135, 𝛽 = 2.645 0.865, 1.645

500 5 0 𝛼 = 2.061, 𝛽 = 0.994 0.061, 0.006 𝛼 = 2.061, 𝛽 = 0.994 0.061, 0.006

500 0.7 25 𝛼 = 2.112, 𝛽 = 0.904 0.112, 0.096 𝛼 = 1.595, 𝛽 = 1.618 0.405, 0.618

500 0.35 50 𝛼 = 2.128, 𝛽 = 0.899 0.128, 0.101 𝛼 = 1.142, 𝛽 = 2.324 0.858, 1.324

1000 5 0 𝛼 = 2.019, 𝛽 = 1.005 0.019, 0.005 𝛼 = 2.019, 𝛽 = 1.005 0.019, 0.005

1000 0.7 25 𝛼 = 2.119, 𝛽 = 0.913 0.119, 0.087 𝛼 = 1.623, 𝛽 = 1.527 0.377, 0.527

1000 0.35 50 𝛼 = 2.142, 𝛽 = 0.918 0.142, 0.082 𝛼 = 1.201, 𝛽 = 2.197 0.799, 1.197

*Note: The sample data is simulated randomly from Gamma distribution. Therefore, if

the code is executed, it may display different results compared to those presented in

Table 2.

Figures B

𝑐 𝑑
*Note: Figures c and d show the estimated unknown parameters of the Gamma

distribution by the Nelder-Mead and EM algorithms with complete data and censoring

data, respectively. In both graphs, the results of the algorithms are represented by the

fitted red dashed and black dashed lines, and are compared to the true blue smooth line.
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Now we consider 𝑇𝑖 as a r.v. denote it as 𝑇𝑖 = 𝑌𝑖.
Let the d.f. 𝐺(𝑥) and probability density function 𝑔(𝑥) of the r.v. 𝑌

not depend on the unknown parameter. For instance, 𝑁(0, 1), Exp(1), and
𝑅[0, 1].

Consider the sample 𝐶𝑛 = {(𝑍𝑖, 𝛿𝑖), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}, where 𝑍𝑖 = min(𝑋𝑖, 𝑌𝑖)
and 𝛿𝑖 = 𝐼(𝑋𝑖 ≤ 𝑌𝑖).; Accordingly, the likelihood function is:

𝐿(𝑍(𝑛); 𝜃) =

𝑛∏︁
𝑖=1

{︁
(𝑓(𝑋𝑖; 𝜃)(1−𝐺(𝑌𝑖))𝛿𝑖 · ((1− 𝐹 (𝑋𝑖; 𝜃)) · 𝑔(𝑌𝑖))(1−𝛿𝑖)

}︁

=

𝑛∏︁
𝑖=1

{︁
𝑓(𝑋𝑖; 𝜃)

𝛿𝑖(1− 𝐹 (𝑋𝑖; 𝜃))
(1−𝛿𝑖)

}︁
·

𝑛∏︁
𝑖=1

{︁
(1−𝐺(𝑌𝑖))𝛿𝑖𝑔(𝑌𝑖)(1−𝛿𝑖)

}︁
. (4)

Loglikelihood function is:

log𝐿(𝑍𝑛; 𝜃) =

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝛿𝑖 log 𝑓(𝑋𝑖; 𝜃) + (1− 𝛿𝑖) log(1− 𝐹 (𝑋𝑖; 𝜃)))

+

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝛿𝑖 log(1−𝐺(𝑌𝑖)) + (1− 𝛿𝑖) log 𝑔(𝑌𝑖)). (5)

Since d.f. of r.v. 𝑌 does not depend on the unknown parameter 𝜃, the
maximum likelihood estimation equations are the same as in the case when
𝑇 is constant.

In this study, we explore different estimation methods, with a focus on
solving equation (3) using numerical techniques. The resulting estimates
are compared, and graphs are made about their application across different
distribution families (see Table 3, 4 and Figures C, D below).
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Table 3
Estimation of an unknown parameter of the Exponential distribution using two
algorithms

Exponential Distribution, Initial Guess 𝜆 = 2;
𝑌𝑖 ∼ Exp(1), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

𝑛 𝑝% MLE by EM
algorithm

Difference

∆ = |𝜆− �̂�𝐸𝑀 |
MLE by Nelder-Mead
simplex algorithm

Difference

∆ = |𝜆− �̂�𝑁𝑀 |Sample data
100 0 1.9205 0.0795 1.9205 0.0795
100 25 1.8231 0.1769 1.5416 0.4584
100 50 1.7943 0.2057 1.1056 0.8944
500 0 1.9674 0.0326 1.9674 0.0326
500 25 1.8517 0.1483 1.5671 0.4329
500 50 1.8062 0.1938 1.1223 0.8777
1000 0 1.9994 0.0006 1.9994 0.0006
1000 25 1.8618 0.1382 1.5831 0.4169
1000 50 1.8173 0.1827 1.2134 0.7866

*Note: The sample data is simulated randomly from Exponential distribution.

Therefore, if the code is executed, it may display different results compared to those

presented in Table 3.

Figures C

𝑒 𝑓
*Note: Figures e and f show the estimated unknown parameter of the Exponential

distribution by the Nelder-Mead and EM algorithms with complete data and censoring

data, respectively. In both graphs, the results of the algorithms are represented by the

fitted red dashed and black dashed lines, and are compared to the true blue smooth line.
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Table 4
Estimation of unknown parameters of the Gamma distribution using

two algorithms

Gamma Distribution, Initial Guess 𝛼 = 2, 𝛽 = 1;
𝑌𝑖 ∼ Exp(1), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

𝑛 𝑝% MLE by EM
algorithm

Difference
∆1 = |𝛼− �̂�𝐸𝑀 |
∆2 = |𝛽 − 𝛽𝐸𝑀 |

MLE by Nelder-Mead
simplex algorithm

Difference
∆1 = |𝛼− �̂�𝑁𝑀 |
∆2 = |𝛽 − 𝛽𝑁𝑀 |

Sample data

100 0 𝛼 = 1.912, 𝛽 = 0.923 0.088, 0.077 𝛼 = 1.912, 𝛽 = 0.923 0.088, 0.077
100 25 𝛼 = 1.869, 𝛽 = 0.817 0.131, 0.183 𝛼 = 1.424, 𝛽 = 1.697 0.576, 0.697
100 50 𝛼 = 1.724, 𝛽 = 0.809 0.276, 0.191 𝛼 = 1.026, 𝛽 = 2.847 0.974, 1.847
500 0 𝛼 = 1.941, 𝛽 = 1.007 0.059, 0.007 𝛼 = 1.941, 𝛽 = 1.007 0.059, 0.007
500 25 𝛼 = 1.948, 𝛽 = 0.971 0.052, 0.029 𝛼 = 1.401, 𝛽 = 1.747 0.599, 0.747
500 50 𝛼 = 1.889, 𝛽 = 0.902 0.111, 0.098 𝛼 = 1.104, 𝛽 = 2.753 0.896, 1.753
1000 0 𝛼 = 1.959, 𝛽 = 0.995 0.041, 0.005 𝛼 = 1.959, 𝛽 = 0.995 0.041, 0.005
1000 25 𝛼 = 1.892, 𝛽 = 0.901 0.108, 0.099 𝛼 = 1.432, 𝛽 = 1.962 0.568, 0.962
1000 50 𝛼 = 1.824, 𝛽 = 0.848 0.176, 0.152 𝛼 = 1.116, 𝛽 = 2.514 0.884, 1.514

*Note: The sample data is simulated randomly from Exponential and Gamma

distributions. Therefore, if the code is executed, it may display different results

compared to those presented in Table 4.

Figures D

𝑔 ℎ
*Note: Figures g and h show the estimated unknown parameters of the Gamma

distribution by the Nelder-Mead and EM algorithms with complete data and censoring

data, respectively. In both graphs, the results of the algorithms are represented by the

fitted red dashed and black dashed lines, and are compared to the true blue smooth line.

2. Conclusion

In conclusion, the estimation results for both Exponential and Gamma
distributions reveal that the Expectation-Maximization algorithm achieves
higher estimation accuracy in censored states, while the Nelder-Mead and
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Expectation-Maximization algorithms produce identical results under un-
censored full observed states. This outcome is because, in uncensored data,
both algorithms essentially solve the same optimization problem where all
data points are fully observed, leading to convergence at the same parameter
estimate. In the case of censored data, the Expectation-Maximization algo-
rithm iterative handles the incomplete data by maximizing the expected
likelihood, which provides a more robust estimate compared to Nelder-
Mead, which directly optimizes the likelihood function and might be less
effective when handling missing or censored data points. To illustrate these
findings, we present a comparison of the results in both a table and a graph
obtained from the simulations. The table summarizes the estimated param-
eters under different conditions, and the graph visually compares the true
distribution against the estimated distributions from both algorithms.
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ON A LIMITING STRUCTURE OF
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We examine the population growth model called Galton-Watson
Branching system. We are interested in the limits on the proba-
bility of population distribution along the trajectories awaiting its
death moment. Keywords: Branching system, Markov chain, gen-
erating function, transition probabilities, extinction time, invariant
distribution

1. Introduction

One of an important and descriptive mathematical model describing a
population growth is stochastic branching system. The origin of mathe-
matical models of the theory of branching systems is due to the prospect
of interest of an estimation of survival probability of family trees of indi-
viduals. The simplest branching model was initiated by the English statis-
ticians Henry Watson and Francis Galton in second half of 19th century.
Studying statistics on the reproductive rates of English peers, they have of-
fered mathematical model which describes population family growth. Their
model is now called the Galton-Watson Branching (GWB) system. By
present time numerous branching schemes have been developed depending
on a context of considering problems, which are necessary to be solved;
see [1], [2], [3], [5], [6], [7] and [13].

Consider the set of natural numbers N and N0 = {0} ∪ N. Let 𝑍(𝑛)
be a population size at the moment 𝑛 in the GWB system. An evolution
of the individuals’ population occurs according to the branching rates law
{𝑝𝑘, 𝑘 ∈ N0}. It means, that each individual lives a unit length-life time and
then produces 𝑘 ∈ N0 descendants with probability 𝑝𝑘. Newborn individuals
undergo to evolve under the same scheme. In the paper we consider the
system {𝑍(𝑛)} in the Schröder case, i.e. 𝑝0 > 0, 𝑝1 > 0 and 𝑝0 + 𝑝1 < 1.
The stochastic system {𝑍(𝑛), 𝑛 ∈ N0} is a reducible, homogeneous-discrete-
time Markov chain with a state space consisting of two classes: 𝒮0 = {0}∪𝒮,
where {0} is absorbing state, and 𝒮 ⊂ N is the class of possible essential
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communicating states. Let

𝑃𝑖𝑗(𝑛) := P {𝑍(𝑛+ 𝑘) = 𝑗 | 𝑍(𝑘) = 𝑖} for any 𝑘 ∈ N0

be the 𝑛-step transition probabilities of the chain. Putting p𝑘(𝑛) := 𝑃1𝑘(𝑛),
and using the Kolmogorov-Chapman equation, we observe that the proba-
bility generating function (GF)∑︁

𝑘∈𝒮0

𝑃𝑖𝑗(𝑛)𝑠
𝑘 = [𝑓(𝑛; 𝑠)]

𝑖
, (1)

where the GF
𝑓(𝑛; 𝑠) =

∑︁
𝑘∈𝒮0

p𝑘(𝑛)𝑠
𝑘,

is 𝑛-fold iteration of the offspring GF

𝑓(𝑠) :=
∑︁
𝑘∈𝒮0

𝑝𝑘𝑠
𝑘.

Throughout the paper symbols P𝑖{·} and E𝑖[·] always stand for the
probability and mean functions provided that the system is initiated by
𝑖 individual-founder, i.e. P{𝑍(0) = 𝑖} = 1. Therewith we will write P{·}
and E[·] instead of P1{·} and E1[·] respectively.

We assume that 𝑚 :=
∑︀

𝑘∈𝒮 𝑘𝑝𝑘 < ∞. Then 𝑚 = 𝑓 ′(1−) is the mean
per-capita offspring number, which regulates the classification of 𝒮. In fact,
it follows from (1), that E [𝑍(𝑛)] = 𝑚𝑛, i.e., the mathematical expectation
of 𝑍(𝑛) asymptotically behaves differently depending on the value of the
parameter 𝑚. So, the state space of the chain {𝑍(𝑛)} is classified as sub-
critical, critical and supercritical if 𝑚 < 1, 𝑚 = 1 and 𝑚 > 1 respectively.
Evidently that 𝑓(𝑛; 0) = p0(𝑛) is a vanishing probability of the system at
the moment 𝑛 initiated by a single founder. This probability approaches
monotonously to a finite limit 𝑞 as 𝑛 → ∞, which is called the extinction
probability of the system, i.e. lim𝑛→∞ p0(𝑛) = 𝑞. Secondly, this proba-
bility is a smallest nonnegative root of the fixed-point equation 𝑓(𝑠) = 𝑠
on the domain of {𝑠 : 𝑠 ∈ [0, 1]}, therewith 𝑞 = 1 if 𝑚 ≤ 1 and 𝑞 < 1 if
𝑚 > 1. Moreover 𝑓(𝑛; 𝑠) → 𝑞 as 𝑛 → ∞ uniformly in 𝑠 ∈ [0, 𝑟] for any
𝑟 < 1; see [2, Ch.I, §§1–5]. Let the variable ℋ be the time of extinction of
the direct line of descendants of one individual. Then it can be written as
ℋ = min {𝑛 ∈ N : 𝑍(𝑛) = 0} provided that the system is initiated by single
individual-founder. The event {𝑛 < ℋ < 𝑘} means that the system survives
at moment 𝑛, but at the same time expects its death in the next 𝑘 steps.
The classical extinction theorem asserts that P𝑖 {ℋ <∞} = 𝑞𝑖.
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In this report, we observe an asymptotic properties of trajectories of
non-critical, 𝑚 ̸= 1, GWB system on the event {𝑛 < ℋ < 𝑘}. We use the
following conditioned probability measure:

P
ℋ(𝑛,𝑘)
𝑖 {·} := P𝑖 {·|𝑛 < ℋ < 𝑘} and P

ℋ(𝑛)
𝑖 {·} := P𝑖 {·|𝑛 < ℋ <∞}

for any 𝑛, 𝑘 ∈ N. The first function denotes the probability distribution of
the system awaiting its death in the last 𝑘 steps. The second one is the
probability distribution of a system that will survive at the current moment
but will eventually die.

2. Invariant measure

In this step we are interested in an invariant properties of the state space
𝒮 of GWB system. Recall that the set of nonnegative numbers{𝜇𝑘, 𝑘 ∈ N} is
called an invariant measure with respect to transition probabilities 𝑃𝑖𝑗(·), if
it satisfied to the functional equation 𝜇𝑗 =

∑︀
𝑖 𝜇𝑖𝑃𝑖𝑗(1). If

∑︀
𝑗 𝜇𝑗 <∞, then

it is called an invariant distribution. The monotone ratio limit property,
proved in [2, Ch.I, §7], asserts that

p𝑗(𝑛)

p1(𝑛)
↑ 𝜋𝑗 <∞ as 𝑛→∞, (2)

and an appropriate GF 𝒫(𝑠) :=
∑︀

𝑗∈𝒮 𝜋𝑗𝑠
𝑗 converges for 𝑠 ∈ [0, 1) and it

satisfies to the following Abel functional equation

𝒫 (𝑓(𝑛; 𝑠)) = 𝛽𝑛𝒫(𝑠) + 1− 𝛽𝑛

1− 𝛽
𝒫 (𝑝0) (3)

for all 𝑛 ∈ N, where 𝛽 = 𝑓 ′(𝑞). The equation (3) expresses the invari-
ance property of the numbers {𝜋𝑗 , 𝑗 ∈ 𝒮} defined in (2) with respect to the
transition probabilities 𝑃𝑖𝑗(·).

In what follows we consider the non-critical case, i.e. 𝑚 ̸= 1.

Remark 1. In [2, Ch.I, §7, Th 2] it was stated that the series
∑︀

𝑗∈𝒮 𝜋𝑗
converges if 𝑚 < 1 and diverges if 𝑚 > 1. However, the statement about
the divergence of

∑︀
𝑗∈𝒮 𝜋𝑗 in the case of 𝑚 > 1 is incorrect. Below we will

prove that
∑︀

𝑗∈𝒮 𝜋𝑗 converges without any assumption the case of 𝑚 > 1.

Theorem 1. If 𝑚 > 1 then the series
∑︀

𝑗∈𝒮 𝜋𝑗 converges.

Proof. We follow discussions of the proof in [2, Ch.I, §7, Th 2]
in which erroneous conclusions led to incorrect statements. First, putting
𝑠 = 1 in (3), we obtain that ∑︁

𝑗∈𝒮
𝜋𝑗 =

𝒫(𝑝0)
1− 𝛽

. (4)
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At the same time, equation (3) entails

𝛽𝑛𝜋𝑗 =
∑︁
𝑘∈𝒮

𝜋𝑘𝑃𝑘𝑗(𝑛)

for all 𝑛 ∈ N and 𝑗 ∈ 𝒮. Then, since 𝜋1 = 1, it follows from (3) that

𝛽𝑛 = 𝛽𝑛𝜋1 =
∑︁
𝑘∈𝒮

𝜋𝑘𝑃𝑘1(𝑛) =
∑︁
𝑘∈𝒮

𝜋𝑘𝑘p
𝑘−1
0 (𝑛)p1(𝑛)

≥ p1(𝑛)

p0(𝑛)

∑︁
𝑘∈𝒮

𝜋𝑘p
𝑘
0(𝑛) =

p1(𝑛)

p0(𝑛)
𝒫 (p0(𝑛)) .

Therefore

𝒫 (p0(𝑛)) ≤
p0(𝑛)

p1(𝑛)
𝛽𝑛 (5)

for all 𝑛 ∈ N. In particular, p𝑗(1) = 𝑝𝑗 , and therefore, combining (4) and
(5) we obtain that ∑︁

𝑗∈𝒮
𝜋𝑗 ≤

𝑝0
𝑝1

𝛽

1− 𝛽
<∞.

The theorem is proved.

Remark 2. Recently, in [4] it was proved that if 𝑓 ′′(1−) < ∞ for
𝑚 < 1, then the GF 𝒫(𝑠) converges for all 𝑠 ∈ [0, 1)∖{𝑞} and

𝒫(𝑠) = 𝑞2

𝒦2
𝑞

(︁
𝒦𝑞 −𝒜𝑞(𝑠)

)︁
, (6)

where 𝒦𝑞 is the extended Kolmogorov constant and

1

𝒜𝑞(𝑠)
=

1

𝑞 − 𝑠
+

𝑓 ′′(𝑞)

2𝛽 (1− 𝛽)
.

Relation (6) implies that
∑︀

𝑗∈𝒮 𝜋𝑗 <∞.

Another invariant distribution can be constructed follows. If 𝑝1 > 0 and
𝑞 > 0, then for all 𝑗 ∈ 𝒮 and 𝑘 ∈ N

𝜈𝑗(𝑘) := lim
𝑛→∞

Pℋ(𝑛+𝑘){𝑍(𝑛) = 𝑗} = 𝑞𝑗 − 𝑓 𝑗(𝑘; 0)
𝛽𝑘
∑︀

𝑘∈𝒮 𝜋𝑘𝑞
𝑘
𝜋𝑗 (7)

is a probability function. For 𝜈𝑗 := 𝜈𝑗(0), the GF 𝒱(𝑠) :=
∑︀

𝑗∈𝒮 𝜈𝑗𝑠
𝑗 has

the form of 𝒱(𝑠) = 𝒫(𝑞𝑠)/𝒫(𝑞); see [2, Ch.I, §8,§14].
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Theorem 2. The set of numbers {𝜈𝑗(𝑘), 𝑗 ∈ 𝒮} forms an invariant
distribution with respect to the probabilities 𝑃𝑖𝑗(·), and for an appropriate
GF 𝒱𝑘(𝑠) :=

∑︀
𝑗∈𝒮 𝜈𝑗(𝑘)𝑠

𝑗 the following relation holds:

𝛽𝑘𝒱𝑘(𝑠) = 𝒱(𝑠)− 𝒱
(︂
p0(𝑘)

𝑞
𝑠

)︂
, (8)

where 𝒱(𝑠) =
∑︀

𝑗∈𝒮 𝜈𝑗𝑠
𝑗 . If 𝑓 ′′(1−) <∞ for 𝑚 < 1, then

𝒱(𝑠) = 𝑠

1 + (1− 𝑠)𝑞𝛾𝑞
(9)

and 𝛾𝑞 = 𝑓 ′′(𝑞)/2𝛽 (1− 𝛽).
Proof. Consider

𝒱𝑘(𝑛; 𝑠) :=
∑︁
𝑗∈𝒮

Pℋ(𝑛+𝑘){𝑍(𝑛) = 𝑗}𝑠𝑗

and denoting 𝑓𝑞(𝑠) := 𝑓(𝑞𝑠)/𝑞, we rewrite

𝒱𝑘(𝑛; 𝑠) =
𝑓(𝑛+ 𝑘, 𝑞𝑠)− 𝑓(𝑛+ 𝑘, 0)

𝑞 − 𝑓(𝑛+ 𝑘, 0)

= 1− 𝒢 (𝑛; 𝑓𝑞(𝑘, 𝑠))
1− 𝑓𝑞(𝑛, 0)

1− 𝑓𝑞(𝑛+ 𝑘, 0)
,

where 𝒢(𝑛;𝑥) = [1− 𝑓𝑞(𝑛, 𝑥)] /[1− 𝑓𝑞(𝑛, 0)] and 𝑓𝑞(𝑛, 𝑠) is the 𝑛-fold itera-
tion of 𝑓𝑞(𝑠). We note that 𝑓 ′𝑞(1) = 𝛽< 1, i.e. 𝑓𝑞(𝑠) is the GF of subcritical
GW system. From the arguments in [2, Ch.I, §8, Th 1] it follows that there
exists a limit function 𝒢(𝑥) := lim

𝑛→∞
𝒢(𝑛;𝑥) such that 𝒢(𝑓(𝑥)) = 𝛽𝒢(𝑥),

iteration of this produces

𝒢(𝑓𝑞(𝑘, 𝑠)) = 𝛽𝑘𝒢(𝑥). (10)

On the other hand, it is easy to check that

1− 𝑓𝑞(𝑛, 0)
1− 𝑓𝑞(𝑛+ 𝑘, 0)

−→ 1

𝛽𝑘
as 𝑛→∞.

Then

𝒱𝑘(𝑠) = lim
𝑛→∞

𝒱𝑘(𝑛; 𝑠) = 1− 𝒢 (𝑓𝑞(𝑘, 𝑠))
1

𝛽𝑘
. (11)
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A combination of (10) and (11) implies 𝒱𝑘(𝑠) = 1 − 𝒢(𝑠) and hence
𝒱𝑘(𝑓𝑞(𝑠)) = 1− 𝛽𝒢(𝑠). This leads to the Schröder functional equation

1− 𝒱𝑘(𝑓𝑞(𝑠)) = 𝛽 · (1− 𝒱𝑘(𝑠)), (12)

which expresses the invariance property of the limiting-measure {𝜈𝑗(𝑘), 𝑗 ∈ 𝒮}
with respect to the probabilities 𝑃𝑖𝑗(·). Setting now 𝑠 = 1 in (12), we im-
mediately obtain that

∑︀
𝑗∈𝒮 𝜈𝑗(𝑘) = 1.

To prove (8), we rewrite (7) as follows:

𝜈𝑗(𝑘) =
𝜈𝑗
𝛽𝑘

[︃
1− p𝑗0(𝑘)

𝑞𝑗

]︃
. (13)

where 𝜈𝑗 = 𝜋𝑗𝑞
𝑗
⧸︀∑︀

𝑘∈𝒮 𝜋𝑘𝑞
𝑘 Multiplying both sides of equality (13) by 𝑠𝑗

and summing over 𝑗 ∈ 𝒮, we obtain equation (8), where 𝒱(𝑠) =
∑︀

𝑗∈𝒮 𝜈𝑗𝑠
𝑗 .

The form of (9) is in [4].

Since the event {𝑛 < ℋ < 𝑛+ 𝑘} is complementary to {𝑛+ 𝑘 < ℋ <∞},
the following result is a logical continuation of the construction of the in-
variant distribution {𝜈𝑗(𝑘), 𝑗 ∈ 𝒮} mentioned above.

Theorem 3. There exists 𝜎𝑗(𝑘) := lim
𝑛→∞

Pℋ(𝑛,𝑛+𝑘) {𝑍𝑛 = 𝑗} and

𝜎𝑗(𝑘) =
𝜋𝑗p

𝑗
0(𝑘)∑︀

𝑖∈𝒮 𝜋𝑖p
𝑖
0(𝑘)

.

An appropriate GF 𝒞𝑘(𝑠) :=
∑︀

𝑗∈𝒮 𝜎𝑗(𝑘)𝑠
𝑗 has the form of

𝒞𝑘(𝑠) =
𝒫 (p0(𝑘)𝑠)

𝒫 (p0(𝑘))

for any 𝑘 ∈ N. Moreover, 𝒞𝑘(𝑠)→ 𝒱(𝑠) as 𝑘 →∞.

3. Conclusion

The paper considers discrete-time Galton-Watson branching systems.
We study the asymptotic behavior of the transition probabilities of these
systems. We observe the properties of the population size distribution in the
system on positive trajectories. One of the interesting results of this paper
is Theorem 1, which corrects an error missed in the classical monograph by
K.Athreya and P.Ney [2, Ch.I, §7, Th 2]. Recall that in this monograph the
statement of the above-mentioned theorem was confirmed incorrectly.
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2. Athreya K. B. and Ney P. E. Branching processes. Springer, New York, 1972.

3. Harris T. E. The theory of branching processes. Springer-Verlag, Berlin, 1963.

4. Imomov A. A. and Murtazaev M. Renewed Limit Theorems for Non-
critical Galton-Watson Branching Systems. J Theor. Probab., 2024,
https://doi.org/10.1007/s10959-024-01330-8.

5. Jagers P. Branching Processes with Biological applications, JW & Sons, Pit-
man Press, UK. 1975.

6. Karpenko A. V. and Nagaev S. V. Limit theorems for the total number of
descendents for the Galton-Watson branching process. Theory Probab. Appl.,
1994. Vol. 38. P. 433–455.

7. Kennedy D. P. The Galton-Watson process conditioned on the total progeny.
Jour. Appl. Prob., 1975, Vol. 12. P. 800–806.

8. Sevastyanov B. A. Branching processes. Nauka, Moscow. (Russian)

Azam A. Imomov — Doctor of Sciences, Head of Department, Mathematics
and Computer Sciences faculty. E-mail: imomov azam@mail.ru

Yorqinoy Ibrohimova — post-doctoral student, Mathematics and Computer

Sciences faculty. E-mail: yorqinoyibrohimova2@gmail.com



ITMM – 2024

𝑝-ADIC QUASI GIBBS MEASURES FOR THE
FOUR STATES 𝑝-ADIC SOS MODEL ON THE

CAYLEY TREE OF ORDER TWO

M. Rahmatullaev1,2, O. Axmedov3

1 V.I.Romanovskiy Institute of Mathematics, Tashkent, Uzbekistan
2 Namangan State University, Namangan, Uzbekistan

3 Ferghana State University, Ferghana, Uzbekistan

In the present paper, we consider a for the four states 𝑝-adic SOS
model on a Cayley tree of order two. The existence of translation-
invariant and 𝐺

(2)
2 -periodic 𝑝-adic quasi Gibbs measures of this

model is investigated. Moreover, the boundedness of such kinds
of measures is established, which yields the occurrence of a phase
transition. Keywords: 𝑝-adic numbers, 𝑝-adic SOS model, quasi
Gibbs measure, phase transition.

Introduction

The SOS (solid-on-solid) model can be considered as a generalization
of the Ising model [1] or a less symmetric variant of the Potts model [2]. In
[3] the SOS model on the cubic lattice Z𝑑 was studied and it was shown that
the phase transition depends on the number of spin values. In [4], the SOS
model on the Cayley tree was studied. In [5] the SOS model on the lattice
Z𝑑 with an external field was studied and conditions for the occurrence of
phase transitions were found.

In this paper, we studied 𝑝-adic SOS models with four states on a Cay-
ley tree of order two. If 𝑝 ≡ 1(mod 4), then for the 𝑝-adic SOS model with
four states on a Cayley tree of order two, there exist translation-invariant
(TI) and 𝐺2

2-periodic 𝑝-adic quasi-Gibbs measures. Because the phase tran-
sition happens when there are at least two unique measures, one of which
is bounded and the other is unbounded, we investigate the boundedness of
the obtained measures.

1. 𝑝-adic number

Let Q be the field of rational numbers. For a fixed prime number 𝑝,
every rational number 𝑥 ̸= 0 can be represented in the form 𝑥 = 𝑝𝑟 𝑛

𝑚 ,
where, 𝑟, 𝑛 ∈ Z, 𝑚 ∈ N and 𝑛 and 𝑚 are relatively prime with 𝑝: (𝑝, 𝑛) =
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1, (𝑝,𝑚) = 1. The 𝑝-adic norm of 𝑥 is given by

|𝑥|𝑝=

{︃
𝑝−𝑟, 𝑥 ̸= 0,

0, 𝑥 = 0.

This norm is non-Archimedean and satisfies the strong triangle in-
equality

|𝑥+ 𝑦|𝑝≤ max{|𝑥|𝑝, |𝑦|𝑝}, ∀𝑥, 𝑦 ∈ Q.
The completion of Q with respect to the 𝑝-adic norm defines the 𝑝-adic

field Q𝑝. The elements of the 𝑝-adic field Q𝑝 are called 𝑝-adic numbers.
Any 𝑝-adic number 𝑥 ̸= 0 can be uniquely represented in the canonical

form
𝑥 = 𝑝𝛾(𝑥)(𝑥0 + 𝑥1𝑝+ 𝑥2𝑝

2 + ...)

where 𝛾(𝑥) ∈ Z and the integers 𝑥𝑗 satisfy that 𝑥0 ̸= 0, 𝑥𝑗 ∈ {0, 1, ..., 𝑝−1},
𝑗 ∈ N.

In this case |𝑥|𝑝= 𝑝−𝛾(𝑥).
For 𝑎 ∈ Q𝑝 and 𝑟 > 0 we denote

𝐵(𝑎, 𝑟) = {𝑥 ∈ Q𝑝 : |𝑥− 𝑎|𝑝< 𝑟}.

𝑝-adic exponential is defined by

exp𝑝(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛!
,

which converges for 𝑥 ∈ 𝐵
(︀
0, 𝑝−1/(𝑝−1)

)︀
. Denote

ℰ𝑝 =
{︁
𝑥 ∈ Q𝑝 : |𝑥− 1|𝑝< 𝑝−1/(𝑝−1)

}︁
= 𝐵(1, 𝑝−1/(𝑝−1))

(see [8]).

2. Cayley tree

The Cayley tree Γ𝑘 (See [6],[7]) of order 𝑘 ≥ 1 is an infinite tree,
i.e., a graph without cycles, from each vertex of which exactly 𝑘 + 1 edges
issue. Let Γ𝑘 = (𝑉,𝐿, 𝑖), where 𝑉 is the set of vertices of Γ𝑘, 𝐿 is the set
of edges of Γ𝑘 and 𝑖 is the incidence function associating each edge 𝑙 ∈ 𝐿
with its endpoints 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 . If 𝑖(𝑙) = {𝑥, 𝑦}, then 𝑥 and 𝑦 are called nearest
neighboring vertices, and we write 𝑙 = ⟨𝑥, 𝑦⟩.

It is known (see [8]) that there exists a one-to-one correspondence
between the set 𝑉 of vertices of the Cayley tree of order 𝑘 ≥ 1 and the
group 𝐺𝑘 of the free products of 𝑘 + 1 cyclic groups {𝑒, 𝑎𝑖}, 𝑖 = 1, ..., 𝑘 + 1
of the second order (i.e. 𝑎2𝑖 = 𝑒, 𝑎−1𝑖 = 𝑎𝑖) with generators 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑘+1.

We denote by 𝑆(𝑥) the set of direct successors of 𝑥 ∈ 𝐺𝑘.
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3. The model

Let Q𝑝 be the field of 𝑝-adic numbers and Φ be a finite set. A config-
uration 𝜎 on a set 𝐴 ⊂ 𝑉 is defined as a function assigning each 𝑥 ∈ 𝐴 a
value 𝜎(𝑥) ∈ Φ. Let Ω𝐴 denote the set of all configurations on 𝐴 and let Ω
denote the set Ω𝑉 . We consider the 𝑝-adic SOS model on the Cayley tree,
where spins take values from the set Φ := {0, 1, 2, . . . ,𝑚}, 𝑚 ≥ 2.

The Hamiltonian of the 𝑝-adic SOS model on Ω𝑉𝑛
is given by (see [9]):

𝐻𝑛(𝜎) = 𝐽
∑︁

⟨𝑥,𝑦⟩∈𝐿𝑛

|𝜎(𝑥)− 𝜎(𝑦)|∞, 𝜎 ∈ Ω𝑉𝑛
, (1)

where 𝐽 ∈ 𝐵(0, 𝑝−1/(𝑝−1)) is the coupling constant, 𝐿𝑛 is the set of edges
in 𝑉𝑛, and |·|∞ denotes the usual absolute value.

4. The compatibility condition

Let 𝑧 : 𝑥 ↦→ 𝑧𝑥 = (𝑧0,𝑥, 𝑧1,𝑥, 𝑧2,𝑥, ..., 𝑧𝑚,𝑥) ∈ Q𝑚+1
𝑝 , and the 𝑝-adic

quasi Gibbs measure 𝜇 : Ω→ Q𝑝 is defined as:

𝜇
(𝑛)
𝑧 (𝜎) = 𝑍−1𝑛,𝑧 exp𝑝{𝐻𝑛(𝜎)}

∏︁
𝑥∈𝑊𝑛

𝑧𝜎(𝑥),𝑥, (2)

where 𝑥 ∈ 𝑉 ∖ {𝑥0}, 𝜎 ∈ Ω𝑉𝑛
, 𝑛 ∈ N, and 𝑍𝑛,𝑧 is the corresponding partition

function, i.e.,

𝑍𝑛,𝑧 =
∑︁

𝜔∈Ω𝑉𝑛

exp𝑝{𝐻𝑛(𝜔)}
∏︁

𝑥∈𝑊𝑛

𝑧𝜎(𝑥),𝑥. (3)

Note that if 𝑧𝜎(𝑥),𝑥 ∈ ℰ𝑝 for any 𝑥 ∈ 𝑉 , then the quasi Gibbs measure
coincides with the 𝑝-adic Gibbs measure.

Let for 𝑝-adic distributions (2) the compatibility condition holds for
all 𝑛 ≥ 1 and 𝜎𝑛−1 ∈ Φ𝑉𝑛−1 :∑︁

𝜔𝑛∈Ω𝑊𝑛

𝜇
(𝑛)
𝑧 (𝜎𝑛−1 ∨ 𝜔𝑛) = 𝜇

(𝑛−1)
𝑧 (𝜎𝑛−1), (4)

then from the non-Archimedean 𝑝-adic analogue of Kolmogorov’s theorem
in Ω, there exists a unique limiting measure 𝜇𝑧 satisfying condition (4),
where 𝜎𝑛−1 ∨ 𝜔𝑛 ∈ Ω𝑉𝑛

is the union of configurations and is defined as
follows:

(𝜎𝑛−1 ∨ 𝜔(𝑛))(𝑥) =

{︂
𝜎𝑛−1(𝑥), if 𝑥 ∈ 𝑉𝑛−1,
𝜔(𝑛)(𝑥), if 𝑥 ∈𝑊𝑛.

The following theorem expresses the requirement on function 𝑧 that the
distributions 𝜇(𝑛)(𝜎𝑛) hold the compatibility conditions.
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Theorem 1. The 𝑝-adic probability distributions 𝜇
(𝑛)
𝑧 (𝜎𝑛), which are

defined by (2) are compatible if and only if for any 𝑥 ∈ 𝑉 ∖{𝑥0} the following
system of equations holds (see [9]):

𝑧𝑖,𝑥 =
∏︁

𝑦∈𝑆(𝑥)

∑︀𝑚−1
𝑗=0 𝜃|𝑖−𝑗|∞𝑧𝑗,𝑦 + 𝜃𝑚−𝑖∑︀𝑚−1

𝑗=0 𝜃𝑚−𝑗𝑧𝑗,𝑦 + 1
, 𝑖 = 0, 1, ...,𝑚− 1, (5)

here 𝜃 = exp𝑝(𝐽) and 𝑧𝑖,𝑥 = 𝑧𝑖,𝑥/𝑧𝑚,𝑥, 𝑖 = 0, 1, ...,𝑚− 1.

In this case, by the 𝑝-adic analogue of the Kolmogorov theorem there
exists a unique 𝑝-adic quasi Gibbs measure 𝜇𝑧 on the set Ω such that

𝜇𝑧 ({𝜎|𝑉𝑛
≡ 𝜎𝑛}) = 𝜇

(𝑛)
𝑧 (𝜎𝑛) for all 𝑛 and 𝜎𝑛 ∈ Ω𝑉𝑛

(see [2]).
The set of all 𝑝-adic quasi Gibbs measures associated with functions

z = z𝑥, 𝑥 ∈ 𝑉 is denoted by 𝒬𝒢(𝐻).

Definition 1. A phase transition is said to occur if there exist at
least two different 𝑝-adic quasi Gibbs measures 𝜇, 𝜈 ∈ 𝒬𝒢(𝐻) such that 𝜇 is
bounded and 𝜈 is unbounded. In other words, two different functions 𝑠 and
ℎ may be found defined on N, for which corresponding measures 𝜇𝑠 and 𝜇ℎ

exist; one of these measures is bounded, while the other is unbounded (See
[10]).

Namely, for any collection of functions satisfying the functional equation
(5) there exists a unique quasi Gibbs measure, the correspondence being
one-to-one.

Let 𝐺𝑘/𝐺
*
𝑘 = {𝐻1, ...,𝐻𝑟} be a factor group, where 𝐺*𝑘 is a normal

subgroup of index 𝑟 ≥ 1.

Definition 2. Let 𝐺*𝑘 be a subgroup of 𝐺𝑘. A collection of vectors
𝑧 = {𝑧𝑥 ∈ 𝑅𝑚 : 𝑥 ∈ 𝐺𝑘} is said to be 𝐺*𝑘-𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑐, if 𝑧𝑦𝑥 = 𝑧𝑥 for all 𝑥 ∈ 𝐺𝑘

and 𝑦 ∈ 𝐺*𝑘. A 𝐺𝑘-periodic collections is said to be translation-invariant.

Definition 3. A Gibbs measure is called 𝐺*𝑘-𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑐 (translation-
invariant), if it corresponds to 𝐺*𝑘-𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑐 (translation-invariant) collec-
tion ℎ.

5. The main results

Let 𝐺
(2)
𝑘 be the subgroup in 𝐺𝑘 consisting of all words of even length.

Clearly, 𝐺
(2)
𝑘 is a subgroup of index 2.
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Theorem 2. If 𝑝 ≡ 1(mod 4), then for the four states 𝑝-adic SOS
model on the Cayley tree of order two, there are at least three translation-
invariant quasi Gibbs measures.

Theorem 3. If 𝑝 ≡ 1(mod 4), then for the four states 𝑝-adic SOS

model on the Cayley tree of order two, there are at least two 𝐺
(2)
2 -periodic

quasi Gibbs measures.

Theorem 4. If 𝑝 ≡ 1(mod 4), a phase transition occurs for the four
states p-adic SOS model on a Cayley tree of order two.

6. Conclusion

In conclusion, if 𝑝 ≡ 1 (mod 4), then the four-state 𝑝-adic SOS model

on the Cayley tree of order two has translation-invariant and 𝐺
(2)
2 -periodic

quasi-Gibbs measures. The existence of a phase transition has been deter-
mined.

In [4], the existence of a phase transition was determined for 𝑚 = 2,
𝑘 = 2, and 𝑝 = 3. In our case, we have identified the conditions under
which a phase transition occurs for 𝑚 = 3, 𝑘 = 2 and 𝑝 ≡ 1(mod 4).

All the results obtained in Section 5 are new results.
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The paper discusses the continuous-time Markov Branching System.
We deal only with the noncritical case. The primary task of this
paper is to extend to the continuous case our recent result, which
explicitly calculates the famous constant in the theory of subcritical
Galton-Watson branching systems, announced by Kolmogorov in
1938. We demonstrate the rate of convergence to the Kolmogorov
constant for the continuous-time Markov Branching System. This
result contributes to determining the approximation rate in several
classical limit theorems of the theory of Markov Branching Systems.
Keywords: Markov Branching System, Markov chain, extinction
time, Kolmogorov constant, slowly varying functions.

1. Background and purpose

The branching stochastic models describe an evolution of the population
size of the reproductive individuals system. These models most clearly
illustrate numerous stochastic phenomena occurring both in nature and in
human activity. The simple Galton-Watson model, originally evolved as
a family survival model in the second half of the 19th century, today has
numerous generalizations and modifications; see [1], [2], [3] [8].

The advanced current standing of the modern theory of stochastic
branching systems has achieved largely due to its compatibility with the
theory of slowly varying functions. The conception of slow variation or,
more general, regular variation, was first initiated by the famous Serbian
mathematician Jovan Karamata in the early 30s of the XX century; see, for
instance, [4], [5] and [11]. The integration of these two theories began with
the publication of the excellent work of Zolotarev [14].

Recall that real-valued, positive and measurable function ℓ(𝑥) is said to
be slowly varying (SV) at infinity, in the sense of Karamata, if ℓ(𝜆𝑥)/ℓ(𝑥)→
1 as 𝑥 → ∞ for each 𝜆 > 0. The SV property can be defined at any finite
point by shifting the origin of the function to this point. In what follows, we
use the symbol 𝒮𝒱𝛼 to denote the class of Karamata SV-functions at point
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𝛼. The Representation Theorem [11] asserts that each function ℓ(·) ∈ 𝒮𝒱∞
may be written in the form

ℓ(𝑥) = 𝑐(𝑥) exp

(︂∫︁ 𝑥

𝑎

𝜀(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢

)︂
(1)

for some 𝑎 > 0, where 𝑐(𝑥) has a finite positive limit, 𝑐(𝑥) → 𝑐 > 0, the
function 𝜀(𝑥) is a continuous called the SV index, such that 𝜀(𝑥) → 0 as
𝑥→∞. In a special case, ℓ(·) is said to be normalised if 𝑐(𝑥) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Any
SV-function is associated with an appropriate regular varying function. A
function 𝑅(𝑥) is called regularly varying at infinity with index 𝛿, if it can be
expressed as 𝑅(𝑥) = 𝑥𝛿𝐿(𝑥) for some ℓ(·) ∈ 𝒮𝒱∞. Then 𝑅(𝜆𝑥)/𝑅(𝑥)→ 𝜆𝛿

as 𝑥→∞ for each 𝜆 > 0; see also, [4] and [11] for more information.
In this paper we are interested in the application of SV-functions to

enhance and generalize some classical limit results in the theory of stochas-
tic continuous-time Markov Branching system. The states of the system
are determined by the number of individuals and its growth occurs on
a continuous-time axis 𝒯 := [0,+∞) according to the following random
mechanism. The individuals undergo transformations in accordance with
the branching rates {𝑎𝑘, 𝑘 ∈ N0}, where N0 = {0} ∪ N and N is a set of
natural numbers.

Denoting by 𝑍(𝑡) the population size at time 𝑡 ∈ 𝒯 , we have
a homogeneous-continuous-time Markov Branching (MB) system with
branching rates {𝑎𝑘, 𝑘 ∈ N0}. The appropriate q-matrix Q = {𝑞𝑖𝑗} of the
system {𝑍(𝑡), 𝑡 ∈ 𝒯 } is given as follows:

𝑞𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑖𝑎𝑗−𝑖+1 if 𝑗 ≥ 𝑖 ≥ 0,

𝑖𝑎0 if 𝑗 = 𝑖− 1,

0 otherwise.

(2)

This in essence regulates the further evolution of the system; see [10].
Consider transition probabilities of the Markov chain {𝑍(𝑡), 𝑡 ∈ 𝒯 }

𝑃𝑖𝑗(𝑡) := P
{︁
𝑍(𝜏 + 𝑡) = 𝑗 | 𝑍(𝜏) = 𝑖

}︁
for any 𝜏 ∈ 𝒯 .

They are 𝑖-fold convolution of the distribution p𝑗(𝑡) := 𝑃1𝑗(𝑡). Define gen-
erating functions (GFs)

𝑓(𝑠) =
∑︁
𝑗∈N0

𝑎𝑗𝑠
𝑗 and 𝐹 (𝑡; 𝑠) :=

∑︁
𝑗∈N0

p𝑗(𝑡)𝑠
𝑗
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for 𝑠 ∈ [0, 1). An important fact is that the GFs 𝐹 (𝑡; 𝑠) and 𝑓(𝑠) are related
by the Kolmogorov backward equation 𝜕𝐹 (𝑡; 𝑠)/𝜕𝑡 = 𝑓 (𝐹 (𝑡; 𝑠)) which is
solvable under the boundary condition 𝐹 (0; 𝑠) = 𝑠; see [13].

If 𝑚 :=
∑︀

𝑗∈𝒮 𝑗𝑎𝑗 converges, then 𝑚 = 𝑓 ′(1−) is the average inten-
sity of the branching rate in the system, which determines an asymptotic
classification of the system trajectories. The MB system is divided into the
subcritical, critical and supercritical types, depending on 𝑚 < 0, 𝑚 = 0 and
𝑚 > 0 respectively. Letting 𝑞 be the extinction probability of the system
initiated by the one founder-individual, it is the smallest root of the equa-
tion 𝑓(𝑠) = 0 for 𝑠 ∈ [0, 1]. This probability also satisfies the fixed-point
equation 𝐹 (𝑡; 𝑠) = 𝑠 for all 𝑡 ∈ 𝒯 . We note, that always 𝑞 > 0 being that
𝑎0 > 0 by default. In what follows we consider the noncritical system, i.e.
𝑚 ̸= 0.

Let P{𝑍(𝑡) > 0} be the survival probability at time 𝑡 of the system
initiated by the single founder-individual. In the subcritical situation, one
of the classical problems is to study the asymptote of this probability. This
problem was first processed by Sevastyanov [12] in 1951. He proved that if
𝑓 ′′(1−) <∞, then the following asymptotic formula is valid:

P{𝑍(𝑡) > 0} ∼ 𝒦𝑒𝑚𝑡 as 𝑡→∞, (3)

where 𝒦 is some constant depending on a form of 𝑓(𝑠). In the discrete-
time case, the limiting coefficient 𝒦 is the famous Kolmogorov constant in
the theory of subcritical Galton-Watson branching systems, which has been
announced by Kolmogorov [9] in 1938. In the recent paper [6], the constant
in Galton-Watson case was calculated explicitly depending on the second
moment of the offspring law. By analogy with the Galton-Watson case, we
refer to 𝒦 in (3) as the Kolmogorov constant.

In this report we are purposed in an explicit-calculation analysis of the
constant 𝒦 in the asymptotic formula (3) and its extending to the supercrit-
ical case, depending on the moments of the branching rates of the system
under consideration.

2. Basic assumption and main results

Return to the MB system {𝑍(𝑡), 𝑡 ∈ 𝒯 }. Let U𝑞[0, 1) := {[0, 𝑞) ∪ (𝑞, 1)}
be a unit interval with a punctured point 𝑞. Taking 𝑅(𝑡; 𝑠) := 𝑞 − 𝐹 (𝑡; 𝑠), we
note that in the subcritical case 𝑞 = 1 and 𝑄(𝑡) := 𝑅(𝑡; 0) = P{𝑍(𝑡) > 0}
is the survival probability at time 𝑡 of the system initiated by the one
founder-individual. In this case, bypassing the second moment condition
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𝑓 ′′(1−) <∞, Zolotarev [14] proved that the existence of the integral

𝐼(𝑚) = −
∫︁ 1

0

𝑓(𝑢) +𝑚(1− 𝑢)
(1− 𝑢)𝑓(𝑢)

𝑑𝑢 (4)

is necessary and sufficient for validity of the asymptotic representation of
type (3) and the constant 𝒦 is related to 𝐼(𝑚) by the equality 𝐼(𝑚) = ln𝒦.
For convenience, we wrote the integral in (4) in a slightly different form. As
shown in [13], that the convergence of integral 𝐼(𝑚) is equivalent to that∑︁

𝑘∈𝒮

𝑎𝑘𝑘 ln 𝑘 <∞. (5)

Zolotarev’s result motivates us to think about extending the task he has
processed, to the noncritical situation. Define

𝒜𝑞(𝑡; 𝑠) :=
𝑅(𝑡; 𝑠)

𝛽𝑡

for 𝑠 ∈ U𝑞[0, 1), where 𝛽 = exp{𝑓 ′(𝑞)}. Let ℋ := min{𝑡 : 𝑍(𝑡) = 0} be
an extinction time of the genealogical tree of one founder-individual. The
classical extinction theorem implies that P{𝑡 < ℋ <∞|𝑍(𝑡) = 𝑗} = 𝑞𝑗 for
any 𝑡 ∈ 𝒯 . Taking this into account and using the total probability formula,
we obtain P{𝑡 < ℋ <∞} = 𝑞−𝐹 (𝑡; 0). So, 𝑄(𝑡) = 𝑅(𝑡; 0) = P{𝑡 < ℋ <∞}
is the bridled-survival probability of the genealogical tree of one founder-
individual in the noncritical situation. Let

𝒜𝑞(𝑡) := 𝒜𝑞(𝑡; 0) =
𝑄(𝑡)

𝛽𝑡
.

In [7] it was proved that

ln
𝒜𝑞(𝑡; 𝑠)

𝑞 − 𝑠
−→

∫︁ 𝑞

𝑠

𝑓(𝑢)− 𝑓 ′(𝑞)(𝑢− 𝑞)
𝑓(𝑢)(𝑢− 𝑞)

𝑑𝑢. (6)

In this case, the convergence of the integral in (6) is also equivalent
to Zolotarev’s condition (5). To verify this, we define the transformed
MB system {𝑍𝑞(𝑡)}, generated by the Harris-Sevastyanov transformation
𝑓𝑞(𝑠) = 𝑓(𝑞𝑠)/𝑞, provided that 𝑞 ̸= 0 for the supercritical case. It is easy to
see that {𝑍𝑞(𝑡)} is a subcritical system initiated by one founder-individual,
the branching rates of which is 𝜙𝑘 = 𝑎𝑘𝑞

𝑘−1 and 𝑓𝑞(𝑠) =
∑︀

𝑘∈𝒮 𝜙𝑘𝑠
𝑘. There-

fore the average intensity of the branching rate is 𝑓 ′𝑞(1−) = 𝑓 ′(𝑞) < 0. Next,
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letting 𝐹𝑞(𝑡; 𝑠) := E𝑠𝑍𝑞(𝑡), it immediately follows from the Kolmogorov back-
ward equation that 𝐹𝑞(𝑡; 𝑠) = 𝐹 (𝑡; 𝑞𝑠)/𝑞. Then E𝑍𝑞(𝑡) = 𝛽𝑡. Now, using
standard transformations, we write the integral in (6) in the form∫︁ 𝑠

1

𝑓𝑞(𝑢) + 𝑓 ′𝑞(1)(1− 𝑢)
(1− 𝑢)𝑓𝑞(𝑢)

𝑑𝑢. (7)

for 𝑠 ∈ [0, 1). Since 𝑞 ≤ 1 it follows from (5) that
∑︀

𝑘∈𝒮 𝜙𝑘𝑘 ln 𝑘 < ∞.
Then, in accordance with Zolotarev‘s conclusion, integral (7) converges.
So, Zolotarev’s condition (5) is sufficient for converging the integral on the
right-hand side of (6). Thus, since 𝑅(𝑡; 𝑞𝑠) = 𝑞𝑅𝑞(𝑡; 𝑠) it follows that 𝑄(𝑡) =
𝑞P{𝑍𝑞(𝑡) > 0} and hence, according to formula (3), we have

1

𝒜𝑞(𝑡)
=

E𝑍𝑞(𝑡)

P{𝑡 < ℋ <∞}
=

1

𝑞
E [𝑍𝑞(𝑡) | 𝑍𝑞(𝑡) > 0] −→ 1

𝑞𝒦
=:

1

𝒦𝑞

as 𝑡→∞. So 𝒦𝑞 can be interpreted as the coefficient of asymptotic equiv-
alence between the expectation E𝑍𝑞(𝑡) = 𝛽𝑡 of the population size and the
survival probability P{𝑍𝑞(𝑡) > 0} of the transformed subcritical MB system
generated by the Harris-Sevastyanov transformation 𝑓𝑞(𝑠). By analogy with
the discrete-time case we refer to 𝒦𝑞 as the extended Kolmogorov constant;
see [6]. Further, since 𝑓𝑞(𝑠) is a power series, in order for Zolotarev’s con-
dition (5) to be satisfied, it is necessary and sufficient that the integrand in
(7) for some 𝜈 > 0 has the form

𝑓𝑞(𝑠) + 𝑓 ′𝑞(1)(1− 𝑠)
(1− 𝑠)𝑓𝑞(𝑠)

= 𝒪 (1− 𝑠)𝜈−1 as 𝑠 ↑ 1 (8)

This necessity proposes considering the case when the Harris-Sevastyanov
transformation 𝑓𝑞(𝑠) to be admitted the following representation:

𝑓𝑞(𝑠) = |𝑓 ′𝑞(1)|(1− 𝑠) + (1− 𝑠)1+𝜈ℒ
(︂

1

1− 𝑠

)︂
, (9)

where ℒ(·) ∈ 𝒮𝒱∞ and we choose that 𝜈 ∈ (0, 1). This implies that 𝑓 ′′(1) =
∞ if 𝜈 < 1. The following moment assumption is related to condition (9):

𝑚 ̸= 0 and
∑︁
𝑘∈N

𝑘1+𝜈𝑎𝑘 <∞ for 𝜈 ∈ (0, 1). [A]

We state our main result in the following theorem.

Theorem 1. Let the condition (9) with [A] is satisfied. Then

𝒜𝑞(𝑡) =
𝑞

1 + 𝑞∆(𝑡)
, (10)
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where

∆(𝑡) =
1

|ln𝛽| 𝜈𝑞
LΔ (𝑡), (11)

and LΔ(·) ∈ 𝒮𝒱∞ such that LΔ (𝑡)/ℒ (𝛽−𝑡)→ 1 as 𝑡→∞.

3. Conclusion

The paper considers the continuous-time Markov Branching System. In
noncritical case, we state and prove an asymptotical expansion of bridled-
survival probabilities of the genealogical tree of one founder-individual. The
principal novelty of our result is explained by the fact that it contributes to
determine the approximation rate of convergence in several classical limit
theorems of the theory of noncritical Markov Branching Systems. In the
future, we intend to find an explicit form of the famous Kolmogorov constant
depending on the finite second-order branching rates moment.
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Maximum A Posteriori (MAP) inference in state observation models
is typically viewed as either decoding marginal MAP state estimates
or the joint MAP state sequence estimate. Instead, this paper ad-
dresses a novel yet fundamental MAP inference method denoted
as predecessor decoding. This method decodes the most probable
predecessors of a chosen initial state using only the marginal distri-
butions from a forward filtering pass. It has recently been shown
that MAP predecessor results exhibit joint MAP characteristics and
achieve superior error statistics over marginal MAP estimates. This
paper elaborates on the relationship and, more specifically, the dif-
ferences between marginal MAP, joint MAP, and MAP predeces-
sors. Keywords: state observation models, MAP inference, recur-
sive Bayesian inference.

1. Introduction

Dynamic systems are frequently abstracted into state observation mod-
els, which are utilized in various fields such as signal processing, navigation,
telecommunications, finance, and more [1]. Inference within state obser-
vation models is a well-researched area, encompassing both marginal and
Maximum A Posteriori (MAP) inference, applicable to models with either
discrete or continuous state spaces [2].

For instance, in discrete-state Hidden Markov Models (HMM), marginal
inference is performed by the forward-backward algorithm, while the Viterbi
algorithm addresses the joint MAP problem. However, discrete-state as well
as particle-based approaches, such as [3, 4], suffer form the curse of dimen-
sionality. In continuous-state models, efficient marginal inference techniques
have been discovered presuming Gaussian distributions [5, 1]. In such mod-
els the marginal means coincide with the joint MAP assignment [6]. Gaus-
sian assumptions can lead to relatively poor results, e.g., in dynamic systems
with nonlinear or non-Gaussian characteristics.

This work has been supported by the COMET-K2 Center of the Linz Center of
Mechatronics (LCM) funded by the Austrian federal government and the federal state of
Upper Austria.
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For example, consider an application designated to track the positions,
linear and angular velocities and accelerations, orientations, and possible
other features of a dynamically moving object indirectly observed through
measurements affected by multimodal noise. Instead of discretizing or over-
simplifying such systems to fit into a HMM, particle filter or Gaussian
model, more accurate approximations can be achieved using Gaussian mix-
tures. For such models, a MAP predecessor decoder was recently introduced
in [7], which results exhibit joint MAP characteristics, i.e., coherent state
estimates whose sequence is consistent with the presumed transition model.
Given that Gaussian mixtures can be used to approximate density functions
to an arbitrary degree, an appropriate decoder holds considerable potential
for a range of applications. In this paper, the relationship between MAP
predecessors and the classic MAP inference methods in state observation
models is discussed more generally without assuming specific distribution
models.

2. Marginal Inference in State Observation Models

For general state observation models the joint distribution of hidden
states 𝑥0:𝑇 and given observations 𝑜1:𝑇 factorizes into

𝑝(𝑥0:𝑇 ,𝑜1:𝑇 ) = 𝑝(𝑥0)
∏︁𝑇

𝑡=1
𝑝(𝑥𝑡 |𝑥𝑡−1) 𝑝(𝑜𝑡 |𝑥𝑡). (1)

Marginal inference in such models can be distinguished in predicting, filter-
ing and smoothing, which refer to computing the marginal distributions

𝑝(𝑥𝑡 |𝑜1:𝑠) ≡

⎧⎪⎨⎪⎩
predicting ⇐⇒ 𝑠 < 𝑡

filtering ⇐⇒ 𝑠 = 𝑡

smoothing ⇐⇒ 𝑠 > 𝑡

. (2)

The marginals can be inferred by marginalization of the joint posterior, or
recursively based on the factors in (1) thereby exploiting independencies
among the random variables of a state observation model. In most cases,
only the latter option is feasible. Note that there are two fundamentally
different approaches when inferring the smoothing marginals, based on a
recursive or fixed-lag factorization or on a non-recursive two-filter factor-
ization of 𝑝(𝑥𝑡 |𝑜1:𝑇 ). Both apply a form of forward/backward-principle,
i.e., fixed-lag smoothing implements forward-filtering/backward-smoothing
while a two-filter smoother performs forward-filtering/backward-filtering.
The formulas for the marginals referenced in (2) can for instance be found
in [8], which also includes their derivations.
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3. Marginal MAP and Joint MAP Inference

MAP inference is traditionally performed either by maximizing the
marginals or the joint posterior

←→𝑥 𝑡 := argmax𝑥𝑡
𝑝(𝑥𝑡 |𝑜1:𝑇 ) ∀𝑡, (3)̂︀𝑥0:𝑇 := argmax𝑥0:𝑇
𝑝(𝑥0:𝑇 |𝑜1:𝑇 ). (4)

Figure 1 and 2 illustrate exemplary distributions and their marginal and
joint MAP assignments within the model graph. Computing←→𝑥 𝑡 and ̂︀𝑥0:𝑇 is
also denoted posterior decoding and sequence decoding, respectively. While
posterior decoding can be reduced to marginal inference and mode-finding,
decoding the joint assignment ̂︀𝑥0:𝑇 presents a greater challenge in state
observation models. To our knowledge, analytic solutions are limited to
special cases, such as discrete-state and Gaussian models [4, 6].

. . . ←→𝑥 𝑡−1
←→𝑥 𝑡

←→𝑥 𝑡+1 . . .

. . . 𝑜𝑡−1 𝑜𝑡 𝑜𝑡+1 . . .

Figure 1. Model graph with incoherent marginal MAP assignments (dots).

. . . ̂︀𝑥𝑡−1 ̂︀𝑥𝑡 ̂︀𝑥𝑡+1 . . .

. . . 𝑜𝑡−1 𝑜𝑡 𝑜𝑡+1 . . .

Figure 2. Model graph with coherent joint MAP assignments (dashed).

4. MAP Predecessors

Contrary to the traditional inference methods from section 3, this section
is concerned with MAP predecessors.

Definition 1. The MAP predecessor of a given 𝑥⋆
𝑡+1 w.r.t. 𝑜1:𝑡 is

⇀
𝑥𝑡 := argmax𝑥𝑡

𝑝(𝑥𝑡 |𝑥⋆
𝑡+1,𝑜1:𝑡). (5)
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. . . 𝑥𝑡−1
⇀
𝑥𝑡

⇀
𝑥𝑡+1 . . . 𝑥⋆

𝑇

. . . 𝑜𝑡−1 𝑜𝑡 𝑜𝑡+1 . . . 𝑜𝑇

Figure 3. Predecessor decoding of
⇀
𝑥𝑡 given 𝑜1:𝑡 and

⇀
𝑥𝑡+1.

We are interested in inferring the MAP predecessors iteratively, i.e, the
given state for which the MAP predecessor is to be inferred is 𝑥⋆

𝑡+1 :=
⇀
𝑥𝑡+1.

In this manner, and as illustrated in Figure 3, we recursively obtain a MAP
predecessor sequences

⇀
𝑥0:𝑇 , where only the initial 𝑥⋆

𝑇 is specified explicitly.

Lemma 1. The MAP predecessor can be inferred recursively via

⇀
𝑥𝑡 = argmax𝑥𝑡

𝑝(𝑥𝑡 |𝑜1:𝑡) 𝑝(
⇀
𝑥𝑡+1 |𝑥𝑡). (6)

Proof. By Bayes’ theorem the distributions in (5) and (6)
are proportional, differing only by scalar factor 𝑝(

⇀
𝑥𝑡+1 |𝑜1:𝑡), i.e.,

𝑝(𝑥𝑡 |
⇀
𝑥𝑡+1,𝑜1:𝑡) 𝑝(

⇀
𝑥𝑡+1 |𝑜1:𝑡) = 𝑝(𝑥𝑡 |𝑜1:𝑡) 𝑝(

⇀
𝑥𝑡+1 |𝑥𝑡).

By induction on (6) a predecessor sequence
⇀
𝑥0:𝑇 is obtained based on the

filtering marginals, the most likely transitions, and where the initialization
⇀
𝑥𝑇 can be chosen freely. In an application, the initialization would typically
be a point of interest where one aims to identify a probable sequence of
preceding states with regard to a given sequence of observations.

Note that
⇀
𝑥𝑡 equivalently maximizes 𝑝(𝑥𝑡,

⇀
𝑥𝑡+1 |𝑜1:𝑡) and by conditional

independence (or Bayes-Ball) also 𝑝(𝑥𝑡,
⇀
𝑥𝑡+1:𝑇 |𝑜1:𝑇 ). With regard to the

joint posterior 𝑝(𝑥0:𝑇 | 𝑜1:𝑇 ), note that

←→𝑥 𝑡 = argmax𝑥𝑡

∫︁
𝑝(𝑥0:𝑡−1,𝑥𝑡,𝑥𝑡+1:𝑇 | 𝑜1:𝑇 )𝑑𝑥−𝑡, (7)

⇀
𝑥𝑡 = argmax𝑥𝑡

∫︁
𝑝(𝑥0:𝑡−1,𝑥𝑡,

⇀
𝑥𝑡+1:𝑇 | 𝑜1:𝑇 )𝑑𝑥0:𝑡−1, (8)

̂︀𝑥𝑡 = argmax𝑥𝑡
𝑝(̂︀𝑥0:𝑡−1,𝑥𝑡, ̂︀𝑥𝑡+1:𝑇 | 𝑜1:𝑇 ). (9)

The problem with marginal MAP (7) is that ←→𝑥 0:𝑇 can contain implausible
or zero transitions, while MAP predecessor decoding (8) yields coherent
sequences

⇀
𝑥0:𝑇 as demonstrated in [7]. The joint MAP assignment ̂︀𝑥0:𝑇

in (9) is also coherent but hard to compute for general models [4, 2].
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5. Conclusion

We elaborate on a novel MAP inference method, denoted predecessor
decoding, distinguishing it from conventional inference methods used in
discrete-time state observation models. Similar to marginal MAP, prede-
cessor decoding is performed by maximizing marginal distributions, yet the
sequence of predecessors is coherent, a characteristic akin to joint MAP. This
is achieved by inferring the predecessors recursively where each marginal is
conditioned on the previous result. Beyond an initialization, which can be
chosen freely, MAP predecessor decoding only requires the distributions en-
countered in forward filtering, thus its applicability is inherent wherever a
forward filter is already in use.
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In this report a Generalized Finite Difference Method (GFDM)
based on the least squares method is presented and discussed in
order to solve the time-dependent Schrödinger equation. In this
truly meshfree formulation, the approximation of the field variables
depends on both the governing equations and the local problem
discretization. It is applied for the modelling of three benchmark
examples, whose numerical results suggest that the proposed mesh-
free formulation is feasible and promising for solving problems gov-
erned by the time-dependent Schrödinger equation. Keywords:
Schrödinger equation, meshfree method, GFDM.

Introduction

There have been several methods that were developed or have evolved
in the last few years with the objective of solving linear and non-linear
Partial Differentinal Equations (PDEs). The main problem of solving these
types of equations is to solve the spatial part, specially when the spatial
domain is evolving through time [1]. By adding the spatial solution to a
time discretization, one can obtain a full solution to the problem.
Some of the methods used to solve this kind of equations include Haar
Wavelets [2], Crank-Nicolson finite difference [3], Fourier Pseudo-Spectral
method [4], Semi-implicit finite difference method [6], and the one presented
to this article, the Least Squares Method [5], among others.

1. Problem Statement

The problem to be solved is the Linear Schrödinger Equation (LSE). To
solve it, the meshfree Least Squares Method, or simply refered to as Least
Squares Method (LSM), is employed to discretize the second order partial
derivatives in the space domain, and to discretize the time domain, a Runge-
Kutta of fourth order scheme is considered [7]. Schrödinger’s model can be
expressed as follows
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𝑖
𝜕𝜓(x, 𝑡)

𝜕𝑡
= −1

2
∆𝜓 + 𝑉 (x)𝜓(x, 𝑡), (1)

where 𝑖 =
√
−1, ∆ is the laplacian operator, 𝑉 (x) is the potential op-

erator, 𝜓(x, 𝑡) is the wave function. By means of simplicity in the present
article the one-dimensional case is considered and the problem is solved in
cartesian coordinates. The boundary condition is of Dirichlet type, which
can be expressed as

𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥)|𝑥 = 𝑎 ∨ 𝑥 = 𝑏 (2)

To be precise the function f(x) used was:

𝜓(𝑥, 𝑡) = 0|𝑥 = 𝑎 ∨ 𝑥 = 𝑏. (3)

One important conservation law that the equation implies is the conser-
vation of charge which can be written as:

𝑄(𝑡) =

∫︁ 𝑏

𝑎

|𝜓(𝑥, 𝑡)|2𝑑𝑥 = 1 ∀ 𝑡 > 0. (4)

Also, if the total energy is a constant over time, this means:

𝐸 =

∫︁ 𝑏

𝑎

(︂
−1

2

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
+ 𝑉 (𝑥)𝜓

)︂
𝑑𝑥 ∀ 𝑡, (5)

𝜕𝐸

𝜕𝑡
= 0. (6)

For the numerical solution, it is is assumed that the function starts at
𝑡 = 0, and the initial condition is:

𝜓(𝑥, 𝑡 = 0) = 𝜓0(𝑥). (7)

The superscript indicates the time layer 𝑚|𝑚 = 0, 1, 2, ..., 𝜏 , the time will be
split by 𝜏 , so that the time step will be given by ∆𝑡 = 𝑇/𝜏 , where T is the
time where the simulation ends. 𝜓0 is a solution to the LSE, the challenge
then becomes and see how it evolves through time. The domain will be
conformed by the set of points 𝑥𝑖|𝑖 = 1, 2, 3, ..., 𝑁 , they will be separated
a distance ∆𝑥 from their adjacents and each point will have associated a
discretization of the wave function 𝜓𝑚

𝑖 = 𝜓𝑚(𝑥𝑖).
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2. Numerical Formulation

As it was indicated above, for the solution of the LSE, the LSM is
employed to discretize the second order partial derivatives in the space
domain, and to discretize the time domain, a Runge-Kutta of fourth or-
der is considered. Therefore, along this section, the LSM is introduced.
As said before the challenge resides in computing the second order par-
tial derivative in the LSE, since the potential function can be calculated
directly. Supposing the domain has been discretized so that the position
vectors are given by x𝑖|𝑖 = 1, 2, 3, ..., 𝑁 and the adjacent points to a point 𝑥𝑖
are x𝑗 |𝑖 = 1, 2, 3, ..., 𝑛, where these adjacent points have a weight gaussian
function given by:

𝜔(x𝑖,x𝑗 , ℎ, 𝛼) =

{︃
𝑒𝑥𝑝(−𝛼 ||x𝑖−x𝑗 ||2

ℎ2 )
||x𝑖−x𝑗 ||

ℎ ≤ 1

0 𝑒𝑙𝑠𝑒.
(8)

Now by doing a Taylor expansion around xi until the second term of the
expansion and evaluating this expansion on one of the adjacent points, the
expression would be

𝑓(xj) = 𝑓(x𝑖) +

3∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘(x𝑖)(𝑥𝑘𝑗 − 𝑥𝑘𝑖) +
1

2

3∑︁
𝑘,𝑙=1

𝑓𝑘𝑙(x𝑖)(𝑥𝑘𝑗 − 𝑥𝑘𝑖)(𝑥𝑙𝑗 − 𝑥𝑙𝑖).

(9)

where x1𝑖,x2𝑖 and x3𝑖 are the 𝑥, 𝑦 and 𝑧 components of the vector x𝑖,
and the unkowns 𝑓 , 𝑓𝑘 and 𝑓𝑘𝑙, 𝑓 is the function evaluated at point x𝑖, 𝑓𝑘
are the derivatives of first order and 𝑓𝑘𝑙 are the derivatives of second order.
Viewing the set of equations on its matrix form, the follwoing equation is
found:

𝑀a ≈ b, (10)

where:

𝑀 =⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝑑𝑥1 𝑑𝑦1 𝑑𝑧1

1
2𝑑𝑥

2
1 𝑑𝑥1𝑑𝑦1 𝑑𝑥1𝑑𝑧1

1
2𝑑𝑦

2
1 𝑑𝑦1𝑑𝑧1

1
2𝑑𝑧

2
1

1 𝑑𝑥2 𝑑𝑦2 𝑑𝑧2
1
2𝑑𝑥

2
2 𝑑𝑥2𝑑𝑦2 𝑑𝑥2𝑑𝑧2

1
2𝑑𝑦

2
2 𝑑𝑦2𝑑𝑧2

1
2𝑑𝑧

2
2

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

1 𝑑𝑥𝑛 𝑑𝑦𝑛 𝑑𝑧𝑛
1
2𝑑𝑥

2
𝑛 𝑑𝑥𝑛𝑑𝑦𝑛 𝑑𝑥𝑛𝑑𝑧𝑛

1
2𝑑𝑦

2
𝑛 𝑑𝑦𝑛𝑑𝑧𝑛

1
2𝑑𝑧

2
𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
a =

(︀
𝑓 𝑓1 𝑓2 𝑓3 𝑓11 𝑓12 𝑓13 𝑓22 𝑓23 𝑓33

)︀𝑇
(11)
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b =
(︀
𝑓(x1) 𝑓(x2) . . . 𝑓(x𝑛)

)︀𝑇
. (12)

The error then would be given by 𝑒 =𝑀a−b. By minimizing it with a
weighted least squares method through the quadratic form 𝐽 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝜔𝑖𝑒

2
𝑖 ,

the vector a is obtained as:

a = (𝑀𝑇𝑊𝑀)−1(𝑀𝑇𝑊 )b. (13)

where 𝑊 is given by

𝑊 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝜔(x,x1) 0 · · · 0

0 𝜔(x,x2) · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 𝜔(x,x𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎦ . (14)

The fifth element of vector a is the second order derivative that has to
be computed and is the only element that is going to be needed in the
Runge-Kutta scheme. The method should be applied until a desired error
is achieved.

3. Numerical Results

In this section the numerical model presented above is assessed consid-
ering the benchmark example of a particle in a box, which is given when
the potential in the LSE takes the form

𝑉 (𝑥) = 0.

For this case the domain will be of length L = 1 and 𝑥 ∈ [0, 1], the time
step was chosen to be ∆𝑡 = 1× 10−3 and the spacing between points to be
∆𝑥 = 0.01. The analytical solution for the case 𝑛 = 1 is given by:

𝜓1(𝑥, 𝑡) =
√
2𝑠𝑖𝑛 (𝜋𝑥) 𝑒−

𝑖𝑡
2 .

A comparison of the real part of the numerical and the analytical solutions,
and their evolutions over time are shown in Figure 1.

This figure shows that both solutions match very well. Similar results
could be observed if the imaginary part of the solutions are compared. More-
over, if the case 𝑛 = 2 is considered, a similar behaviour is observed. There-
fore, it indicates that the numerical results computed with the presented nu-
merical approach converge to the exact solutions and do not diverge through
time for the particle in the box example.

To further validate these results, two additional numerical examples were
considered. They correspond to the Quantum Harmonic Oscillator, and the
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Figure 1. Comparison of the numerical and analytical solutions for 𝑛 = 1.

inverse squared type of potential. For the second example, the domain
will be of length 𝐿 = 6 and 𝑥 ∈ [−3, 3], the time step was chosen to be
∆𝑡 = 1× 10−3 and the spacing between points to be ∆𝑥 = 0.06, whilst for
the third, the domain will be of length 𝐿 = 2, the domain will be 𝑥 ∈ [−1, 1]
divided in 10 points, the time step was chosen to be ∆𝑡 = 0.001. As for the
example of the particle in the box, the numerical solutions match very well
with their analytical counterparts.

4. Conclusion

The meshfree numerical formulation discussed and presented in this
report for the first time has demonstrated to be feasible for the numeri-
cal modelling of time-dependent Schrödinger Equation governed problems.
Throughout the test examples it could be observed that the method is capa-
ble of reproducing with good accuracy the shape of the analytical solution
over time. It has a good behaviour to capture the nature of the problem
being modelled. Therefore, the range of application of meshfree methods
can be considered extended with the results of this work.
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Centro de Investigación en Matemáticas Aplicadas, Universidad Autónoma de

Coahuila, Mexico. E-mail: fesaucedoz@uadec.edu.mx



ITMM – 2024

PERIODIC GIBBS MEASURES FOR THE
POTTS-SOS MODEL WITH AN EXTERNAL FIELD

M. Rahmatullaev1,2, M. Rasulova1,2

1V.I.Romanovskiy Institute of Mathematics, Tashkent, Uzbekistan
2Namangan State University, Namangan, Uzbekistan

We consider Potts-SOS model with an external field, with spin val-
ues 0, 1, 2, ...,𝑚, on the Cayley tree of order 𝑘 ≥ 1. We study the
structure of all periodic Gibbs measures with respect to arbitrary
normal divisors. We prove that periodic Gibbs measures with re-
spect to an arbitrary normal divisor are either translation-invariant
or have a period equal to two. In addition we find a condition for
the normal divisor that ensures that all periodic Gibbs measures are
translation-invariant. Keywords: Cayley tree, Potts-SOS model
with an external field, Gibbs measure, translation-invariant Gibbs
measure, periodic Gibbs measure.

Introduction

In recent years, worldwide interest in phase transition problems for
statistical mechanics models on the Cayley tree has been growing. In par-
ticular, works [1], [2] are devoted to these issues.

[2] covers the issues discussed on the Potts model, In [4], [5], [9], phase
transition issues for the SOS model were solved, Gibbs measures for the
Potts-SOS model are studied in [6]-[8].

In this work, Potts-SOS model with an external field is considered, this
model is a generalization of the Potts and SOS model with an external field
added.

1. Cayley tree

The Cayley tree Γ𝑘 (See [1]-[3]) of order 𝑘 ≥ 1 is an infinite tree, i.e.,
a graph without cycles, from each vertex of which exactly 𝑘+1 edges issue.
Let Γ𝑘 = (𝑉,𝐿, 𝑖) , where 𝑉 is the set of vertices of Γ𝑘, 𝐿 is the set of
edges of Γ𝑘 and 𝑖 is the incidence function associating each edge 𝑙 ∈ 𝐿 with
its endpoints 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 . If 𝑖(𝑙) = {𝑥, 𝑦}, then 𝑥 and 𝑦 are called nearest
neighboring vertices, and we write 𝑙 = ⟨𝑥, 𝑦⟩.

It is known (see [3]) that there exists a one-to-one correspondence
between the set 𝑉 of vertices of the Cayley tree of order 𝑘 ≥ 1 and the
group 𝐺𝑘 of the free products of 𝑘 + 1 cyclic groups {𝑒, 𝑎𝑖}, 𝑖 = 1, ..., 𝑘 + 1
of the second order (i.e. 𝑎2𝑖 = 𝑒, 𝑎−1𝑖 = 𝑎𝑖) with generators 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑘+1.
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We denote by 𝑆(𝑥) the set of direct successors of 𝑥 ∈ 𝐺𝑘.

2. The model

We consider model, where the spin takes values in the set Φ =
{0, 1, 2, ...,𝑚}, 𝑚 ≥ 1.

For 𝐴 ⊆ 𝑉 a spin configuration 𝜎𝐴 on 𝐴 is defined as a function
𝑥 ∈ 𝐴 ↦→ 𝜎𝐴(𝑥) ∈ Φ; the set of all configurations coincides with Ω𝐴 = Φ𝐴.

The Hamiltonian of the Potts-SOS model with an external field has
the form

𝐻(𝜎) = −𝐽𝑝
∑︁
⟨𝑥,𝑦⟩∈𝐿

𝛿𝜎(𝑥)𝜎(𝑦) − 𝐽
∑︁
⟨𝑥,𝑦⟩∈𝐿

| 𝜎(𝑥)− 𝜎(𝑦) | +𝛼
∑︁
𝑥∈𝑉

𝜎(𝑥) (1)

where 𝐽𝑝, 𝐽 ∈ R are nonzero coupling constants, 𝛼 ∈ R is an external field,
𝜎 ∈ Φ𝑉 .

Remark 1. Note that model (1) coincides with the Potts-SOS model,
if 𝛼 = 0. For the Potts-SOS model, translation-invariant Gibbs measures
were studied in [6],[7], periodic Gibbs measures were studied in [8].

3. The compatibility condition

Let ℎ : 𝑥 ↦→ ℎ𝑥 = (ℎ0,𝑥, ℎ1,𝑥, ..., ℎ𝑚,𝑥) ∈ R𝑚+1 be a real vector-valued
function of 𝑥 ∈ 𝑉 .

We consider the probability distributions 𝜇(𝑛) on Φ𝑉𝑛 for given 𝑛 =
1, 2, ... defined by

𝜇(𝑛)(𝜎𝑛) = 𝑍−1𝑛 exp (− 𝛽𝐻(𝜎𝑛) +
∑︁

𝑥∈𝑊𝑛

ℎ𝜎(𝑥),𝑥), (2)

where 𝜎𝑛 ∈ Φ𝑉𝑛 and the partition function 𝑍𝑛 can be expressed as follows:

𝑍𝑛(̃︀𝜎𝑛) = ∑︁
̃︀𝜎𝑛∈Φ𝑉𝑛

exp (− 𝛽𝐻(̃︀𝜎𝑛) + ∑︁
𝑥∈𝑊𝑛

ℎ̃︀𝜎(𝑥),𝑥). (3)

We say that the probability distributions 𝜇(𝑛) are compatible if ∀𝑛 ≥ 2
and 𝜎𝑛−1 ∈ Φ𝑉𝑛−1 :∑︁

𝜔𝑛∈Φ𝑊𝑛

𝜇(𝑛)(𝜎𝑛−1 ∨ 𝜔𝑛) = 𝜇(𝑛−1)(𝜎𝑛−1), (4)

here (𝜎𝑛−1 ∨ 𝜔𝑛) ∈ Φ𝑉𝑛 is the concatenation of 𝜎𝑛−1 and 𝜔𝑛.
If for probability distributions 𝜇(𝑛) on Φ𝑉𝑛 the equality (4) holds, then

then by the Kolmogorov extension theorem there is a unique measure 𝜇 on
Φ𝑉 such that, ∀𝑛 and 𝜎𝑛 ∈ Φ𝑉𝑛 ,

𝜇({𝜎 | 𝜎𝑉𝑛 = 𝜎𝑛}) = 𝜇(𝑛)(𝜎𝑛).
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The measure 𝜇 is called splitting Gibbs measure (SGM) corresponding to
Hamiltonian 𝐻 and function ℎ : 𝑥 ↦→ ℎ𝑥, 𝑥 ̸= 𝑥0.

4. The main results

The following theorem expresses the requirement on function ℎ that
the distributions 𝜇(𝑛)(𝜎𝑛) hold the compatibility conditions.

Theorem 1. The probability distributions (2) satisfy the compat-
ibility condition iff

ℎ*𝑥 =
∑︁

𝑦∈𝑆(𝑥)

𝐹 (ℎ*𝑦,𝑚, 𝜌, 𝜃, 𝛾) (5)

is satisfied for any 𝑥 ∈ 𝑉 ∖ {𝑥0}, where

𝜌 = exp(𝐽𝑝𝛽), 𝜃 = exp(𝐽𝛽), 𝛾 = exp(−𝛼𝛽)

and also 𝛽 = 1/𝑇 is the inverse temperature. Here ℎ*𝑥 represents the vector

(ℎ0,𝑥 − ℎ𝑚,𝑥, ℎ1,𝑥 − ℎ𝑚,𝑥, ..., ℎ𝑚−1,𝑥 − ℎ𝑚,𝑥)

and the vector function 𝐹 (.,𝑚, 𝜌, 𝜃, 𝛾) : R𝑚 → R𝑚 is defined as follows
𝐹 (ℎ,𝑚, 𝜌, 𝜃, 𝛾) = (𝐹0(ℎ,𝑚, 𝜌, 𝜃, 𝛾), 𝐹1(ℎ,𝑚, 𝜌, 𝜃, 𝛾), ..., 𝐹𝑚−1(ℎ,𝑚, 𝜌, 𝜃, 𝛾)),
where

𝐹𝑖(ℎ,𝑚, 𝜌, 𝜃, 𝛾) = ln

∑︀𝑚−1
𝑗=0 𝜌𝛿𝑖𝑗𝜃|𝑖−𝑗|𝛾𝑗 exp (ℎ𝑗) + 𝜌𝛿𝑚𝑖𝜃𝑚−𝑖𝛾𝑚∑︀𝑚−1

𝑗=0 𝜌𝛿𝑚𝑗𝜃𝑚−𝑗𝛾𝑗 exp (ℎ𝑗) + 𝜌𝛾𝑚
,

ℎ = (ℎ0, ℎ1, ..., ℎ𝑚−1), 𝑖 = 0, 1, 2, ...,𝑚− 1.

Namely, for any collection of functions satisfying the functional equation
(5) there exists a unique splitting Gibbs measure, the correspondence being
one-to-one.

Let 𝐺𝑘/𝐺
*
𝑘 = {𝐻1, ...,𝐻𝑟} be a factor group, where 𝐺*𝑘 is a normal

subgroup of index 𝑟 ≥ 1.

Definition 1. Let 𝐺*𝑘 be a subgroup of 𝐺𝑘. A collection of vectors
ℎ = {ℎ𝑥 ∈ 𝑅𝑚 : 𝑥 ∈ 𝐺𝑘} is said to be 𝐺*𝑘-𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑐, if ℎ𝑦𝑥 = ℎ𝑥 for all 𝑥 ∈ 𝐺𝑘

and 𝑦 ∈ 𝐺*𝑘. A 𝐺𝑘-periodic collections is said to be translation-invariant.

Definition 2. A Gibbs measure is called 𝐺*𝑘-𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑐 (translation-
invariant), if it corresponds to 𝐺*𝑘-𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑐 (translation-invariant) collec-
tion ℎ.
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Let 𝐺
(2)
𝑘 be the subgroup in 𝐺𝑘 consisting of all words of even length.

Clearly, 𝐺
(2)
𝑘 is a subgroup of index 2.

Theorem 2. Let𝐺*𝑘 be a finite-index normal subgroup in𝐺𝑘. Then
each𝐺*𝑘-periodic GM for the Potts-SOS model with an external field is either

translation-invariant or 𝐺
(2)
𝑘 -periodic.

Let 𝐺*𝑘 be a normal subgroup of finite index in 𝐺𝑘. What condition on
𝐺*𝑘 will guarantee that each 𝐺*𝑘-periodic GM is translation-invariant? We
put 𝐼(𝐺*𝑘) = 𝐺*𝑘∩{𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑘+1}, where 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘+1 are generators
of 𝐺𝑘.

Theorem 3. If 𝐼(𝐺*𝑘) ̸= ∅ then each 𝐺*𝑘-periodic GM for Potts-
SOS model with an external field is translation-invariant.

5. Conclusion

In conclusion, it is proved that all periodic Gibbs measures with respect
to the normal divisor with an arbitrary finite index for the Potts-SOS model

with an external field on the Cayley tree are translation-invariant or 𝐺
(2)
𝑘 -

periodic. These scientific results summarize similar results obtained for the
Potts and SOS models.
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In this paper, we consider Fisher information under the conditions
of random censoring. We present numerical results for calculating
Fisher information for the multiple random right censoring model.
Special attention is given to analyzing the impact of various param-
eters on the estimation of Fisher information, as well as a compar-
ative analysis with traditional estimation methods. The results ob-
tained can be useful for further research and application in the sta-
tistical analysis of censored data. Keywords: Fisher information,
distribution family, censorship, incomplete observation, numerical
analysis.

Introduction

R.A. Fisher [1] introduced the concept of Fisher information in 1925
as a means of comparing statistical data. He studied the loss of accuracy
using different estimates of the unknown parameter, such as median or max-
imum likelihood estimates. Fisher’s information is used in the Cramer-Rao
inequality and provides a lower bound for the variance of the unbiased esti-
mator, and is related to the asymptotic variance of the maximum likelihood
estimates. In [2], Fisher information is calculated for both the Weibull dis-
tribution and the generalized exponential distribution under scenarios that
include complete and right-censored samples, where the censoring random
variable (r.v.) is assumed to be constant. And in [3], Fisher information is
studied for a Type I and II censored sample, in which the censoring ran-
dom variable is also a constant. In [4], the lower bounds, specifically the
Cramer-Rao and Bhattacharyya lower bounds system, are studied under
random censoring. This paper explains the Fisher information for different
models of censoring.

1. Fisher information

Fisher information is a fundamental concept in statistical theory, quan-
tifying the amount of information that observed data provide about an
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unknown parameter. It plays a crucial role in various aspects of statistical
inference, such as estimation, hypothesis testing, and the construction of
confidence intervals.

Let 𝜉 be the random variable of interest, defined on the probability
space (Ω, 𝐴, 𝑃 ), with values in 𝒳 ⊆ R1 = (−∞,∞). By 𝐹 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑅1,
we denote the distribution function (d.f.) of r.v. 𝜉. Let us consider the
parametric case when the d.f. 𝐹 is defined with precision to the parameter
𝜃: 𝐹 (𝑥; 𝜃) = 𝑃𝜃 (𝜉 < 𝑥) , P = {𝑃𝜃, 𝜃 ∈ 𝜃} where 𝜃 ∈ Θ, 𝜃-open interval in
𝑅1.

Definition: The Fisher information 𝐼(𝜃) for the parameter 𝜃 in a model
with probability density 𝑓(𝑥, 𝜃) is defined as:

𝐼(𝜃) = E

[︃(︂
𝜕

𝜕𝜃
log 𝑓(𝜉, 𝜃)

)︂2
]︃
,

where the expectation is taken with respect to the distribution 𝑓(𝜉, 𝜃).
The Fisher information 𝐼(𝜃) can be interpreted as the variance of the

score function 𝑈(𝜃) = 𝜕
𝜕𝜃 log 𝑓(𝜉, 𝜃), which measures the sensitivity of the

likelihood function to changes in the parameter 𝜃. A higher Fisher informa-
tion indicates that the data provide more information about the parameter,
leading to more precise parameter estimates.

Fisher information has several important properties:
- nonnegativity: the Fisher information is always nonnegative, 𝐼(𝜃) ≥ 0;
- additivity: for independent and identically distributed (i.i.d.) random

variables 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛, the Fisher information for the entire sample is the
sum of the Fisher information for each individual observation. Formally, if
each 𝜉𝑖 has Fisher information 𝐼(𝜃), then the total Fisher information 𝐼𝑛(𝜃)
for the sample is given by: 𝐼𝑛(𝜃) = 𝑛𝐼(𝜃).

This property reflects the fact that independent observations provide
additive information about the parameter.

This relationship underscores the pivotal role of Fisher information in
parameter estimation, particularly in quantifying the efficiency of estima-
tors.

We consider Fisher’s information in different models of censoring. Cen-
soring observations is a situation where information about some values of ob-
servations is missing or limited. This is common in survival analysis, where,
for example, data may be right-sidedly censored if the event of interest (e.g.,
death) did not occur before the end of the observation period. Fisher’s in-
formation for censored data takes into account both the observed values
and the censoring structure. Fisher’s information measures the amount of
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information that observations contain about a model parameter. Censor-
ing reduces the amount of information available about a parameter, which
reduces the value of Fisher’s information. Complete observations contain
more information than censored observations.

Consider a time-to-event dataset where the data is censored on the right.
Let 𝜉𝑖 be the time to event for the 𝑖th individual, 𝜂𝑖 be the censored time,
𝜁 = min(𝜉𝑖, 𝜂𝑖), 𝛿𝑖 = 𝐼(𝜉𝑖 ≤ 𝜂𝑖). Suppose that 𝜉𝑖 ∼ Exp(𝜃) (exponential
distribution with parameter 𝜃). Then the logarithmic likelihood function is:

ℓ(𝜃) =

𝑛∑︁
𝑖=1

[𝛿𝑖 log 𝑓(𝑋𝑖, 𝜃) + (1− 𝛿𝑖) log(1− 𝐹 (𝑋𝑖, 𝜃))] =

=

𝑛∑︁
𝑖=1

[︀
𝛿𝑖 log(𝜃𝑒

−𝜃𝑋𝑖) + (1− 𝛿𝑖) log(𝑒−𝜃𝑋𝑖)
]︀
=

𝑛∑︁
𝑖=1

[𝛿𝑖 log 𝜃 − 𝜃𝑋𝑖] ,

and Fisher Information:

𝐼(𝜃) = −E
[︂
𝜕2ℓ(𝜃)

𝜕𝜃2

]︂
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿𝑖
𝜃2
.

In this model, under the assumption of complete observations, the Fisher

information is 𝐼(𝜃) = 𝑛
𝜃2 , i.e. 𝑛

𝜃2 ≥
∑︀𝑛

𝑖=1 𝛿𝑖
𝜃2 . But for some distributions

this information is not explicitly computed and we have to use numerical
methods. Now let us consider the Fisher information in the multiple random
censoring model on the right.

2. Fisher information in the multiple random censoring model
on the right

Let 𝜉 be a non-negative r.v., denoting the duration life of the tested ob-
ject is defined on the probability space (Ω,𝒜, 𝑃 ) with values in the measur-
able space (𝒳 ,ℬ), where 𝒳 ⊆ 𝑅+ and ℬ = 𝜎(𝒳 ). Let 𝐹 (𝑥; 𝜃) = 𝑃𝜃(𝜉 < 𝑥)
and 𝜉1𝑛 < 𝜉2𝑛 < ... < 𝜉𝑛𝑛 be the variational series obtained from r.v.
{𝜉1, ..., 𝜉𝑛}. Then the joint density of the vector 𝜉(𝑛) is given by the formula

𝑝𝑛(𝑥
(𝑚); 𝜃) =

𝑛!

(𝑛−𝑚)!

𝑚∏︁
𝑙=1

𝑓 (𝑖)(𝑥𝑙𝑛; 𝜃)[1− 𝐹 (𝑥𝑚𝑛; 𝜃)]
𝑛−𝑚,

where 𝑥(𝑚) = (𝑥1𝑛, ..., 𝑥𝑚𝑛) is the realization of the vector 𝜉(𝑛). Let 𝛽 ∈
(0, 1] be such that at 𝑛 → ∞, 𝑟

𝑛→𝛽 and ℎ(𝑥; 𝜃) = 𝑓(𝑥; 𝜃)/(1− 𝐹 (𝑥; 𝜃))-
intensity function. In this scheme, the Fisher information is defined as
follows:

𝐼𝛽(𝜃) =

∫︁ 𝜆𝛽

0

(︂
𝜕 log ℎ(𝜉; 𝜃)

𝜕𝜃

)︂2

𝑓(𝜉; 𝜃)𝑑𝑥, (1)
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where 𝜆𝛽 is the quantile of the level 𝛽 of the distribution 𝐹 (𝑥; 𝜃).
Consider the case when the random variable 𝜉 has a gamma distribu-

tion (𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝜃, 𝑘)), where 𝜃 is scale parameter. For this distribution, the
integral (1) cannot be solved analytically, necessitating numerical methods
to compute its value. Let us show on the graph the approximate values of
Fisher information at different values of 𝛽 (see Figure 6)).

Figure 1. Fisher information in the multiple random censoring model on the right

The following table summarizes Fisher information values in the multiple
random censoring model on the right. The table shows that the Fisher
information value is larger when the quantile tends to 1 (see Table 1).

3. Conclusion

In the context of estimating unknown parameters from incomplete ob-
servations, the relationship between the censoring distribution and the pa-
rameter of interest plays a significant role. This relationship distinguishes
two primary cases: when the distribution of censoring random variables
depends on the parameter of interest, and when it does not. In statistical
theory, it is recognized that censoring, especially when the censoring mecha-
nism is parameter-dependent, can diminish the Fisher information available
for parameter estimation. Fisher information quantifies the amount of in-
formation that observed data provide about a parameter, and its loss due
to censoring underscores the challenges in accurately estimating parameters
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Table 1
Fisher information values in the multiple random censoring model on the right

𝜃 𝛽 = 0.05 𝛽 = 0.50 𝛽 = 0.95
0.1000 0.0000 0.0000 0.0009
0.2000 0.0000 0.0002 0.0131
0.3000 0.0000 0.0009 0.0594
0.4000 0.0000 0.0026 0.1609
0.5000 0.0000 0.0061 0.3229
0.6000 0.0000 0.0119 0.5294
0.7000 0.0000 0.0207 0.7475
0.8000 0.0000 0.0327 0.9404
0.9000 0.0000 0.0481 1.0795
1.0000 0.0000 0.0666 1.1517
1.5000 0.0002 0.1833 0.8569
2.0000 0.0006 0.2620 0.4997
2.5000 0.0014 0.2581 0.3200
3.0000 0.0026 0.2106 0.2222
3.5000 0.0042 0.1617 0.1633
4.0000 0.0063 0.1249 0.1250
4.5000 0.0086 0.0988 0.0988
5.0000 0.0111 0.0800 0.0800
5.5000 0.0135 0.0661 0.0661
6.0000 0.0157 0.0556 0.0556
6.5000 0.0174 0.0473 0.0473
7.0000 0.0188 0.0408 0.0408
7.5000 0.0196 0.0356 0.0356
8.0000 0.0199 0.0312 0.0313
8.5000 0.0198 0.0277 0.0277
9.0000 0.0194 0.0247 0.0247
9.5000 0.0186 0.0222 0.0222
10.0000 0.0177 0.0200 0.0200

from incomplete data. Numerical methods are often employed to illustrate
and quantify the impact of censoring on Fisher information. These meth-
ods demonstrate empirically that as censoring becomes more dependent on
the parameter being estimated, the resulting Fisher information decreases.
This reduction in Fisher information highlights the complexity introduced
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by censoring mechanisms and underscores the importance of understanding
and appropriately modeling censoring effects in statistical inference.
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Кластерное присоединение (КП) используется как модель эво-
люции случайных графов. В отличии от предпочтительного
присоединения, КП ведет к легким хвостам распределений чис-
ла связей узлов и кластерам превышений модулярностью до-
статочно высокого уровня. Модулярность показывает связность
узлов и позволяет разделять графы на сообщества. Экстремаль-
ный индекс аппроксимирует средний размер кластеров превы-
шений достаточно высокого уровня. Рассматривая изменение
модулярности на каждом шаге эволюции, экстремальный ин-
декс случайных последовательностей модулярностей указывает
последовательные большие связности узлов. Это отражает по-
явление сообществ во время эволюции. Приведенное моделиро-
вание показывает, как параметры модели КП влияют на всплес-
ки модулярности. Дается сравнение эволюции КП с удалением
узлов и связей в графе и без удаления. Ключевые слова: эво-
люция, кластерное присоединение, модулярность.

Введение

Пусть 𝐺𝑡 = (𝑉𝑡, 𝐸𝑡) ненаправленный граф на шаге эволюции 𝑡 ≥ 0,
где 𝑉𝑡 и 𝐸𝑡 множества узлов и ребер, соответственно. Эволюция гра-
фа представляется, как последовательность графов 𝐺0, 𝐺1, ..., где 𝐺0

начальный граф, с которого начинается эволюция. Наша цель иссле-
довать кластерное присоединение (КП), как модель эволюции графа.
КП предложено в [1] и развито в [7], [8] для ненаправленных графов.
Присоединение нового узла может происходить с вероятностью1

𝑃𝐶𝐴(𝑖, 𝑡) ∝ 𝑐𝛼𝑖,𝑡 + 𝜀, 𝛼, 𝜀 ≥ 0, (1)

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Российского научного фон-
да (грант №24-21-00183).

1𝑥 ∝ 𝑦 означает, что существует ненулевая константа 𝐶 такая, что 𝑥 = 𝐶𝑦.
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пропорциональной кластерному коэффициенту узла 𝑖

𝑐𝑖,𝑡 =

{︂
0, 𝑘𝑖,𝑡 = 0 or 𝑘𝑖,𝑡 = 1,
2∆𝑖,𝑡/(𝑘𝑖,𝑡(𝑘𝑖,𝑡 − 1)) , 𝑘𝑖,𝑡 ≥ 2,

𝑐𝑖,𝑡 ∈ [0, 1]. ∆𝑖,𝑡 - число треугольников соединенных узлов, включаю-
щих узел 𝑖, а 𝑘𝑖,𝑡 степень узла 𝑖 (число его связей) в момент времени
𝑡. По КП новый узел может только присоединяться к существующему
узлу 𝑖, включенному в некоторое число треугольников ∆𝑖,𝑡 в момент 𝑡
для 𝜀 = 0. КП ведет к распределениям с легкими хвостами для числа
связей узлов и всплескам последовательности модулярностей, которые
формируются в ходе эволюции. Разбиение на сообщества, например, из
максимума модулярности, важно для анализа случайных графов. Мо-
дулярность 𝑄(𝑡) ненаправленного графа показывает, как много ребер
существует внутри сообществ и между ними:

𝑄(𝑡) =
1

2||𝐸𝑡||
∑︁
𝑖𝑗

[︂
𝐴𝑖𝑗 −

𝑘𝑖,𝑡𝑘𝑗,𝑡
2||𝐸𝑡||

]︂
1(𝑖, 𝑗),

где 𝐴𝑖𝑗 элементы матрицы смежности 𝐴 графа 𝐺𝑡, ||𝐸𝑡||= 1
2

∑︀
𝑖𝑗 𝐴𝑖𝑗 чис-

ло ребер в 𝐺𝑡, 1(𝑖, 𝑗) равно 1, когда узлы 𝑖 и 𝑗 в 𝐺𝑡 принадлежат одному
сообществу и равно нулю в противном случае, [3]. Цель - исследовать
кластеры превышения уровня последовательностью модулярности, воз-
никающие во время эволюции КП. Для этого оценивается экстремаль-
ный индекс (ЭИ), который аппроксимирует средний размер кластера,
т.е. число превышений уровня, приходящихся на кластер [2]. ЭИ мо-
дулярности показывает последовательные большие значения связности
узлов. Он отражает появление сообществ во время эволюции. Изучают-
ся модели КП с удалением и без удаления узлов и связей.

Структура статьи следующая. Обзор известных результатов приво-
дится в разделе 1. В разделе 2 исследуются последовательности моду-
лярностей графов, моделируемых КП, с удалением узлов и связей и без.
В разделе 3 приводится оценивание ЭИ модулярности. Статья заверша-
ется выводами.

1. Обзор известных результатов

Говорят, что стационарная последовательность {𝑌𝑛}𝑛≥1 случайных
величин (сл.в.) с функцией распределения 𝐹 (𝑥) и 𝑀𝑛 = max

1≤𝑗≤𝑛
𝑌𝑗 имеет

ЭИ 𝜃 ∈ [0, 1], если для любого 0 < 𝜏 < ∞ существует последователь-
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ность вещественнозначных чисел 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛(𝜏) такая, что

lim
𝑛→∞

𝑛(1− 𝐹 (𝑢𝑛)) = 𝜏 и lim
𝑛→∞

𝑃{𝑀𝑛 ≤ 𝑢𝑛} = 𝑒−𝜏𝜃,

[5]. ЭИ играет ключевую роль в теории экстремальных величин и ана-
лизе данных, так как позволяет получить предельное распределение
максимумов зависимых сл.в., т.е. 𝑃{𝑀𝑛 ≤ 𝑢𝑛} = 𝐹𝑛𝜃{𝑢𝑛} + 𝑜(1) при
𝑛→∞. ЭИ равен 1 для независимых одинаково распределённых сл.в..
Обратное неверно. Чем ближе 𝜃 к нулю, тем сильнее так называемая
локальная зависимость (кластерность) в данных. 1/𝜃 аппроксимирует
среднее число превышений достаточно высокого уровня 𝑢 в класте-
ре, т.е. средний размер кластера. Кластер определяется, например, как
блок данных с хотя бы одним превышением 𝑢. Для оценивания 𝜃 будем
использовать интервальную оценку [4], как одну из наиболее точных.
Определив моменты превышения уровня 1 ≤ 𝑆1 < ... < 𝑆𝑁𝑢

≤ 𝑛 для
{𝑌𝑛}𝑛≥1, можно получить интервалы между последовательными пре-
вышениями 𝑇𝑖 = 𝑆𝑖+1 − 𝑆𝑖 при 𝑖 ∈ {1, ..., 𝑁𝑢 − 1}. 𝑁𝑢 =

∑︀𝑛
𝑖=1 1{𝑌𝑖 > 𝑢}

общее число превышений уровня 𝑢, 𝐿 ≡ 𝐿(𝑢) = 𝑁𝑢 − 1. Интервальная
оценка определяется, как

𝜃𝑛(𝑢) =
{︁ min(1, 𝜃1𝑛(𝑢)), if max{𝑇𝑖 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝐿} ≤ 2,

min(1, 𝜃2𝑛(𝑢)), if max{𝑇𝑖 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝐿} > 2,
(2)

𝜃1𝑛(𝑢) =
2(
∑︀𝐿

𝑖=1 𝑇𝑖)
2

𝐿
∑︀𝐿

𝑖=1 𝑇
2
𝑖

, 𝜃2𝑛(𝑢) =
2(
∑︀𝐿

𝑖=1(𝑇𝑖 − 1))2

𝐿
∑︀𝐿

𝑖=1(𝑇𝑖 − 1)(𝑇𝑖 − 2)
. (3)

Уровень 𝑢 может быть найден методом невязки, предложенным в [6].

2. Эволюция модулярности графа при кластерном
присоединении с удалением и без удаления узлов и связей

Рассмотрим эволюцию КП, когда на каждом шаге эволюции вновь
добавленный узел присоединяется к 𝑚0 ≥ 2 существующим узлам с
помощью 𝑚0 новых связей. Вероятность добавить связь между суще-
ствующим узлом 𝑖 и новым узлом 𝑣 /∈ 𝑉𝑡−1 равна

𝑃𝐶𝐴(𝑖, 𝑡) =
𝑐𝛼𝑖,𝑡 + 𝜀∑︀

𝑗∈𝑉 (𝑡) 𝑐
𝛼
𝑗,𝑡 + ‖𝑉 (𝑡)‖𝜀

. (4)

Предполагается, что не все 𝑐𝑗,𝑡, 𝑗 ∈ 𝑉𝑡 и 𝜀 равны нулю одновременно [8].

Заметим, что (4) совпадает с (1) при 𝐶 = 1/
(︁∑︀

𝑗∈𝑉 (𝑡) 𝑐
𝛼
𝑖,𝑡 + ‖𝑉 (𝑡)‖𝜀

)︁
.
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Рис. 1. Эволюция нормализованной модулярности графа (5) и среднего кла-
стерного коэффициента (6) против шага эволюции КП, и лента штрихов, соот-
ветствующих точечному процессу шагов эволюции, когда вновь добавляемые
узлы создают треугольник с существующими узлами: без удаления узлов и
связей (верхние рисунки), с равномерным удалением узлов (средние рисун-
ки) и с равномерным удалением связей (нижние рисунки), где в колонке слева
𝑚0 = 2 и справа 𝑚0 = 3.

В работе исследуются всплески 𝑄(𝑡) в момент времени 𝑡 при эволюции
КП. Всплески наблюдаются в кластерах последовательных превышений
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нормализованной модулярностью

𝜓(𝑡) = 𝑄(𝑡)/⟨𝑄⟩ − 1 (5)

уровня 𝑢. ⟨𝑄⟩ обозначает среднюю модулярность за некоторый период
эволюции. Кластеризация 𝜓(𝑡) увеличивается с ростом параметра 𝛼 из
(1) [1]. Кластерная структура 𝜓(𝑡) и среднего кластерного коэффици-
ента

𝐶𝑡 =
1

||𝑉𝑡||
∑︁
𝑖∈𝑉𝑡

𝑐𝑖,𝑡 (6)

против числа шагов эволюции 𝑡 для параметров КП (𝛼, 𝜀) ∈
{(1, 0), (1, 1)} и различных стратегий удаления узлов и связей представ-
лена на Рис. 1, где 𝑚0 ∈ {2, 3}. 𝐶𝑡 убывает с ростом 𝑡 для эволюции
без удаления узлов и связей и с удалением связей, Рис. 1. Поскольку
удаление узлов приводит к графу с фиксированным числом узлов, 𝐶𝑡

становится большим и из-за увеличения числа изолированных узлов
стабилизируется около относительно большого значения по сравнению
с двумя другими стратегиями, Рис. 1. Штрихи на Рис. 1 указывают на
моменты эволюции с созданием нового треугольника. На Рис. 1 показа-
но, что случай (𝛼, 𝜀) = (1, 1) приводит к существенно меньшему числу
треугольников, чем (𝛼, 𝜀) = (1, 0) для любой стратегии удаления. {𝜓(𝑡)}
может быть близко к нулю (т.е. 𝑄 близко к ⟨𝑄⟩) или может расти без
видимой кластеризации, как на Рис. 1 (центр, низ) для (𝛼, 𝜀) = (1, 1).
Новые узлы присоединяются с почти одинаковой вероятностью к суще-
ствующим узлам, поскольку 𝜀 доминирует в (4), и новые треугольники
появляются редко.

Рис. 2. Интервальные оценки ЭИ 𝜃 для нормализованной модулярности
𝜓(𝑡) = 𝑄(𝑡)/⟨𝑄⟩− 1, усреднённые по 100 моделируемым графам, полученным
КП без удаления узлов и связей (слева), с равномерным удалением узлов
(центр) и равномерным удалением связей (справа) от параметра 𝛼 в (4).
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3. Эволюция экстремального индекса модулярности

Оценки ЭИ модулярности против значений параметра 𝛼 в (4) для
КП без удалений узлов и связей и с равномерными удалениями узлов
или связей приведены на Рис. 2. При 𝜀 = 0 ЭИ убывает с ростом 𝛼.
Убывание тем медленнее, чем больше значение𝑚0. При 𝜀 ≥ 1 ЭИ стаби-
лизируется около значений, близких к 1. Случай 𝜃 ≈ 1 может означать
отсутствие кластеров превышений модулярности и то, что превышения
в пределе единичны. При 𝛼 ∈ [0, 1] и 𝜀 = 0 ЭИ тоже стабилизируется
близко к 1, см. Рис. 2, поскольку значения 𝑐𝛼𝑖,𝑡 больше, чем соответству-
ющие значения при 𝛼 > 1. Если узел или ребро удаляются на каждом
шаге эволюции, то оценки ЭИ совпадают для разных 𝑚0, и их значения
зависят только от параметра 𝜀, см. Рис. 2 (центр, справа). Чем 𝜀 мень-
ше, тем сильнее кластеризация (или локальная зависимость) последо-
вательности модулярности. При 𝜀 = 0 значения ЭИ близки к нулю при
удалении узла или ребра, и кластеризация модулярности сильнее. Ло-
кальная зависимость модулярности слабее (и средний размер кластера
меньше), когда КП проводится без удаления узлов и связей. Последнее
согласуется с кластеризацией модулярности на Рис. 1.

4. Заключение

С помощью моделирования исследовалась модель эволюции КП с
возможным удалением узлов и ребер. Изучались всплески последова-
тельности модулярности. Оценивался экстремальный индекс модуляр-
ности. Расширенная версия может включать исследование взаимосвязи
модулярности и количества сообществ.
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We consider some path-dependent Brownian functionals and de-
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Introduction

The question of representing Brownian functionals as a stochastic Itô
integral with an explicit form of the integrand is investigated. One of the
pioneering works on the existence of an integral representation belongs to
Clark (1970). Let a Brownian Motion 𝐵 = (𝐵𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], be given on a
probability space (Ω,ℑ, 𝑃 ), and let

ℑ𝑡 := ℑ𝐵
𝑡 = 𝜎{𝐵𝑢 : 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑡}.

It should be noted that finding an explicit expression for the integrand
𝜙(𝑡, 𝜔) in the integral representation is a very complex task. In this direc-
tion, one general result is known, called the Clark-Ocone formula (1984),
according to which

𝜙(𝑡, 𝜔) = 𝐸[𝐷𝑡𝐹 |ℑ𝑡],

where𝐷𝑡𝐹 is the so-called stochastic (Malliavin) derivative of the functional
𝐹 under consideration.

Glonti and Purtukhia (2017) generalized the Clark-Ocone formula to the
case when the functional is not stochastically smooth, but its conditional
mathematical expectation is stochastically differentiable, and proposed a
method for finding the integrand. Here we consider some path-dependent
Brownian functionals and, building on an earlier generalization of the Clark-
Ocone formula by Jaoshvili-Purtukhia (2005), derive constructive formulas
for the stochastic integral representation.

1. Auxiliary results

Theorem 1.1. (see [4]). Let 𝑓 and its generalized derivative 𝜕𝑓 be a

square-integrable functions with weight function exp{−𝑥2

2 } and 𝜉 ∈ 𝐷1,2,
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then the following stochastic integral representation is valid:

𝑓(𝜉) = 𝐸𝑓(𝜉) +

∫︁ 𝑇

0

𝐸[𝜕𝑓(𝜉)𝐷𝑡𝜉|ℑ𝑡]𝑑𝐵𝑡 (𝑃 − 𝑎.𝑠.)

In addition, we needed two technical results about ordinary integrals.
Proposition 1.1. For any real number 𝑎 and non-negative integer 𝑛 ≥ 0

we have
1√
2𝜋

∫︁ +∞

𝑎

𝑥2𝑛 exp{−𝑥
2

2
}𝑑𝑥 =

= 𝜙(𝑎)

𝑛∑︁
𝑘=1

(2𝑛− 1)! !

(2𝑘 − 1)! !
𝑎2𝑘−1 + (2𝑛− 1)! ! (1− 𝛷(𝑎)),

where 𝛷 is the standard normal distribution function and 𝜙 is its density
function, (2𝑛− 1)! ! := 1 · 3 · · · (2𝑛− 1), (−1)! ! := 1.

Proof. To verify the proposition, we will use the method of mathemat-
ical induction. For 𝑛 = 1, using the formula of integration by parts, it is
obvious that

1√
2𝜋

∫︁ ∞
𝑎

𝑥2 exp{−𝑥
2

2
}𝑑𝑥 = − 1√

2𝜋

∫︁ ∞
𝑎

𝑥𝑑( exp{−𝑥
2

2
}) =

= − 𝑥√
2𝜋

exp{−𝑥
2

2
}|∞𝑎 +

1√
2𝜋

∫︁ ∞
𝑎

exp{−𝑥
2

2
}𝑑𝑥 = 𝑎𝜙(𝑎) + (1− 𝛷(𝑎)).

Now suppose that this relation is true for 𝑛 and check that it is also true
for 𝑛 + 1. Again, thanks to the integration by parts formula, it is easy to
see that

1√
2𝜋

∫︁ ∞
𝑎

𝑥2(𝑛+1) exp{−𝑥
2

2
}𝑑𝑥 = − 1√

2𝜋

∫︁ ∞
𝑎

𝑥2𝑛+1𝑑( exp{−𝑥
2

2
}) =

= −𝑥
2𝑛+1

√
2𝜋

exp{−𝑥
2

2
}|∞𝑎 +

2𝑛+ 1√
2𝜋

∫︁ ∞
𝑎

𝑥2𝑛 exp{−𝑥
2

2
}𝑑𝑥 =

=
𝑎2𝑛+1

√
2𝜋

exp{−𝑎
2

2
}+

+(2𝑛+ 1)[𝜙(𝑎)

𝑛∑︁
𝑘=1

(2𝑛− 1)! !

(2𝑘 − 1)! !
𝑎2𝑘−1 + (2𝑛− 1)! ! (1− 𝛷(𝑎))] =

= 𝜙(𝑎)

𝑛+1∑︁
𝑘=1

(2𝑛+ 1)! !

(2𝑘 − 1)! !
𝑎2𝑘−1 + (2𝑛+ 1)! ! (1− 𝛷(𝑎)).
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By that, the proof of proposition is complete. ■
In the same way, the validity of the following proposition is verified.
Proposition 1.2. For any real number 𝑎 and natural 𝑛 we have

1√
2𝜋

∫︁ +∞

𝑎

𝑥2𝑛−1 exp{−𝑥
2

2
}𝑑𝑥 = 𝜙(𝑎)

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(2𝑛− 2)! !

(2𝑘)! !
𝑎2𝑘,

where (2𝑛)! ! := 2 · 4 · · · (2𝑛), 0! ! := 1.

2. Main results

For any non-negative integer 𝑛, consider the following path-dependent
Brownian functional:

𝐹 (𝑛) := (

∫︁ 𝑇

0

𝐵𝑠𝑑𝑠)
2𝑛+1

.

Let us denote 𝐹+(𝑛) := [𝐹 (𝑛)]+ and 𝐹−(𝑛) := [𝐹 (𝑛)]−.
Theorem 2.1. For any non-negative integer 𝑛 the following stochastic

integral representation is valid:

𝐹+(𝑛) = 𝐸𝐹+(𝑛)+

+(2𝑛+ 1)

2𝑛∑︁
𝑘=0

∫︁ 𝑇

0

(𝑇 − 𝑡)𝐶𝑘
2𝑛𝜎

𝑘𝜂2𝑛−𝑘𝐼+𝑘 (𝜎, 𝜂)|𝜂=∫︀ 𝑡
0
(𝑇−𝑠)𝑑𝐵𝑠

𝑑𝐵𝑡,

where

𝐼+2𝑘−1(𝜎, 𝜂) = 𝜙(
𝜂

𝜎
)

𝑘−1∑︁
𝑖=0

(2𝑘 − 2)! !

(2𝑖)! !
(
𝜂

𝜎
)
2𝑖
,

𝐼+2𝑘(𝜎, 𝜂) = (2𝑘 − 1)! !𝛷(
𝜂

𝜎
) + 𝜙(

𝜂

𝜎
)

𝑘∑︁
𝑖=1

(2𝑘 − 1)! !

(2𝑖− 1)! !
(− 𝜂

𝜎
)
2𝑖−1

.

Proof. According to the Theorem 1.1, we have

𝜙+(𝑡, 𝜔) = 𝐸[𝜕𝐹+(𝑛)𝐷𝑡(

∫︁ 𝑇

0

𝐵𝑠𝑑𝑠)|ℑ𝑡] =

= 𝐸[𝐼{(
∫︀ 𝑇
0

𝐵𝑠𝑑𝑠)2𝑛+1>0}(2𝑛+ 1)(

∫︁ 𝑇

0

𝐵𝑠𝑑𝑠)
2𝑛·
∫︁ 𝑇

0

𝐼[0,𝑠](𝑡)𝑑𝑠|ℑ𝑡] =

= (2𝑛+ 1)(𝑇 − 𝑡)𝐸[𝐼{
∫︀ 𝑇
0

(𝑇−𝑠)𝑑𝐵𝑠>0}(

∫︁ 𝑇

0

(𝑇 − 𝑠)𝑑𝐵𝑠)
2𝑛|ℑ𝑡].



Representation of Brownian functionals 423

It’s obvious that∫︁ 𝑇

0

(𝑇 − 𝑠)𝑑𝐵𝑠 =

∫︁ 𝑇

𝑡

(𝑇 − 𝑠)𝑑𝐵𝑠 +

∫︁ 𝑡

0

(𝑇 − 𝑠)𝑑𝐵𝑠,

where ∫︁ 𝑇

𝑡

(𝑇 − 𝑠)𝑑𝐵𝑠 ∼ 𝑁(0, (𝑇 − 𝑡)3/3) := 𝑁(0, 𝜎2).

Further, thanks to the well-known properties of conditional mathemat-
ical expectation, using the Newton binomial formula and the values of the
moments of the normal distribution, it is not difficult to establish that

𝜙+(𝑡, 𝜔) = (2𝑛+ 1)(𝑇 − 𝑡)×

×𝐸[𝐼{
∫︀ 𝑇
𝑡

(𝑇−𝑠)𝑑𝐵𝑠>−𝑦}(

∫︁ 𝑇

𝑡

(𝑇 − 𝑠)𝑑𝐵𝑠 + 𝑦)
2𝑛
]|𝑦=∫︀ 𝑡

0
(𝑇−𝑠)𝑑𝐵𝑠

=

=
(2𝑛+ 1)(𝑇 − 𝑡)√

2𝜋𝜎

2𝑛∑︁
𝑟=0

𝐶𝑟
2𝑛𝑦

2𝑛−𝑟
∫︁ +∞

−𝑦
𝑥𝑟 exp{− 𝑥2

2𝜎2
}𝑑𝑥|𝑦=∫︀ 𝑡

0
(𝑇−𝑠)𝑑𝐵𝑠

=

= (2𝑛+ 1)(𝑇 − 𝑡)
2𝑛∑︁
𝑟=0

𝐶𝑟
2𝑛𝜎

𝑟𝑦2𝑛−𝑟𝐼+2𝑛(𝑟, 𝜎, 𝑦)|𝑦=∫︀ 𝑡
0
(𝑇−𝑠)𝑑𝐵𝑠

,

where

𝐼+2𝑛(𝑟, 𝜎, 𝑦) :=
1√
2𝜋

∫︁ +∞

−𝑦/𝜎
𝑥𝑟 exp{−𝑥

2

2
}𝑑𝑥.

On the other hand, from Proposition 1.1 and 1.2, for any natural 𝑟 we
have

𝐼+2𝑛(2𝑟 − 1, 𝜎, 𝑦) :=
1√
2𝜋

∫︁ +∞

−𝑦/𝜎
𝑥2𝑟−1 exp{−𝑥

2

2
}𝑑𝑥 =

= 𝜙(− 𝑦
𝜎
)

𝑟−1∑︁
𝑘=0

(2𝑟 − 2)! !

(2𝑘)! !
(− 𝑦
𝜎
)2𝑘 = 𝜙(

𝑦

𝜎
)

𝑟−1∑︁
𝑘=0

(2𝑟 − 2)! !

(2𝑘)! !
(
𝑦

𝜎
)2𝑘.

and

𝐼+2𝑛(2𝑟, 𝜎, 𝑦) :=
1√
2𝜋

∫︁ +∞

−𝑦/𝜎
𝑥2𝑟 exp{−𝑥

2

2
}𝑑𝑥 =

= 𝜙(− 𝑦
𝜎
)

𝑟∑︁
𝑘=1

(2𝑟 − 1)! !

(2𝑘 − 1)! !
(− 𝑦
𝜎
)2𝑘−1 + (2𝑟 − 1)! ! (1− 𝛷(−𝑦/𝜎)) =
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= 𝜙(
𝑦

𝜎
)

𝑟∑︁
𝑘=1

(2𝑟 − 1)! !

(2𝑘 − 1)! !
(− 𝑦
𝜎
)2𝑘−1 + (2𝑟 − 1)! !𝛷(𝑦/𝜎). ■

Using similar arguments, the following result is proven.
Theorem 2.2. For any non-negative integer 𝑛 the following stochastic

integral representation is valid:

𝐹−(𝑛) = 𝐸𝐹−(𝑛)−

−(2𝑛+ 1)

2𝑛∑︁
𝑘=0

∫︁ 𝑇

0

(𝑇 − 𝑡)𝐶𝑘
2𝑛𝜎

𝑘𝜂2𝑛−𝑘𝐼−𝑘 (𝜎, 𝜂)|𝜂=∫︀ 𝑡
0
(𝑇−𝑠)𝑑𝐵𝑠

𝑑𝐵𝑡,

where

𝐼−2𝑘−1(𝜎, 𝜂) = −𝜙(
𝜂

𝜎
)

𝑘−1∑︁
𝑖=0

(2𝑘 − 2)! !

(2𝑖)! !
(
𝜂

𝜎
)
2𝑖
,

𝐼−2𝑘(𝜎, 𝜂) = (2𝑘 − 1)! ! [1− 𝛷( 𝜂
𝜎
)]− 𝜙( 𝜂

𝜎
)

𝑘∑︁
𝑖=1

(2𝑘 − 1)! !

(2𝑖− 1)! !
(− 𝜂

𝜎
)
2𝑖−1

.

Combining Theorems 2.1 and 2.2, we obtain the following result.
Theorem 2.3. For any non-negative integer 𝑛 the following stochastic

integral representation is valid:

|𝐹 (𝑛)|= 𝐸|𝐹 (𝑛)|+

+(2𝑛+ 1)

2𝑛∑︁
𝑘=0

∫︁ 𝑇

0

(𝑇 − 𝑡)𝐶𝑘
2𝑛𝜎

𝑘𝜂2𝑛−𝑘𝐼𝑘(𝜎, 𝜂)|𝜂=∫︀ 𝑡
0
(𝑇−𝑠)𝑑𝐵𝑠

𝑑𝐵𝑡,

where

𝐼2𝑘−1(𝜎, 𝜂) = 2𝜙(
𝜂

𝜎
)

𝑘−1∑︁
𝑖=0

(2𝑘 − 2)! !

(2𝑖)! !
(
𝜂

𝜎
)
2𝑖
,

𝐼2𝑘(𝜎, 𝜂) = (2𝑘 − 1)! ! [2𝛷(
𝜂

𝜎
)− 1] + 2𝜙(

𝜂

𝜎
)

𝑘∑︁
𝑖=1

(2𝑘 − 1)! !

(2𝑖− 1)! !
(− 𝜂

𝜎
)
2𝑖−1

.

Corollary 2.1. The following stochastic integral representation is true

|
∫︁ 𝑇

0

𝐵𝑠𝑑𝑠| =
√︂

2𝑇 3

3𝜋
+

∫︁ 𝑇

0

(𝑇 − 𝑡)[2𝛷(𝜎−1
∫︁ 𝑡

0

(𝑇 − 𝑠)𝑑𝐵𝑠)− 1]𝑑𝐵𝑡.
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In this paper we consider the nonlinear Klein-Gordon equation
on the metric star graph with three semi-infinite bonds. At the
branched point we put two types of vertex boundary conditions: the
weight continuity and the condition for derivatives of wave functions
as the generalized Kirchhoff rule. We solve this equation satisfying
vertex boundary conditions. We also show reflectionsless propa-
gations of the kink soliton solution. Keywords: Klein-Gordon
equation, vertex boundary conditions, Kirchhoff rule, reflectionsless
transmission, kink soliton, graphs.

Introduction

Nonlinear dynamics of solitary waves, that occur in many scientific ar-
eas, can be described by nonlinear partial differential equations [15], [7].
The nonlinear Klein-Gordon equation is one of the important classes of
partial differential equations and is used to model many different phenom-
ena, including the propagation of dislocations in crystals and the behavior
of elementary particles [4]. The exact and numerical soliton solutions of
Klein-Gordon equation are given in the pioneer work [1], in that numeri-
cally solved with the time and coordinate steps 𝑘 = ℎ = 0.05 and found the
descritization scheme using Taylor series. The energy and momentum con-
servating schemes used to integrate the nonlinear Klein-Gordon equation
in [2] and invariant-conserving finite difference algorithms are given [6].

The nonlinear partial differential equations on the branched structures
are attached the most interest in the last decade years. Such attention was
caused by the possibility for obtaining soliton solution of nonlinear partial
differential equations such as nonlinear Schrödinger, Dirac equations and its
numerous applications in different branches of physics [3, 4]. The branched
structures can be modeled metric graphs [14]. Metric graphs are consist of
two sets: the set of points (vertices) and the set of intervals that connect
vertices.

In this paper we focus on one of the exact solutions and transmission
of the kink soliton of the nonlinear Klein-Gordon equation through the
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vertices of the networks. The present work is organized as follows: in the
section 1 the nonlinear Klein-Gordon equation on the metric star graph
with derivations the vertex boundary conditions is obtained; in the section
2 the kink soliton solution of the formulated problem with the sum rule for
the reflectionless transmission is analytically given; in the last section the
conclusions are given.

1. Formulation of the problem

We consider a star graph with three bonds 𝑒𝑗 , for which a coordinate 𝑥𝑗
is assigned. Choosing the origin of coordinates at the vertex, 0, for bond
𝑒1 we put 𝑥1 ∈ (−∞, 0] and for 𝑒2,3 we fix 𝑥2,3 ∈ [0,+∞). In what follows,
we use the shorthand notation 𝑞𝑗(𝑥) for 𝑞𝑗(𝑥𝑗) where 𝑥 is the coordinate
on the bond 𝑗 to which the component 𝑞𝑗 refers. Klein-Gordon equation on
the each bond 𝑒𝑗 of the star graph is written as

𝜕2𝑡𝑡𝑞𝑗 − 𝜕2𝑥𝑥𝑞𝑗 − 𝑞𝑗 + 𝑏𝑗𝑞
3
𝑗 = 0. (1)

Figure 1. The metric star graph

Now we define the vertex boundary conditions at the branched point of
the star graph, therefore we derive these boundary conditions from conser-
vation laws is energy. The energy conservation law is defined as

𝐸 =

3∑︁
𝑗=1

𝐸𝑗 , (2)

where

𝐸𝑗 =

∫︁
𝑒𝑗

[︂
1

2
(𝜕𝑡𝑞𝑗)

2 +
1

2
(𝜕𝑥𝑞𝑗)

2 − 1

2
𝑞2𝑗 +

𝑏𝑗
4
𝑞4𝑗

]︂
𝑑𝑥. (3)

From �̇� = 0 we can get the following nonlinear boundary condition as

𝜕𝑥𝑞1𝜕𝑡𝑞1|𝑥=0= 𝜕𝑥𝑞2𝜕𝑡𝑞2|𝑥=0+𝜕𝑥𝑞3𝜕𝑡𝑞3|𝑥=0. (4)
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We need two types of boundary conditions to find a solution of (1) and
to fulfil the nonlinear vertex boundary condition (4). Therefore the first
type is the following weight continuity

𝛼1𝑞1|𝑥=0= 𝛼2𝑞2|𝑥=0= 𝛼3𝑞3|𝑥=0, (5)

the second type is given derivatives of wave functions at the branched point
as Kirchhoff rule

1

𝛼1
𝜕𝑥𝑞1|𝑥=0=

1

𝛼2
𝜕𝑥𝑞2|𝑥=0+

1

𝛼3
𝜕𝑥𝑞3|𝑥=0. (6)

2. The kink soliton solution of Klain-Gordon equation on the
star graph with three edges

The kink soliton solution of Klein-Gordon equation (1) on the each bond
𝑒𝑗 of the metric star graph is the following

𝑞𝑗(𝑥, 𝑡) = ∓
1√︀
𝑏𝑗

tanh

(︃
𝑥− 𝑙 − 𝜐𝑡√︀
2(1− 𝜐2)

)︃
, (7)

where 𝑙 is the initial center of mass of soliton. Fulfilling the vertex boundary
conditions (5)-(6) we can get the following constrains

𝛼1√
𝑏1

=
𝛼2√
𝑏2

=
𝛼3√
𝑏3
, (8)

1

𝛼1

√
𝑏1

=
1

𝛼2

√
𝑏2

+
1

𝛼3

√
𝑏3
. (9)

Theorem 1. From (5) and (6) for the transmissionless propogation
of the kink soliton (7) of Klein-Gordon equation (1) on the star graph we
obtain the following sum rule for nonlinearities

1

𝑏1
=

1

𝑏2
+

1

𝑏3
. (10)

Proof. If we satisfy the soliton solution (7) of Eq. (1) into (5) and
(6), we can obtain (8) and (9). It is clear that from (8) and (9) we can get
(10).

Using the kink soliton solution of Klein-Gordon equation (1) with the
sum rule for the nonlinearities (10) we can also show that another conser-
vation law, i.e. the momentum is conserved from the last expression the
momentum is constant.
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3. Conclusion

In this paper we studied the nonlinear Klein-Gordon equation on the
star graph with three semi-infinite bonds. First of all we derived the non-
linear boundary condition from the energy conservation law. Satisfying this
boundary conditions at the vertex we obtained the weight continuity and
the condition for derivatives of the wave function as Kirchhoff rule. We
obtained the soliton solution on the metric star graph and the constrain as
inverses of nonlinearities for the reflectionless transmission.
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Estimating a mixture of distributions in statistics, especially when
dealing with incomplete data, can be challenging but often follows
a structured approach. The article discusses the estimation of the
mixture of distribution function with incomplete data. The esti-
mate is constructed using substitution method and the property of
estimate has been studied. Keywords: mixture of distributions,
incomplete data, estimation, empirical distribution function.

Introduction

Most sample surveys yield data sets that are incomplete in various ways
and for various reasons. The current attitude and methodology to handle
the missing information issue can be summarized as trying to avoid it in the
data collection phase, trying to make up for it during initial data screen-
ing, and pretending it never existed, in the final analysis. Some people will
always refuse to participate in the survey, some, although selected into the
sample, will not be found and many will be missed by the sampling pro-
cedure, giving them unintentionally too little or no chance at all of being
selected. Some others, although they are available for the survey, choose
not to respond to certain questions, leading to a different kind of missing
information. All that is far too important and potentially informative, to
be considered a nuisance.

Incomplete data in statistics refers to datasets that have missing values
or observations. This can occur for various reasons, such as non-response
in surveys, data entry errors, or loss of data during collection. A random
right censoring model is used in survival analysis to handle situations where
the event of interest (like failure or death) is not observed for all subjects
within the study period. In this model, some subjects may drop out or the
study ends before the event occurs, leading to incomplete data. Incomplete
data can occur in many forms, such as missing values in covariates, or unob-
served component labels in the case of mixture models. The goal is to esti-

The authors thank Professor Abdurakhim Abdushukurov, Tashkent branch of
Moscow State University, Department of Applied Mathematics and Informatics.
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mate the parameters of the mixture model despite this incompleteness (see,
[1,2,5]). Estimating a mixture of distributions with incomplete data typi-
cally refers to the problem of estimating parameters of a statistical model
where not all data points are fully observed or are censoring (see, [3,4]). Let

for a fixed 𝑙 integer
{︁
X(𝑗) =

[︁
𝑋

(𝑗)
𝑖 =

(︁
𝑋

(𝑗)
1𝑖 , 𝑋

(𝑗)
2𝑖

)︁
, 𝑖 ≥ 1

]︁
, 𝑗 = 1, ..., 𝑙

}︁
and{︁

Y(𝑗) =
[︁
𝑌 𝑗
𝑖 =

(︁
𝑌

(𝑗)
1𝑖 , 𝑌

(𝑗)
2𝑖

)︁
, 𝑖 ≥ 1

]︁
, 𝑗 = 1, ..., 𝑙

}︁
be mutually independent

sequences of independent random variables (its may be dependent also) with
𝑋𝑗

𝑖 and 𝑌 𝑗
𝑖 having continuous random distribution functions for (𝑠, 𝑡) ∈ 𝑅2:

𝐹 (𝑗) (𝑠, 𝑡) = 𝑃
(︁
𝑋

(𝑗)
11 ≥ 𝑠,𝑋

(𝑗)
21 ≥ 𝑡

)︁
, 𝑗 = 1, ..., 𝑙,

𝐺(𝑗) (𝑠, 𝑡) = 𝑃
(︁
𝑌

(𝑗)
11 ≥ 𝑠, 𝑌

(𝑗)
21 ≥ 𝑡

)︁
, 𝑗 = 1, ..., 𝑙.

1. Random right censoring model

In this model, the sequence X(𝑗) is censored from the right [1] by the
sequence Y(𝑗)and 𝑙samples are observed:

V
(𝑛)
𝑗 =

{︁(︁
𝑍

(𝑗)
𝑖 , 𝛿

(𝑗)
𝑖

)︁
, 𝑖 = 1, ..., 𝑛

}︁
, 𝑗 = 1, ..., 𝑛, (1)

where 𝑍
(𝑗)
𝑖 =

(︁
𝑍

(𝑗)
1𝑖 , 𝑍

(𝑗)
2𝑖

)︁
, 𝑍

(𝑗)
𝑘𝑖 = 𝑋

(𝑗)
𝑘𝑖 ∧ 𝑌

(𝑗)
𝑘𝑖 , 𝛿

(𝑗)
𝑖 =

(︁
𝛿
(𝑗)
1𝑖 , 𝛿

(𝑗)
2𝑖

)︁
, 𝛿

(𝑗)
𝑘𝑖 =

𝐼
(︁
𝑍

(𝑗)
𝑘𝑖 = 𝑋

(𝑗)
𝑘𝑖

)︁
, 𝑘 = 1, 2; 𝑗 = 1, ..., 𝑙. The task is to estimate the mixture of

distributions

𝐹 (𝑠, 𝑡) =

𝑖∑︁
𝑗=1

𝜃𝑗𝐹
(𝑗) (𝑠, 𝑡) , (𝑠, 𝑡) ∈ 𝑅2, (2)

where the weights {𝜃𝑗 , 𝑗 = 1, ..., 𝑙} are unknown nuisance parameters that
constitute the common probability distribution of a sequence of independent
identically distributed random variables {𝑣1, 𝑣2, ....} with the set of values
{1, ..., 𝑙}

𝜃𝑗 = 𝑃 (𝑣𝑖 = 𝑗) > 0, 𝑖 = 1, .., 𝑛,

𝑙∑︁
𝑗=1

𝜃𝑗 = 1. (3)

The sequence {𝑣𝑗} is independent of
{︁(︁

X
(𝑗)
𝑖 ,Y

(𝑗)
𝑖

)︁
, 𝑗 = 1, ..., 𝑙

}︁
. Let

𝐾 (𝑡) = 𝑃 (𝑣𝑗 = 𝑡) , 𝑡 ∈ 𝑅. Then, 𝜃𝑗 = 𝐾(𝑗 + 1) − 𝐾(𝑗), 𝑗 = 1, ..., 𝑙 and
𝐾(𝑙 + 1) = 1. Thus, estimation of 𝐹 (𝑠, 𝑡) is possible from the joint sample

V
(𝑛)
* =

{︁(︁
𝑍

(𝑗)
𝑖 , 𝛿

(𝑗)
𝑖 , 𝑣𝑖

)︁
, 𝑗 = 1, ..., 𝑙, 𝑖 = 1, ..., 𝑛

}︁
. (4)
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Obviously, a natural estimate of 𝜃𝑗 is

𝜃𝑗𝑛 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐼(𝑣𝑖 = 𝑗) = 𝐾𝑛(𝑗 + 1)−𝐾𝑛(𝑗), 𝑗 = 1, ..., 𝑙. (5)

where 𝐾𝑛(𝑡) is the empirical distribution function corresponding to 𝐾(𝑡).

2. The main result

Let𝐹
(𝑗)
𝑘𝑛 (𝑠, 𝑡), 𝑘 = 1, 2, 3, 𝑗 = 1, ..., 𝑙, be the estimates of the exponen-

tial, product-limit and power types structure (see, [1]) constructed from
samples (1) for the r.f. 𝐹 (𝑗)(𝑠, 𝑡), 𝑗 = 1, ..., 𝑙 respectively. Then, with the
account of (5), the corresponding estimates from sample (4) for mixture (2)
are

𝐹𝑛𝑘(𝑠, 𝑡) =

𝑙∑︁
𝑗=1

𝜃𝑗𝑛 · 𝐹 (𝑗)
𝑘𝑛 (𝑠, 𝑡), (𝑠, 𝑡) ∈ 𝑅2, 𝑘 = 1, 2, 3. (6)

Let 𝑄(𝑗) =
{︀
(𝑠, 𝑡) ∈ 𝑅2 : 0 < 𝐹 (𝑗)(𝑠, 𝑡) ·𝐺(𝑗)(𝑠, 𝑡) < 1

}︀
, 𝑗 = 1, ..., 𝑙, and

𝑄 =
𝑙⋂︀

𝑗=1

𝑄(𝑗) ̸= ∅.

Theorem 1. For 𝑘 = 1, 2, 3 the following equality’s are valid

𝑠𝑢𝑝
(𝑠,𝑡)∈𝑄

|𝐹𝑘𝑛(𝑠, 𝑡)− 𝐹 (𝑠, 𝑡)|
𝑎.𝑠.
= O(𝜆𝑛).

Proof. We have the chains of inequalities for 𝑘 = 1, 2, 3 :

𝑠𝑢𝑝
(𝑠,𝑡)∈𝑄

|𝐹𝑘𝑛(𝑠, 𝑡)− 𝐹 (𝑠, 𝑡)| ≤
𝑙∑︁

𝑗=1

[︃
|𝜃𝑗𝑛 − 𝜃𝑗 | · 𝑠𝑢𝑝

(𝑠,𝑡)∈𝑄
(𝐹

(𝑗)
𝑘𝑛 (𝑠, 𝑡))+

+𝜃𝑗 𝑠𝑢𝑝
(𝑠,𝑡)∈𝑄

⃒⃒⃒
𝐹

(𝑗)
𝑘𝑛 (𝑠, 𝑡)− 𝐹 (𝑗)(𝑠, 𝑡)

⃒⃒⃒]︃
≤

𝑙∑︁
𝑗=1

[|𝐾𝑛(𝑗 + 1)−𝐾(𝑗 + 1)|+

+ |𝐾𝑛(𝑗)−𝐾(𝑗)|+ 𝑠𝑢𝑝
(𝑠,𝑡)∈𝑄(𝑗)

|𝐹 (𝑗)
𝑘𝑛 (𝑠, 𝑡)− 𝐹 (𝑗)(𝑠, 𝑡)|

]︃
≤

≤ 2𝑙 · 𝑠𝑢𝑝
−∞<𝑡<∞

|𝐾𝑛(𝑡)−𝐾(𝑡)|+

+

𝑙∑︁
𝑗=1

𝑠𝑢𝑝
(𝑠,𝑡)∈𝑄(𝑗)

⃒⃒⃒
𝐹

(𝑗)
𝑘𝑛 (𝑠, 𝑡)− 𝐹 (𝑗)(𝑠, 𝑡)

⃒⃒⃒
𝑎.𝑠.
= O(𝜆𝑛).
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where the last equality follows from the ILL. Theorem 1 is proved.
For 𝑘 = 1, 2, 3 introduce the Gaussian processes

Λ𝑘(𝑠, 𝑡) =

𝑙∑︁
𝑗=1

Λ
(𝑗)
𝑘 (𝑠, 𝑡) =

=

𝑙∑︁
𝑗=1

[︁
𝜃𝑗 ·W(𝑗)

𝑘 (𝑠, 𝑡) + 𝐹 (𝑗)(𝑠, 𝑡) · (𝜃𝑗(1− 𝜃𝑗))
1
2 𝜉0

]︁
,

where
{︁
W

(𝑗)
𝑘 , 𝑘 = 1, 2, 3

}︁
are Gaussian processes from Theorem 1, and 𝜉0

is the standard normal random variable independent of them (see, [2,3]).

Theorem 2. When 𝑛→∞

𝑙𝑘𝑛(𝑠, 𝑡) = 𝑛
1
2 · (𝐹𝑘𝑛(𝑠, 𝑡)− 𝐹 (𝑠, 𝑡))

𝐷⇒ 𝐴𝑘(𝑠, 𝑡), 𝑖𝑛 D2(𝑄).

3. Conclusion

In summary, this paper constructs a new statistical estimator based on
incomplete data for a mixture of distributions and studies the asymptotic
properties of these estimators.
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This paper considers a mathematical model of the movement of liq-
uid in a region consisting of two subregions: a porous medium dried
by a liquid and the second subregion - a free zone. An interpene-
trating model is used to mathematically describe the behavior of a
fluid. For the strength of interaction between phases, Darcy’s law
and Forchheimer’s equation are adopted. For the numerical imple-
mentation of the resulting equation, a SIMPLE-like algorithm was
used. Examples are considered in which the influence of the Forch-
heimer term, the Darcy number, and the influence of porosity on
the flow characteristics are studied. Keywords: Flow, Darci law,
Rakhmatulin model, Forchheimer equation, porous media, numerical
method.

Introduction

In nature and in many technological processes, viscous fluid flows in areas
with and without porous inclusions. An important element of such research
is the mathematical description of such phenomena. The complexity of
such flows lies in the consideration of the flow in two subregions: a free
zone and a porous subregion. In the free zone, the flow is modeled by
the Stokes/Navier–Stokes equations, and in the porous subregion there are
various approaches for modeling the flow in the porous region [1-2].

1. Mathematical model

Developing the approach given in [3], some problems of joint fluid mo-
tion in a complex area are studied. In this case, the flow simulation is
described by a single equation. The derivation of such an equation is based
on Rakhmatulin’s interpenetrating flow model of two-phase media [4-5].
The equations in the dimensionless two-dimensional case are described us-
ing systems of equations:
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𝑆ℎ𝑓
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑓𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑓𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= − 𝑓

𝑅𝑒

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

4

3𝑅𝑒

𝜕

𝜕𝑥
(𝑓
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)+

+
1

𝑅𝑒

𝜕

𝜕𝑦
(𝑓
𝜕𝑢

𝜕𝑦
)− 2

3𝑅𝑒

𝜕

𝜕𝑥
(𝑓
𝜕𝑣

𝜕𝑦
) +

1

𝑅𝑒

𝜕

𝜕𝑦
(𝑓
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)− 𝐶𝑢, (1)

𝑆ℎ𝑓
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑓𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑓𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= − 𝑓

𝑅𝑒

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

1

𝑅𝑒

𝜕

𝜕𝑥
(𝑓
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)+

+
4

3𝑅𝑒

𝜕

𝜕𝑦
(𝑓
𝜕𝑢

𝜕𝑦
) +

1

𝑅𝑒

𝜕

𝜕𝑥
(𝑓
𝜕𝑣

𝜕𝑦
)− 2

3𝑅𝑒

𝜕

𝜕𝑦
(𝑓
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)− 𝐶𝑣, (2)

𝜕(𝑓𝑢)

𝜕𝑥
+
𝜕(𝑓𝑣)

𝜕𝑦
= 0. (3)

Here 𝑢, 𝑣 velocity components; 𝑝 is pressure, 𝑓 is volume concentration,
𝑅𝑒 is Reynolds number.

The coefficient 𝐶 is taken in the form

𝐶 =
𝑓2

𝐷𝑎 ·𝑅𝑒
+
𝐶𝑓𝑓

3

√
𝐷𝑎
|�̄�| . (4)

In this expression, the first term is related to Darcy’s law (Da is Darcy’s
number), and the second is related to Forchheimer’s relation.

The numerical solution (1)-(3) was carried out by analogy with the SIM-
PLE method [6]. Note that in [7] flows in the combined region were studied
using a single equation.

Various problems of fluid flow with partially filled porous inclusions are
considered. The influence of the Darcy number, Reynolds number and
porosity on the flow structure is considered.

2. The problem of fluid flow in a flat pipe with a partially filled
porous medium

Let us consider the flow of liquid in a flat pipe, the lower half of which
is filled with a porous medium. A uniform flow is set in the inlet part of
the pipe. The no slip conditions are set on the pipe walls. At the output
boundary we use a soft boundary condition. Equations (1)-(3) will be solved
in the area 𝐷 : 0 ≤ 𝑥 ≤ 5, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 Number of grid nodes: 50x30.

An uneven mesh was used with condensation at the beginning of the
pipe, where significant deformation of the flow occurs. Figure 1 shows the
formation of velocity across sections with flow parameters:𝑅𝑒 = 1, 𝐷𝑎 =
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a) 𝑅𝑒 = 1;𝐷𝑎 = 0, 0001; 𝑓 = 0, 9

b) 𝑅𝑒 = 1;𝐷𝑎 = 0, 00001; 𝑓 = 0, 9

Figure 1. Formation of flow velocity.

0, 0001, 𝑓 = 0, 9. The graphs shown in Figure 1 correspond to the sections:
0, 017; 0, 657; 1, 384; 2, 460; 4, 053.

From Fig. 1 it is clear that the Darcy number significantly affects the for-
mation of the velocity profile. It is clear from the graphs that the formation
of a transit zone near the interphase boundary is in qualitative agreement
with the results discussed in various articles.

Figure 2 shows the particle streamlines at flow parameters: 𝑅𝑒 =
200, 𝐷𝑎 = 0, 00001, 𝑓 = 0, 9, 𝜓1 = 0, 1;𝜓2 = 0, 2;𝜓3 = 0, 4;𝜓4 = 0, 8.

Figure 3 shows the nature of the change in transverse velocity at the
interface depending on the Reynolds number. In the graph, represented as a
diamond, Re=1 corresponds, asterisks correspond to Re=10, and triangles
correspond to 𝑅𝑒 = 100.(𝑓 = 0.7, 𝐷𝑎 = 0.001). Figure 3 shows that an
increase in the Reynolds number will lead to an increase in the transverse
velocity through the interface and an increase in the length of the flow
stabilization zone.

Fig.4 Transverse velocity through the interface at different Darcy num-
bers.

In Fig. 4, the points represented in the form of a diamond correspond to
𝐷𝑎 = 0, 00001, the asterisks – 𝐷𝑎 = 0, 001, and the triangles – 𝐷𝑎 = 0, 1.
Figure 4 shows that increasing the Darcy number will reverse the behavior
of the transverse velocity across the interface.
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Figure 2. Streamlines.

Figure 3. Transverse velocity through the interface at different Reynolds numbers.

Figure 4. Transverse velocity through the interface at different Darcy numbers.

Figure 5 shows the dimensionless change in the friction distribution
1
𝑅𝑒

𝜕𝑢
𝜕𝑦 over a section multiplied by Re (for clarity, the value of the fric-

tion distribution was multiplied by the number 0,03. An increase in the
Reynolds number will lead to an increase in the amplitude of the change in
friction in each section.
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a) 𝑅𝑒 = 1

b) 𝑅𝑒 = 10

c) 𝑅𝑒 = 100

Figure 5. Change in shear stress across pipe sections
0, 017; 0, 657; 1, 384; 2, 460; 4, 053.

Figure 6 compares the graphs of the transverse velocity at the interface
with environmental parameters:𝑅𝑒 = 10, 𝑓 = 0, 9𝐷𝑎 = 0, 00001. Dot plots
with an asterisk correspond to the numerical results obtained taking into
account the Forchheimer force. The diamond-shaped scatter plot does not
take this force into account. The Forchheimer force prevents fluid leakage
through the interface.

3. Conclusion

The application of Rakhmatulin’s interpenetrating model can be suc-
cessfully applied to study problems related to the movement of fluid in het-
erogeneous areas. Taking into account the Forchheimer force in obtaining
a solution in high porous media.
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Figure 6. Transverse velocity through the interface at different Darcy numbers.
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Рассматриваются вероятностные модели для решения краевых
задач для полулинейного уравнения Гельмгольца. Получены ве-
роятностные представления решения задач в виде математиче-
ского ожидания некоторой случайной величины. В соответствии
с вероятностными представлениями построены ветвящиеся про-
цессы, заданы моделирующие формулы для каждого из ветвя-
щихся процессов. Доказано, что построенные ветвящиеся про-
цессы с вероятностью единица вырождаются и среднее число
частиц каждого n-ого поколения меньше либо равно единице.
Для рассмотренных задач построены несмещенные оценки на
траекториях соответствующих случайных процессов. Получен-
ные оценки решений имеют ограниченную дисперсию, строятся
на траекториях ветвящегося процесса с ограниченным средним
числом ветвлений и легко моделируется. Результаты вычисли-
тельного эксперимента показывают, что при помощи построен-
ного алгоритма можно строить практические оценки, эффек-
тивно реализуемые на компьютере. Ключевые слова: метод
Монте-Карло, несмещенные оценки, ветвящийся процесс.

1. Вероятностная модель для решения задачи Дирихле для
уравнения Гельмгольца в полулинейном случае

Несмещенные и смещенные оценки решения краевых задач для
уравнения Гельмгольца Г.А.Михайловым и Б.С.Елеповым в работах
[2, 3], Н.А.Симоновым в [9], А.С.Сипиным в [10], Г.А.Михайлова и
Р.Н.Макарова [6], Г.А.Михайлова [5], A.С.Расуловым в [8], Г.М. Раи-
мовой в [7]. Используя результаты вышеупомянутых работ предлага-
ются алгоритмы метода Монте Карло для задачи Дирихле для сле-
дующего уравнения: ∆𝑢 − 𝑐 𝑢 = −𝑓(𝑥, 𝑢) с полиномиальной нелиней-
ностью в правой части относительно неизвестной функции 𝑓(𝑥, 𝑢) =
∞∑︀

𝑛=0
𝑎𝑛(𝑥)𝑢

𝑛(𝑥). Далее при предположении существования решения [1, 4]

строится несмещенная оценка на траекториях ветвящегося процесса
блуждания по сферам.
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Пусть 𝐷 ограниченная область в 𝑅3 с регулярной границей Γ, при-
чем коэффициенты 𝑓(𝑥, 𝑢) удовлетворяют условию lim

𝑛→∞
𝑛
√
�̄�𝑛 = 0, где

sup
𝑥∈𝐷
|𝑎𝑛(𝑥)| ≤ �̄�𝑛. Рассмотрим следующую задачу Дирихле:

−∆𝑢(𝑥) + 𝑐𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑢|Γ = 𝜙. (1)

Предполагается, что функции 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶(Γ̄), 𝑎𝑛(𝑥) ∈ 𝐶(�̄�) (𝑛 = 0, 1, . . .)
и коэффициент 𝑐 > 0 таковы, что существует [4] единственное непре-
рывное решение полулинейной задачи. Пусть

∞∑︁
𝑛=0

�̄�𝑛𝑛 <∞. (2)

При указанных предположениях, строится несмещенная оценка реше-
ния с ограниченной дисперсией в некоторой произвольной точке 𝑥 ∈ 𝐷.

2. Вероятностное представление решения задачи

Используя результаты [2, 3] к уравнению −∆𝑢(𝑥) + 𝑐𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑢),
получим следующее интегральное представление:

𝑢(𝑥) =
𝑅
√
𝑐

4𝜋𝑅2 sh(𝑅
√
𝑐)

∫︁
𝑆𝑅

𝑢(𝑦)𝑑𝑦+

∫︁
𝐾𝑅

sh[(𝑅− |𝑥− 𝑦|)
√
𝑐]

4𝜋|𝑥− 𝑦|sh(𝑅
√
𝑐)
𝑓(𝑦, 𝑢(𝑦))𝑑𝑦. (3)

Здесь 𝑅(𝑥) = min
𝑦∈Γ
|𝑥− 𝑦| - расстояние от точки 𝑥 до границы, 𝐾𝑅 - шар

радиуса 𝑅 с центром в точке 𝑥, 𝑆𝑅 - соответствующая сфера. Первый
интеграл в (3) есть интеграл по поверхности сферы 𝑆𝑅. Так как пло-
щадь поверхности сферы 𝑆𝑅 равна 4𝜋𝑅2, то после введения этого выра-
жения под знак первого интеграла, он будет представлять равномерное
распределение на сфере:

𝑢(𝑥) =
𝑅
√
𝑐

sh(𝑅
√
𝑐)

∫︁
𝑆𝑅

𝑢(𝑥+𝑅𝜔)𝑑𝜔+

+
sh(𝑅

√
𝑐)−𝑅

√
𝑐

sh(𝑅
√
𝑐)

∫︁
𝐾𝑅

sh[(𝑅− |𝑥− 𝑦|)
√
𝑐]

4𝜋|𝑥− 𝑦|(sh𝑅
√
𝑐)−𝑅

√
𝑐)
· 𝑓(𝑦, 𝑢(𝑦))

𝑐
𝑑𝑦.

Перепишем данное выражение следующим образом

𝑢(𝑥) = 𝑞

∫︁
𝑆𝑅

𝑢(𝑦)𝑑𝜔 + (1− 𝑞)
∫︁
𝐾𝑅

𝑝(𝑥, 𝑦)
𝑓(𝑦, 𝑢(𝑦))

𝑐
𝑑𝑦, (4)
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здесь были использованы следующие обозначения: 𝑞 = 𝑅
√
𝑐)∖(sh(𝑅

√
𝑐)),

𝜔 - равномерное распределение на 𝑆𝑅, 𝑝(𝑥, 𝑦) =
sh[(𝑅− |𝑥− 𝑦|)

√
𝑐]

4𝜋|𝑥− 𝑦|(sh(𝑅
√
𝑐)−𝑅

√
𝑐)

- плотность перехода из 𝑥 в 𝑦 (𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾𝑅). Случайный ветвящегося про-
цесс, согласованный с вероятностным представлением (4), и определе-
ние процесса блуждания по сферам с ветвлением можно использовать
из работ [7, 13]. Формулу (4) можно переписать следующим образом:

𝑢(𝑥) = 𝑞

∫︁
𝑆𝑅(𝑥)

𝑢(𝑦)𝑑𝜔 + (1− 𝑞)
∫︁

𝐾𝑅(𝑥)

𝑝(𝑥, 𝑦)

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑦)

𝑐
𝑢𝑛(𝑦)𝑑𝑦. (5)

В соответствии с (5) несмещенные оценки для решения задачи (1) есте-
ственно строить на траекториях процесса блуждания по сферам с ветв-
лением, в котором участвуют частицы одного типа.

3. Случайный ветвящийся процесс, согласованный с
вероятностным представлением

В соответствии с представлением (5) построим процесс блуждания
с ветвлением в фазовом пространстве 𝐷, в котором участвуют частицы

одного типа. Пусть 𝑀 =
∞∑︀

𝑛=1
𝑛�̄�𝑛, и 𝛼 - некоторое число, 0 < 𝛼 < 1. В

начальный момент имеется одна частица в точке 𝑥0 = 𝑥. Пусть 𝑛 > 0 и

𝑥𝑛 известно. За единицу времени частица с вероятностью 𝑞 =
𝑅
√
𝑐

sh(𝑅
√
𝑐)

переходит в точку 𝑥𝑛+1, равномерно распределенную на сфере 𝑆𝑅(𝑥)
и с вероятностью 1 − 𝑞 переходит в точку 𝑥𝑛+1, распределенную в
шаре 𝐾𝑅(𝑥) c плотностью 𝑝(𝑥, 𝑦). Во втором случае с вероятностью

𝜋𝑛 =
𝛼

𝑀
�̄�𝑛, (𝑛 = 1, 2, · · ·) частица делится на 𝑛 новых частиц ли-

бо с вероятностью 𝜋0 = 1 −
∞∑︀

𝑛=1
𝜋𝑛 гибнет. Новые частицы ведут себя

независимо друг от друга аналогично рассмотренной частице. Процесс
обрывается, если все частицы в �̄� погибают, либо, если все частицы
попадают в Γ. Параметр 𝛼 позволяет регулировать число ветвлений.

4. Построение несмещенной оценки решения

Для построения оценки метода Монте-Карло для задачи (1) реали-
зуется процесс блуждания по сферам с ветвлением из точки 𝑥0 = 𝑥, т.е.
в начале имеется одна частица в точке 𝑥. За единицу времени частица

с вероятностью 𝑞 =
𝑅
√
𝑐

sh(𝑅
√
𝑐)

переходит в точку 𝑥1 = 𝑦1, которая вы-

бирается равномерно по сфере 𝑆𝑅(𝑥) и с вероятностью 1 − 𝑞 в точку
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𝑥1 = 𝑦2, которая выбирается внутри шара 𝐾𝑅(𝑥) соответственно плот-
ности 𝑝(𝑥, 𝑦). Во втором случае с вероятностью 𝜋𝑛 (𝑛 ̸= 0) происходит
ветвление, т.е. частица делиться на 𝑛 частиц и вес умножается на вели-

чину
𝑀𝑎𝑛(𝑥1)

𝑐�̄�𝑛𝛼
. В случае 𝑛 = 0 происходит поглощение частицы в точке

𝑥1 и вес помножается на величину
𝑎0(𝑥1)

𝑐𝜋0
. Из точки 𝑥1 строятся 𝑛 неза-

висимых траекторий блуждания. Новые частицы ведут себя независимо
друг от друга аналогично рассмотренной частице. Процесс обрывается,
либо, если все частицы в �̄� погибают, либо, если все частицы выходят
на 𝜀 окрестность границы. Определим оценку рекуррентным способом.
Пусть 𝜁0(𝑥) = 𝑢(𝑥), 𝜁𝑘(𝑥) = Ψ(𝜁𝑘−1(𝑥)), где

Ψ(𝜁(𝑥)) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜁(𝑦1), с вероятностью 𝑞(𝑥)

𝑊𝑛(𝑦2),
𝑛∏︀

𝑖=1

𝜁𝑖−1(𝑦2), с вероятностью (1− 𝑞(𝑥))𝜋𝑛, 𝑛 ̸= 0;

𝑊0(𝑦2), с вероятностью (1− 𝑞(𝑥))𝜋0.

Здесь 𝜁(𝑖)(𝑦) - независимые реализации случайной величины 𝜁(𝑦).
Так называемые «веса», т.е. множители, на которые при каждом шаге

помножается оценка, определим следующим образом: 𝑊𝑛(𝑦) =
𝑀𝑎𝑛(𝑦)
𝑐𝑎𝑛𝛼

,

𝑊0(𝑦) =
𝑎0(𝑦)
𝑐𝜋0

. Пусть ℜ𝑘 – 𝜎 -алгебра, порожденная последовательностя-

ми {𝜔𝑖}𝑘−1𝑖=0 , {𝛼0
𝑖 }

𝑘−1
𝑖=0 , {𝛼1

𝑖 }
𝑘−1
𝑖=0 , {𝛼2

𝑖 }
𝑘−1
𝑖=0 . Справедливо следующее утвер-

ждение.

Теорема 1. Последовательность {𝜁𝑘(𝑥)}∞𝑘=0 образует мартингал
относительно {ℜ𝑘}∞𝑘=0. Если 𝑀 < 𝑐, то 𝜁𝑘(𝑥, 𝑡) - равномерно интегриру-
емый мартингал.

Доказательство теоремы опубликовано в [7]. С целью уменьшения вре-
мени получения одной реализации оценки решения задачи (1), рассмот-
рим несколько видоизмененный процесс с меньшим числом ветвлений
и оценки на нем со сколь угодно малым смещением. Возьмем 𝜀- доста-
точно малым и рассмотрим внутреннюю 𝜀- окрестность границы: Γ𝜀.
Пусть 𝑁1 – момент обрыва процесса внутри области, и 𝑁𝜀 – момент
первого попадания всех частиц в Γ𝜀. 𝑁 = min{𝑁1, 𝑁𝜀} – момент оста-
новки процесса. Тогда вероятность обрыва траектории в точке 𝑥𝑛 будет
равна:

𝑔(𝑥𝑛) =

{︂
1, если 𝑥𝑛 ∈ Γ𝜀,
(1− 𝑞(𝑥𝑛−1))𝜋𝑛, если 𝑥𝑛 ∈ 𝐷 ∖ Γ𝜀.

Можно доказать, что 𝑁 < ∞ и если 𝑀 < 𝑐, то 𝜁𝑁 (𝑥) является несме-
щенной оценкой для 𝑢(𝑥) с конечной дисперсией.
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5. Вычислительный эксперимент

В данном разделе приводятся результаты численных экспериментов
на основе предложенных оценок решения начально-краевой задачи:{︂

−∆𝑢(𝑥) + 𝑐𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑥 ∈ 𝐷,
𝑢(𝑥) = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ Γ.

Область 𝐷 - либо шар радиуса 𝑅 с центром в начале координат 𝐷1 =
{(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) : 𝑥21+𝑥22+𝑥23 ≤ 𝑅2} либо единичный куб 𝐷2 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) :
0 ≤ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≤ 1}; Правая часть уравнения 𝑓(𝑥, 𝑢) определяется как
одно из следующих выражений: 𝑔 exp(𝑢)+ 𝑓0, 𝑔 sin(𝑢)+ 𝑓0, 𝑔 cos(𝑢)+ 𝑓0,
(𝑔−𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡). Результаты вычислительного эксперимента приведены ниже.

Таблица 1
Результаты вычислительного эксперимента

𝐷 𝑅 правая часть 𝑥0 𝑈точ 𝑆 𝑒𝑟𝑟

𝐷1 0,9 𝑔 exp(𝑢) + 𝑓0 (-0,4;0,2;-0,6) 0,89022 0,89204 0,00182

𝐷1 0,9 𝑔 exp(𝑢) + 𝑓0 (-0,7;0,2;-0,1) -0,5646 -0,5674 0,00276

𝐷1 0,9 𝑔 cos(𝑢) + 𝑓0 (0,4;0,2;-0,6) 0,0023 0,00282 0,00052

𝐷1 0,9 𝑔 cos(𝑢) + 𝑓0 (-0,4;0,2;-0,6) 0,89022 0,89553 0,00531

𝐷2 1 𝑔 exp(𝑢) + 𝑓0 (0,7;0,2;0,1) 0,84147 0,83611 0,00536

𝐷2 1 𝑔 sin(𝑢) + 𝑓0 (0,9;0,2;0,1) 0,65244 0,64132 0,01112

Пояснения к таблицe 1. 𝐷 - область, в которой рассматривается за-
дача; 𝑅 - радиус шара, если область 𝐷 шар, длина грани, если 𝐷 куб; 𝑥0
- точка, в которой решается задача; 𝑁𝑡 = 5000 - количество реализаций
оценки; 𝑈точ - точное решение; 𝑆 - выборочная оценка; 𝐷𝑆 - выбороч-
ная дисперсия; 𝑒𝑟𝑟 - разность между точным решением и оценкой.

Заключение

Результаты вычислительного эксперимента показывают, что при по-
мощи построенного алгоритма можно строить оценки, эффективно ре-
ализуемые на компьютере. Параметр 𝛼 используемых при расчетах ве-
роятностей ветвлений, дает возможность контроля за средним количе-
ством ветвлений и средним количеством частиц дерева. Напомним, что
параметр выбирался из условия 𝑀/𝑐 ≤ 𝛼 < 1. Для численного экспери-
мента использовано значение 𝛼 = 0.9. Так как в выбранных примерах
известны точные решения, мы имеем возможность убедиться, что все
оценки попадают в доверительный интервал.
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В работе представлен детальный анализ реализации т. н. «тех-
нологии распределенного (взвешенного) параметра», предна-
значенной для конструирования совместных плотностей дву-
мерных случайных векторов, для которых есть возможность
построить эффективные алгоритмы численного моделирова-
ния выборочных значений. Анализ проведен с помощью ав-
торской диалоговой системы NMTDD (Numerical Modelling of
Two-Dimensional Distributions), представляющей собой двумер-
ный аналог известной (и тоже авторской) системы NMPUD
(Numerical Modelling of Probabilistic Univariate Distributions).
Ключевые слова: численное моделирование двумерных слу-
чайных векторов, зависимые компоненты, технология рас-
пределенного (взвешенного) параметра, технология последова-
тельных (вложенных) замен, исследовательские диалоговые
компьютерные системы.

Введение

Численное моделирование случайных величин и векторов (компью-
терная реализация выборочных значений) является ключевым элемен-
том алгоритмов метода Монте-Карло (см., например, [1]). В целом ряде
приложений требуется моделировать отрезки (фиксированной или слу-
чайной длины) выборочных значений состояний цепей Маркова. Здесь
происходит последовательная компьютерная реализция состояний, при
этом на каждом шаге происходит моделирование двумерного вектора
(𝜉, 𝜂) с зависимыми компонентами. Учитывая относительно медленную
сходимость метода Монте-Карло, такое моделирование должно быть
экономичным.

Исследования выполнены в рамках государственного задания ИВМиМГ СО
РАН FWNM-2022-0002.
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В разделе 1 данной работы сформулирован алгоритм моделирования
двумерного вектора (𝜉, 𝜂) и обозначена проблема построения «модели-
руемых» плотностей для компонент 𝜉 и 𝜂. В разделе 2 предлагается
решать эту проблему с помощью специальной авторской технологии
распределенного (взвешенного) параметра. Здесь также пригождается
разработанная нами технология последовательных (вложенных) замен,
которая позволяет получать практически неограниченное количество
элементарных плотностей (в том числе, содержащих числовой пара-
метр). Свойства используемых технологий удается изучить с помощью
авторских иследовательских компьютерных систем NMPUD (Numerical
Modelling of Probabilistic Univariate Distributions) и NMTDD (Numerical
Modelling of Two-Dimensional Distributions), кратко описанных в разде-
ле 3. В разделе «Заключение» сформулирован основной вывод работы.

1. Моделирование двумерного случайного вектора

Рассмотрим двумерный случайных вектор (𝜉, 𝜂) ∈ (𝑎, 𝑏)× (𝑐, 𝑑), рас-
пределенный на прямоугольной области (𝑎, 𝑏)× (𝑐, 𝑑) (здесь −∞ ≤ 𝑎 <
𝑏 ≤ +∞,−∞ ≤ 𝑐 < 𝑑 ≤ +∞) согласно соместной плотности

𝑓(𝜉,𝜂)(𝑢, 𝑣) = 𝑓𝜂(𝑣)× 𝑓𝜉(𝑢|𝑣); 𝑎 < 𝑢 < 𝑏, 𝑐 < 𝑣 < 𝑑; (1)

здесь

𝑓𝜂(𝑣) =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝜉,𝜂)(𝑢, 𝑣) 𝑑𝑢, 𝑓𝜉(𝑢|𝑣) =
𝑓(𝜉,𝜂)(𝑢, 𝑣)

𝑓𝜂(𝑣)
. (2)

АЛГОРИТМ 1 (см., например, раздел 1.13 книги [1]). 1. Моделиру-
ем выборочное значение 𝜂0 случайной величины 𝜂 согласно плотности
𝑓𝜂(𝑣).

2. Моделируем выборочное значение 𝜉0 случайной величины 𝜉 соглас-
но плотности 𝑓𝜉(𝑢|𝜂0).

В данной работе мы будем полагать, что сформулированный алго-
ритм 1 эффективен, если плотности 𝑓𝜂(𝑣) и 𝑓𝜉(𝑢|𝜂0) элементарны,
т. е. для этих плотностей можно выписать экономичные формулы мето-
да обратной функции распределения

𝜂0 = 𝐹−1𝜂 (𝛼1); 𝜉0 = 𝐹−1𝜉|𝜂0
(𝛼2); 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝑈(0, 1) (3)

(см. раздел 1.4 книги [1]); здесь 𝐹𝜂(𝑥) =
∫︀ 𝑥

−∞ 𝑓𝜂(𝑣) 𝑑𝑣, 𝐹𝜉|𝜂0
(𝑥) =∫︀ 𝑥

−∞ 𝑓𝜉(𝑢|𝜂0) 𝑑𝑢 – это соответствующие функции распределения, а 𝛼1, 𝛼2

– стандартные случайные числа (выборочные значения случайной ве-
личины 𝛼 ∈ 𝑈(0, 1), равномерно распределенной на интервале (0, 1) –
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такие значения получаются на компьютере с помощью соответствую-
щего генератора – см., например, раздел 1.15 книги [1]).

Возникает вопрос о том, как получить набор плотностей (1), (2) с
экономичными формулами (3).

2. Технологии распределенного (взвешенного) параметра и
последовательных (вложенных) замен

Достаточно большое разнообразие требуемых плотностей (1), (2)
можно получить с помощью следующей технологии распределен-
ного (взвешенного) параметра.

ТЕХНОЛОГИЯ 1. Рассмотрим элементарную плотность распре-
деления 𝑓𝜉(𝑢;𝜆), 𝑢 ∈ (𝑎, 𝑏), зависящую от параметра 𝜆, допустимые
значения которого принадлежат интервалу (𝐶,𝐷). Элементарность
распределения означает существование простой (элементарной) фор-
мулы 𝜉0 = 𝜓𝜉(𝛼0;𝜆) = 𝐹−1𝜉|𝜂0=𝜆(𝛼0), 𝛼0 ∈ 𝑈(0, 1) для получения вы-

борочного значения случайной величины 𝜉 (здесь 𝜓𝜉(.) – композиция
элементарных функций).

Рассмотрим также еще одну элементарную плотность 𝑓𝜂(𝑣) слу-
чайной величины 𝜂, принимающей значения в интервале (𝑐, 𝑑) ⊆
(𝐶,𝐷); при этом имеется соответствующая элементарная модели-
рующая формула 𝜂0 = 𝜓𝜂(𝛼0) = 𝐹−1𝜂 (𝛼0), 𝛼0 ∈ 𝑈(0, 1).

Теперь поставим задачу построения эффективного (экономично-
го) алгоритма моделирования выборочного значения (𝜉0, 𝜂0) двумерного
случайного вектора (𝜉, 𝜂), имеющего плотность распределения

𝑓(𝜉,𝜂)(𝑢, 𝑣) = 𝑓𝜂(𝑣)× 𝑓𝜉(𝑢; 𝑣), 𝑎 < 𝑢 < 𝑏; 𝑐 < 𝑣 < 𝑑. (4)

Это результат формального умножения плотностей 𝑓𝜂(𝑣) и
𝑓𝜉(𝑢; 𝑣) (здесь происходит подстановка переменной 𝑣 вместо парамет-
ра 𝜆). В представлении (1) для плотности (4) имеем 𝑓𝜉(𝑢|𝑣) = 𝑓𝜉(𝑢; 𝑣).

Для этого представления получаем эффективный алгоритм:

𝜂0 = 𝜓𝜂(𝛼1), 𝜉0 = 𝜓𝜉(𝛼2; 𝜂0); 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝑈(0, 1). (5)

В свою очередь, большое разнообразие моделирующих формул ме-
тода обратной функции распределения вида (5) можно получить, при-
меняя следующую технологию последовательных (вложенных)
замен.

ТЕХНОЛОГИЯ 2. Пусть 𝑓𝜁(𝑧;𝜆) – плотность случайной величины
𝜁, имеющей элементарное распределение в интервале (𝑧1, 𝑧2), т. е. из

соотношения вида
∫︀ 𝜁0
𝑧1
𝑓𝜁(𝑧;𝜆) 𝑑𝑧 = 𝛼0, 𝛼0 ∈ 𝑈(0, 1) (здесь 𝜆 – некото-
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рый параметр) для соответствующего выборочного значения 𝜁0 слу-
чайной величины 𝜁 можно получить формулу вида: 𝜁0 = 𝜓𝜁(𝛼0;𝜆), где
𝜓𝜁(𝑤;𝜆) – простая композиция элементарных функций.

Рассмотрим взаимно-однозначное преобразование, задаваемое мо-
нотонно возрастающей дифференцируемой функцией 𝜙(𝑦) ↑ и пе-
реводящее интервал (𝑦1, 𝑦2) в интервал (𝑧1, 𝑧2); при этом 𝜙(𝑦1) =
𝑧1, 𝜙(𝑦2) = 𝑧2. Полагаем также, что саму функцию 𝜙(𝑦), ее производ-
ную 𝜙′(𝑦) и обратную к функцию 𝜙−1(𝑦) можно представить в виде
простых композиций элементарных функций.

Пусть случайная величина 𝛾 имеет плотность распределения

𝑓𝛾(𝑦;𝜆) = 𝑓𝜁 [𝜙(𝑦);𝜆]× 𝜙′(𝑦), 𝑦 ∈ (𝑦1, 𝑦2). (6)

При сделанных выше предположениях можно утверждать, что
𝑓𝛾(𝑦;𝜆) является плотностью элементарного распределения с моде-
лирующей формулой 𝛾0 = 𝜙−1[𝜓𝜁(𝛼0;𝜆)]; 𝛼0 ∈ 𝑈(0, 1).

При реализации технологии 2 можно использовать убывающую
функцию 𝜙(𝑦) ↓; при этом в формуле (6) второй множитель нужно
брать по модулю: 𝑓𝛾(𝑦;𝜆) = 𝑓𝜁 [𝜙(𝑦);𝜆]× |𝜙′(𝑦)|, 𝑦 ∈ (𝑦1, 𝑦2).

Название технология последовательных (вложенных) замен для
технологии 2 здесь связано с тем, что, полученную плотность (6) мож-
но взять в качестве исходной плотности 𝑓𝜁(𝑧;𝜆) и осуществить еще од-
но взаимно-однозначное преобразование типа 𝜙(𝑦). С помощью таких
вложенных замен можно получать неограниченное количество новых
плотностей элементарных распределений.

3. Диалоговые компьютерные системы для исследования
свойств технологий 1 и 2

Технология последовательных (вложенных) замен (технология 2)
обладает тем существенным недостатком, что введение каждой из
функций 𝜙(𝑦) из формулы (6), как правило, делает соответствующую
моделирующую формулу 𝛾0 = 𝜙−1[𝜓𝜁(𝛼0;𝜆)] существенно более трудо-
емкой, чем исходная формула 𝜁0 = 𝜓𝜁(𝛼0;𝜆). Это показано в работе
[2] на основании исследований с помощью разработанной нами системы
NMPUD (Numerical Modelling of Probabilistic Univariate Distributions)
[3].

Важнейшим новым элементом данной работы является то, что нам
удалось создать проект [4], а затем и реализовать двумерный аналог си-
стемы NMPUD [3] – исследовательскую диалоговую компьютерную си-
стему NMTDD (Numerical Modelling of Two-Dimensional Distributions).

На рисунке 1 представлена основная страница разработанной нами
системы. Внизу страницы (в левой части) демонстрируется (или зано-
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Рис. 1. Основная страница компьютерной системы NMTDD

сится) формула совместной плотности (1), полученная с помощью тех-
нологии 1, и соответствующие интервалы распределения переменных
𝑢 ∈ (𝑎, 𝑏) и 𝑣 ∈ (𝑐, 𝑑). Конкретнее, на рисунке 1 представлена плотность

𝑓(𝜉,𝜂)(𝑢, 𝑣) =
3𝑣 sin 𝑣 𝑒−3𝑢𝑣

1− 𝑒−𝑣
= 𝑓𝜂(𝑣)× 𝑓𝜉(𝑢|𝑣) = sin 𝑣 × 3𝑣 𝑒−3𝑢𝑣

1− 𝑒−𝑣
(7)

для 0 < 𝑢 < 1
3 и 0 < 𝑣 < 𝜋

2 . В той же левой части страницы, но уже
сверху, представлен график этой функции (гладкая поверхность).

Моделирующие формулы (алгоритмы) (3) демонстрируются (или за-
носятся) внизу в правой части основной страницы системы; конретнее,
они на рисунке 1 имеют вид

𝜂0 = arccos𝛼1, 𝜉0 = − ln [1− 𝛼2 (1− 𝑒−𝜂0)]

3𝜂0
; 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝑈(0, 1). (8)

С помощью многократного обращения к этим моделирующим фор-
мулам строится гистограмма – отображается темными столбиками (па-
раллелепипедами). Правильность моделирующих формул (алгоритмов)
(3) определяется визуальной близостью построенной гистограммы и
графика плотности (1).

Также вычисляется и показывается с правой стороны экрана (круп-
ными цифрами) общее время в секундах, затраченное на моделирование
с помощью формул (8) заданного количества точек (𝜉0, 𝜂0) (рисунок 1
построен для 𝑛 = 105 выборочных значений случайного вектора (𝜉, 𝜂)).
Чуть ниже можно увидеть показатель среднего времени одного обра-
щения к двум формулам (алгоритмам) (3) в наносекундах.

Соображения из работы [2], основанные на расчетах, проведенных с
помощью компьютерной системы NMPUD, позволяют сделать вывод о
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том, что затраты моделирующих формул (8) для моделирования дву-
мерного случайного вектора (𝜉, 𝜂) с совместной плотностью распреде-
ления (7) являются «умеренно большими».

Заключение

В работе представдена авторская исследовательская диалоговая
компьютерная система NMTDD (Numerical Modelling of Two-Dimensional
Distributions), позволяющая подробно изучать свойства технологии рас-
пределенного (взвешенного) параметра, предназначенной для конструи-
рования совместных плотностей 𝑓(𝜉,𝜂)(𝑢, 𝑣); (𝑢, 𝑣) ∈ (𝑎, 𝑏)×(𝑐, 𝑑) двумер-
ных случайных векторов (𝜉, 𝜂), для которых есть возможность постро-
ить эффективные алгоритмы численного моделирования выборочных
значений (𝜉0, 𝜂0).
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ТЕОРИИ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ
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1Наманганский инженерно-технологический институт, г. Наманган,
Узбекистан

2Алмалыкский филиал Ташкентского государственного технического

университета имени Ислама Каримова, г. Алмалык, Узбекистан

В теории массового обслуживания (ТМО) часто возникает зада-
ча оценки функций среднего остаточного времени жизни в за-
висимых моделях при случайном цензурировании наблюдений
справа. Это важно для анализа временных параметров систе-
мы массового обслуживания, таких как время ожидания, время
обслуживания и другие характеристики. В статье рассматрива-
ется оценивание функции среднего остаточного времени жизни
в зависимой модели при случайном цензурировании наблюдений
справа. Оценка построена с использованием архимедова копула
функций. Доказана свойство состоятельности оценки. Ключе-
вые слова: неполные-цензурированные данные, среднее оста-
точное время жизни, архимедовы-копула функции, функции
риска, теории массового обслуживания.

Введение

В ТМО при работе с зависимыми моделями и неполными наблю-
дениями оценка функции среднего остаточного времени жизни может
быть весьма сложной, но решающей для понимания надежности и про-
изводительности системы. В ТМО зависимости между событиями (на-
пример, временем обслуживания, временем между прибытиями) явля-
ются общими и могут быть смоделированы с использованием копул или
других структур зависимостей.

Рассмотрим последовательность {(𝑋𝑘, 𝑌𝑘) , 𝑘 ≥ 1}- независимых и
одинаково распределенных (н.о.р.) пар неотрицательных случайных
величин (с.в.) с общей совместной функцией распределения (ф.р.)

𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝑃 (𝑋1 ≤ 𝑥, 𝑌1 ≤ 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅
+2

= [0,∞] × [0,∞]. Пусть мар-
гинальные ф.р. 𝐹 (𝑥) = 𝑃 (𝑋1 ≤ 𝑥) = 𝐻(𝑥,+∞) и 𝐺(𝑦) = 𝑃 (𝑌1 ≤

Авторы благодарят профессора Ташкентского филиала МГУ, кафедры приклад-
ной математики и информатики Абдурахима Абдушукурова.
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𝑦) = 𝐻(+∞, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅+
, являются непрерывными, 𝐹 (0) = 𝐺(0) = 0.

Рассмотрим случай, когда последовательность X = {𝑋𝑘, 𝑘 ≥ 1} цензу-
рируется справа последовательностью Y = {𝑌𝑘, 𝑘 ≥ 1} и в 𝑛−м шаге
эксперимента наблюдается выборка V(𝑛) = {(𝑍𝑘, 𝛿𝑘) , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛}, где
𝑍𝑘 = min (𝑋𝑘, 𝑌𝑘) и 𝛿𝑘 = 𝐼 (𝑍𝑘 = 𝑋𝑘), т.е. интересующие нас с.в. 𝑋𝑘

наблюдаемы лищь в случае 𝛿𝑘 = 1. Следует отметить, что последова-
тельности X и Y могут быть и зависимыми. В данной статистической
модели задача состоит в оценивании функционалов от неизвестной ф.р.
𝐹 при мещающей неизвестной ф.р. 𝐺. Такие задачи возникают не толь-
ко в ТМО, но и в области биомедицины, социологических исследова-
ний, инженерии, страхового дела и других прикладных исследований
(см. [1]).

1. Зависимые модели и метод оценивания

Рассмотрим оценку, исследованную в работах [2,3] для ф.р. 𝐹 . Пусть
𝐶(𝑢; 𝑣)−копула-функция, соответствующая паре (𝑋1, 𝑌1) и 𝐶*(𝑢; 𝑣) =
𝑢+𝑣−1+𝐶(1−𝑢, 1−𝑣), (𝑢, 𝑣) ∈ [0, 1]2, отвечающая ей копула выживания,
является сама архимедовой копулой: 𝐶*(𝑢; 𝑣) = 𝜙−1 [𝜙(𝑢) + 𝜙(𝑣)] (см.

[4]). Здесь 𝜙−функция-генератор копулы 𝜙 : [0, 1] → 𝑅
+− непрерыв-

ная, строго убывающая функция такая, что 𝜙(1) = 0, 𝜙(0) =∞ и 𝜙−1−
обратная для 𝜙 функция. Отметим, что в случае независимого случай-
ного цензурирования, т.е. когда последовательности X и Y независимы
и копула-генератор 𝜙(𝑢) = − ln𝑢, 𝑢 ∈ (0, 1), 𝜙−1(𝑡) = exp(−𝑡), 𝑡 ≥ 0.
Определим оценку 𝐹𝑛 формулой 𝐹𝑛(𝑥) = 1− 𝑆𝑛(𝑥), где

𝑆𝑋
𝑛 (𝑥) = 𝜙−1

[︁
𝜙
(︁̂︀𝑆𝑍

𝑛 (𝑥)
)︁
𝜇𝑛(𝑥)

]︁
= 1− 𝐹𝑛(𝑥), (1)

𝜇𝑛(𝑥) = 𝜙
(︀
𝑆𝑋
𝑛 (𝑥)

)︀
/𝜙
(︁̃︀𝑆𝑍

𝑛 (𝑥)
)︁
, 𝜙

(︀
𝑆𝑋
𝑛 (𝑥)

)︀
= −

∫︁ 𝑥

0

𝜙′
(︀
𝑆𝑍
𝑛 (𝑢)

)︀
𝑑𝐻(1)

𝑛 (𝑢),

𝜙
(︁̂︀𝑆𝑍

𝑛 (𝑥)
)︁
= −

∫︁ 𝑥

0

𝑛

[︂
𝜙
(︀
𝑆𝑍
𝑛 (𝑢)

)︀
− 𝜙

(︂
𝑆𝑍
𝑛 (𝑢)−

1

𝑛

)︂]︂
𝑑𝐻(1)

𝑛 (𝑢),

𝜙
(︁̃︀𝑆𝑍

𝑛 (𝑥)
)︁
= −

∫︁ 𝑥

0

𝜙′
(︀
𝑆𝑍
𝑛 (𝑢)

)︀
𝑑𝐻𝑛(𝑢), 𝐻𝑛(𝑥) =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐼 (𝑍𝑖 ≤ 𝑥) = 1−̃︀𝑆𝑍
𝑛 (𝑥),

𝐻(1)
𝑛 (𝑥) =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐼 (𝑍𝑖 ≤ 𝑥, 𝛿𝑖 = 1) .
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2. Оценивание функции среднего остаточного времени жизни

Рассмотрим функционал

𝐸(𝑥) = 𝐸(𝑥;𝐹 ) = 𝐸 (𝑋1 − 𝑥/𝑋1 > 𝑥) =

=
(︀
𝑆𝑋(𝑥)

)︀−1 · ∫︁ +∞

𝑥

𝑆𝑋(𝑢)𝑑𝑢, 𝑥 ∈ [0, 𝑇𝑋 ] , (2)

где 𝑇𝑋 = inf
{︀
𝑥 ≥ 0 : 𝑆𝑋(𝑥) = 0

}︀
, 𝑆𝑋 = 1− 𝐹 .

При анализе данных типа времени жизни функционал 𝐸 (∙;𝐹 ) назы-
вается средним остаточным временем жизни, который существует при
условии 𝜇 = 𝐸 (0;𝐹 ) = 𝐸𝑋1 < +∞. Здесь в модели зависимого случай-
ного цензурирования справа построим следующую оценку для 𝐸(𝑥):

𝐸𝑛(𝑥) = 𝐸 (𝑥;𝐹𝑛) =

{︂ (︀
𝑆𝑋
𝑛 (𝑥)

)︀−1 · ∫︀∞
𝑥
𝑆𝑋
𝑛 (𝑢)𝑑𝑢 , 𝑥 ∈ [0, 𝑍(𝑛)) ,
0, 𝑥 ≥ 𝑍(𝑛),

(3)

где 𝑍(𝑛) = inf
{︀
𝑥 ≥ 0 : 𝑆𝑍

𝑛 (𝑥) = 0
}︀
= max {𝑍1, ..., 𝑍𝑛}.

Пусть 𝑇𝑍 = inf
{︀
𝑥 ≥ 0 : 𝑆𝑍(𝑥) = 0

}︀
, 𝑆𝑍(𝑥) = 𝑃 (𝑍1 > 𝑥). Тогда 𝑇𝑍 =

min {𝑇𝑋 , 𝑇𝑌 }. Поскольку оценки (1) и (3) определены на интервале[︀
0, 𝑍(𝑛)

]︀
, а также при 𝑛→∞

𝑍(𝑛) п.н.→ 𝑇𝑍 , (4)

то доопределим функцию (2), полагая

𝐸(𝑥) =

{︂
𝐸(𝑥;𝐹 ) , 𝑥 < 𝑇𝑍 ,

0, 𝑥 ≥ 𝑇𝑍 .
(5)

Определим последовательность с.в. 𝜀𝑛(𝐹 ) = sup
0≤𝑥<∞

𝜒 (𝐹 (𝑥)) |𝐸𝑛(𝑥)− 𝐸(𝑥)|,

где весовая функция 𝜒 : [0, 1]→ 𝑅
+
удовлетворяет условиям:

(А) 𝜒− измеримая функция и при каждом 𝜂 > 0 :

sup {𝜒(𝑢) : 𝑢 ∈ [0, 1− 𝜂]} <∞;

(В) Функция 𝜒*(𝑢) = 𝜒(𝑢)(1− 𝑢)−1 не убывает в окрестности 1;
(С)

∫︀ 𝑇𝑋

0

{︁(︀
𝑆𝑋(𝑥)

)︀−1 · ∫︀ 𝑇𝑋

𝑥
𝜒 (𝐹 (𝑦)) 𝑑𝑦

}︁
𝑑𝐹 (𝑥) <∞.

В нижеприводимых условиях на распределение 𝐻 и копулы 𝜙 под Λ(𝑥)
подразумеваются интегральные интенсивности Λ𝑋(𝑥) = − log 𝑆𝑋(𝑥) и
Λ𝑍(𝑥) = − log 𝑆𝑍(𝑥):
(D) Функция 𝜙 строго убывает на (0, 1] и является достаточно гладкой
в следующем смысле: первые две производные функций 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥) =
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−𝑥𝜙′(𝑥) ограничены для 𝑥 ∈ [𝜀, 1], где 𝜀 > 0 произвольное число. Более
того, производное 𝜙′ ограничено и отделено от нуля на [0, 1];

(E) 0 <
∫︀ 𝑇𝑍

0

[︀
𝜓
(︀
𝑆𝑍(𝑥)

)︀]︀2
𝑑Λ(𝑥) <∞;

(F)
∫︀ 𝑇𝑍

0

⃒⃒
𝜓′
(︀
𝑆𝑍(𝑥)

)︀⃒⃒
𝑑Λ(𝑥) <∞.

Имеет место следующее утверждение о равномерной состоятельности
𝐸𝑛(𝑥) с весом.

Теорема 1. Пусть 𝜇 = 𝐸𝑋1 < ∞ и выполнены условия (А)-(F).
Тогда при 𝑛→∞

𝜀𝑛(𝐹 )
𝑃−→ 0.

Заключение

Оценка функции среднего остаточного времени жизни в теории мас-
сового обслуживания в рамках зависимых моделей с неполными данны-
ми требует интеграции моделирования зависимостей на основе копул с
методами анализа выживаемости. Такой подход позволяет более точ-
но оценить надежность и производительность системы, принимая во
внимание сложные зависимости, присущие системам массового обслу-
живания.
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Рассматривается модель случайно-цензурированных справа на-
блюдений. В этой модели вводятся три типа оценок функции вы-
живания: экспоненциальная, множительная, степенная. Введен-
ные оценки проверяются на идентифицируемость с рассматри-
ваемой моделью. Представлены численные примеры сравнения
оценок на основе естественной выборки. Построены доверитель-
ные полосы для неизвестной функции выживания. Численные
результаты подтверждают то, что степенные оценки определе-
ны на всей прямой в отличие от остальных двух. Новизна рабо-
ты заключается в том, что только степенные оценки обладают
свойством идентифицируемости.
Ключевые слова: случайное цензурирование, функции выжи-
вания, непараметрическое оценивание, идентифицируемость.

Введение

Задача построения хорошей оценки для функции распределения на
базе неполных данных, которая обладала бы аналогичными свойствами
что и эмпирическая функция распределения, была предметом иссле-
дований многих статистиков. Существующие в статистической литера-
туре оценки для функции распределения по неполным данным имеют
более сложные структуры чем эмпирическая функция распределения.
Целью работы является сравнение экспоненциальной, множительной и
степенной оценок функции выживания при случайном цензурировании
справа.

1. Построение оценок

Рассмотрим модель случайно-цензурированных справа наблюдений.
Предположим, что 𝑋1, 𝑋2, . . . и 𝑌1, 𝑌2, . . . — последовательности двух
независимых случайных величин (с.в.) с соответствующими функция-
ми распределения (ф.р.) 𝐹 (𝑡) и𝐺 (𝑡), 𝑡 ∈ 𝑅. Основная задача статистики
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заключается в оценивании ф.р. 𝐹 (𝑡) при мешающей ф.р. 𝐺 (𝑡). Наблю-
дению доступна выборка объёма 𝑛: C(𝑛) =

{︀(︀
𝑍𝑖, 𝛿(𝑖)

)︀
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

}︀
, где

𝑍(𝑖) = min (𝑋𝑖, 𝑌𝑖) и индикатор 𝛿(𝑖) = 𝐼 (𝑋𝑖 ≤ 𝑌𝑖) = 𝐼 (𝑍𝑖 = 𝑋𝑖) . Та-

ким образом, в выборке C(𝑛) число наблюдаемых 𝑋𝑖 равно случайному
числу 𝜈 (𝑛) = 𝛿(1) + 𝛿(2) + . . . + 𝛿(𝑛) с биномиальным распределением
𝐵𝑖 (𝑛; 𝑝) , где 𝑝 = 𝑃 (𝛿𝑖 = 1) .

Первая оценка множительного типа (product-limit) была предложе-
на в 1958 году Капланом-Мейером [8] и она задаётся формулой:

𝐹𝑛
𝐾𝑀 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1−

∏︀
{𝑗:𝑍(𝑗)≤𝑡}

(︁
1− 𝛿(𝑗)

𝑛−𝑗+1

)︁
, 𝑡 ≤ 𝑍(𝑛),

1, 𝑡 > 𝑍(𝑛), 𝛿(𝑛) = 1,
неопределена, 𝑡 > 𝑍(𝑛), 𝛿(𝑛) = 0.

(1)

Здесь 𝑍(1) ≤ 𝑍(2) ≤ . . . ≤ 𝑍(𝑛) — вариационный ряд по 𝑍 – подвы-
борке {𝑍𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}, а 𝛿(1), 𝛿(2), . . . , 𝛿(𝑛) сопровождают члены 𝑍(𝑖) это-
го вариационного ряда. Оценка (1) имеет огромной влияние на разви-
тие статистической теории цензурированных наблюдений. В литерату-
ре встречаются различные модификации оценки (1) и они исследуют-
ся и используются во множестве работ [2,3,8]. Для рассмотрения дру-
гих типов оценок введём в рассмотрение ф.р. наблюдаемого миниму-
ма 𝐻 (𝑡) = 𝑃 (𝑍𝑖 ≤ 𝑡) = 1 − (1− 𝐹 (𝑡)) (1−𝐺 (𝑡)) и субраспределения
𝐻(0) (𝑡)+𝐻(1) (𝑡) = 𝐻 (𝑡). Введём также кумулятивные функции интен-
сивности распределений 𝐻 (𝑡), 𝐺 (𝑡) и 𝐹 (𝑡) равенствами

Λ (𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

𝑑𝐻 (𝑢)

1−𝐻 (𝑢)
= Λ(0) (𝑡) + Λ(1) (𝑡) , (2)

где

Λ(0) (𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

𝑑𝐻(0) (𝑢)

1−𝐻 (𝑢)
, Λ(1) (𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

𝑑𝐻(1) (𝑢)

1−𝐻 (𝑢)
.

А их оценки имеют вид

Λ𝑛 (𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

𝑑𝐻𝑛 (𝑢)

1−𝐻𝑛 (𝑢) +
1
𝑛

= Λ(0)
𝑛 (𝑡) + Λ(1)

𝑛 (𝑡) . (3)

Здесь

Λ(0)
𝑛 (𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

𝑑𝐻
(0)
𝑛 (𝑢)

1−𝐻𝑛 (𝑢) +
1
𝑛

, Λ(1)
𝑛 (𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

𝑑𝐻
(1)
𝑛 (𝑢)

1−𝐻𝑛 (𝑢) +
1
𝑛

,
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где слагаемое 1
𝑛 в знаменателе этих оценок добавлено с целью предот-

вращения операции деления на ноль. В этих формулах

𝐻𝑛 (𝑡) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐼 (𝑍𝑖 ≤ 𝑡) = 𝐻(0)
𝑛 (𝑡) +𝐻(1)

𝑛 (𝑡) ,

𝐻(𝑚)
𝑛 (𝑡) =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐼 (𝑍𝑖 ≤ 𝑡, 𝛿𝑖 = 𝑚),𝑚 = 1, 2

— эмпирические оценки 𝐻 (𝑡) и 𝐻(𝑚) (𝑡) соответственно. С использова-
нием функций (2) и (3) легко убедиться в том, что ещё одной, естествен-
ной экспоненциальной является оценка Альтшулера-Бреслоу, предло-
женная в работах [5, 6]:

𝐹𝐴𝐵
𝑛 (𝑡) = 1− exp

(︁
−Λ(1)

𝑛 (𝑡)
)︁
=

= 1− exp

{︃
−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐼 (𝑍𝑖 ≤ 𝑡, 𝛿𝑖 = 1)

𝑛
[︀
1−𝐻𝑛 (𝑍𝑖) +

1
𝑛

]︀}︃ =

= 1− exp

⎛⎜⎝− ∑︁
{𝑖:𝑍(𝑖)≤𝑡}

(
𝛿(𝑖)

𝑛− 𝑖+ 1
)

⎞⎟⎠ =

= 1−

⎡⎢⎣ ∏︁
{𝑖:𝑍(𝑖)≤𝑡}

exp

(︂
− 1

𝑛− 𝑖+ 1

)︂⎤⎥⎦
𝛿(𝑖)

.

(4)

Для сравнения с (4), используем следующую модификацию оценки (1):

𝐹𝐾𝑀
𝑛 (𝑡) =

⎧⎨⎩ 1−
∏︀

{𝑖:𝑍(𝑖)≤𝑡}

(︁
1− 𝛿(𝑖)

𝑛−𝑖+1

)︁
, 𝑡 ≤ Z(𝑛),

1, 𝑡 > Z(𝑛),

=

=

⎧⎪⎨⎪⎩
∏︀

{𝑖:𝑍(𝑖)≤𝑡}

(︁
𝑛−𝑖

𝑛−𝑖+1

)︁𝛿(𝑖)
, 𝑡 ≤ Z(𝑛),

1, 𝑡 > Z(𝑛).

(5)

Поскольку при 𝑥 ≈ 0, 𝑒−𝑥 ≈ 1 − 𝑥, то из формул (4) и (5) легко
получаем аппроксимацию:

− log
(︁
1− 𝐹𝐾𝑀

𝑛 (𝑡)
)︁
≈ Λ(1)

𝑛 (𝑡) , 𝑡 ∈ 𝑅,
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что показывает близость этих оценок (1) и (4) при больших 𝑛.
Автором [2,3] была предложена оценка степенной структуры для

𝐹 (𝑡) вида

𝐹𝑛 (𝑡) = 1− (1−𝐻𝑛 (𝑡))
𝑅𝑛(𝑡) =

=

⎧⎨⎩
0, 𝑡 < 𝑍(1),

1−
(︀
𝑛−𝑗
𝑛

)︀𝑅𝑛(𝑡)
, 𝑍(𝑗) ≤ 𝑡 < 𝑍(𝑗+1), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛− 1,

1, 𝑡 ≥ 𝑍(𝑛),

(6)

где 𝑅𝑛 (𝑡) = Λ
(1)
𝑛 (𝑡) · [Λ𝑛 (𝑡)]

−1
— оценка дроби 𝑅 (𝑡) = Λ(1) (𝑡) · [Λ (𝑡)]

−1
.

2.Численные результаты

В работах [1,2,3,4,7] установлено, что оценки (1), (4) и (6) асимпто-
тически (при 𝑛 → ∞) эквивалентны в смысле сходимости к одному и
тому же предельному гауссовскому процессу с нулевым средним. Одна-
ко, есть и отличительные стороны всех этих трех оценок при небольшом
объёме выборки 𝑛.

Пусть 𝐺𝐾𝑀
𝑛 (𝑡) , 𝐺𝐴𝐵

𝑛 (𝑡) и 𝐺𝑛 (𝑡) — оценки цензурирующего распре-
деления 𝐺 (𝑡), получаемые соответственно из формул (1), (4) и (6) за-
меной индикаторов 𝛿𝑖 на 1− 𝛿𝑖 при 𝑡 ∈ 𝑅:

𝐺𝑛
𝐾𝑀 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1−

∏︀
{𝑖:𝑍(𝑖)≤𝑡}

(︁
1− 1−𝛿(𝑖)

𝑛−𝑖+1

)︁
, 𝑡 ≤ 𝑍(𝑛),

1, 𝑡 > 𝑍(𝑛), 𝛿(𝑛) = 0,
неопределена, 𝑡 > 𝑍(𝑛), 𝛿(𝑛) = 1,

𝐺𝐴𝐵
𝑛 (𝑡) = 1− exp

(︁
−Λ(0)

𝑛 (𝑡)
)︁
и 𝐺𝑛(𝑡) = 1− [1−𝐻𝑛(𝑡)]

1−𝑅𝑛(𝑡).

Для степенных оценок (6), т.е. для 𝐹𝑛 (𝑡) и 𝐺𝑛 (𝑡), справедливо ра-
венство

(1− 𝐹𝑛(𝑡)) (1−𝐺𝑛(𝑡)) ≡ 1−𝐻𝑛 (𝑡) , 𝑡 ∈ 𝑅, (7)

которое является эмпирическим аналогом равенства

(1− 𝐹 (𝑡)) (1−𝐺(𝑡)) = 1−𝐻 (𝑡) , 𝑡 ∈ 𝑅, (8)

справедливого для распределения минимума в рассматриваемой моде-
ли, что означает свойство идентифицируемости с рассматриваемой мо-
делью. Однако, для остальных двух типов оценок имеем соотношения:
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I.
(︀
1− 𝐹𝐾𝑀

𝑛 (𝑡)
)︀ (︀

1−𝐺𝐾𝑀
𝑛 (𝑡)

)︀
̸= 1−𝐻𝑛 (𝑡) , так как при 𝑡 ≥ 𝑍(𝑛), обе

оценки 𝐹𝐾𝑀
𝑛 (𝑡) и 𝐺𝐾𝑀

𝑛 (𝑡) неопределены.

II.
(︀
1− 𝐹𝐴𝐵

𝑛 (𝑡)
)︀ (︀

1−𝐺𝐴𝐵
𝑛 (𝑡)

)︀
= exp(−Λ𝑛(𝑡)) ̸= 1 − 𝐻𝑛(𝑡) и

max
{︀
𝐹𝐴𝐵
𝑛 (𝑡), 𝐺𝐴𝐵

𝑛 (𝑡)
}︀
< 1.

Таким образом, для случая непрерывных распределений 𝐹 (𝑡) и 𝐺 (𝑡)
только степенные оценки 𝐹𝑛 (𝑡) и 𝐺𝑛 (𝑡) обладают свойством идентифи-
цируемости с моделью случайного цензурирования справа.

Для исследования этих трёх оценок используем выборку oбъёмa
𝑛 = 97 из рaбoты [6]. Вариационный ряд

{︀
𝑍(𝑖), 𝛿(𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 97

}︀
, по-

строенный по этим данным, имеет вид:

(777,1), (781,0), (843,0), (866,0), (869,1), (872,1), (876,1), (893,1),
(894,1), (895,0), (898,1), (906,0), (907,1), (909,1), (911,1), (911,0), (914,0),
(927,1), (932,1), (936,0), (940,0), (942.5,0), (943,0), (945,1), (945,0), (948,1),
(951,0), (953,0), (956,0), (957,1), (957,0), (959,0), (960,0), (966,1), (966,0),
(969,1), (970,0), (971,1), (972,0), (973,0), (977,0), (983,1), (984,0), (985,1),
(989,1), (992.5,1), (993,1), (996,1), (998,1), (1001,0), (1002,0), (1005,0),
(1006,0), (1009,1), (1011.5,1), (1012,1), (1012,0), (1013,0), (1015,0), (1016,0),
(1018,0), (1022,1), (1023,0), (1025,1), (1027,0), (1029,1), (1031,1), (1031,0),
(1031.5,0), (1033,1), (1036,1), (1043,1), (1043,0), (1044,1), (1044,0), (1045,0),
(1047,0), (1053,1), (1055,1), (1058,0), (1059,1), (1060,1), (1060,0), (1064,0),
(1070,0), (1073,0), (1080,1), (1085,1), (1093,0), (1093.5,1), (1094,1), (1106,0),
(1107,0), (1118,0), (1128,1), (1139,1), (1153,0).

Здесь эти данные выражены в месяцaх, где “1” — соответствует
нецензурированию, а “0” — цензурированию.
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Рис. 1. Оценки 1− 𝐹𝐴𝐵
97 (𝑡) , 1− 𝐹𝐾𝑀

97 (𝑡) и 1− 𝐹97 (𝑡).

Из рисунка 1 видно, что в отличие от экспоненциальных и множи-
тельных оценок только степенные оценки определены на всей прямой.

Заключение

Сравниваются три вида оценок: экспоненциальная, множительная
и степенная для функции выживания при случайном цензурировании
справа. Ранее была установлена асимптотическая эквивалентность этих
трех видов оценок при растущем объёме выборки в смысле сходимости
к одному и тому же гауссовскому процессу. Для конкретной конечной
выборки объёма 𝑛 = 97 показаны некоторые преимущества степенной
оценки по сравнению с остальными двумя.
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В работе рассмотрена оригинальная технология построения спе-
циальной неравномерной сетки, определяющей уравнивание ве-
роятностей для авторского универсального (во всяком случае,
для случайных величин, имеющих монотонные плотности на
конечных интервалах распределения) экономичного двусторон-
него алгоритма метода исключения с кусочно-постоянными ма-
жорантой и минорантой. Представлена созданная на основании
технологии уравнивания вероятностей и использования двусто-
роннего алгоритма компьютерная система EDSRM (Economical
Double-Sided Rejection Method). Эффективность построенного
двустороннего алгоритма продемонстрирована на примере мо-
делирования случайной величины, имеющей степенное распре-
деление. Ключевые слова: численное моделирование случай-
ных величин, уравнивание вероятностей, двусторонний алго-
ритм метода исключения с кусочно-постоянными мажоран-
той и минорантой, построение неравномерных сеток.

Введение

Численное моделирование случайных величин (компьютерная реа-
лизация выборочных значений) является ключевым элементом алгорит-
мов метода Монте-Карло (см., например, [1]). Учитывая относительно
медленную сходимость метода Монте-Карло (со скоростью 1/

√
𝑛 по чис-

лу 𝑛 используемых выборочных значений – см., например, [1]), такое
моделирование должно быть экономичным.

В работах [2, 3] показано, что во многих случаях при численном
моделировании выборочного значения 𝜉0 случайной величины 𝜉, рас-
пределенной на конечном интервале (отрезке) [𝑎, 𝑏], традиционно счи-
тающиеся наиболее экономичными формулы метода обратной функции

Исследования выполнены в рамках государственного задания ИВМиМГ СО
РАН FWNM-2022-0002.
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распределения
𝜉0 = 𝐹−1𝜉 (𝛼0); 𝛼0 ∈ 𝑈(0, 1), (1)

являются трудоемкими. В формуле (1) 𝐹𝜉(𝑥) =
∫︀ 𝑥

−∞ 𝑓𝜉(𝑢) 𝑑𝑢 – это функ-
ция распределения, а 𝛼0 – стандартное случайное число (выборочное
значение случайной величины 𝛼 ∈ 𝑈(0, 1), равномерно распределенной
на интервале (0, 1) – такое значение получается на компьютере с помо-
щью соответствующего генератора – см. раздел 1.1 книги [1]).

В разделе 1 данной работы для монотонной, определенной на конеч-
ном интервале [𝑎, 𝑏] плотности 𝑓𝜉(𝑢); 𝑢 ∈ [𝑎, 𝑏] сформулирован двусто-
ронний алгоритм метода исключения c кусочно-постоянными мажоран-
той и минорантой. В разделе 2 подробно описана оригинальная проце-
дура уравнивания вероятностей. В разделе 3 представлена созданная
на основании технологии уравнивания вероятностей и использования
двустороннего алгоритма компьютерная система EDSRM (Economical
Double-Sided Rejection Method) и показана эффективность ее использо-
вания на примере моделирования степенного распределения. В разделе
«Заключение» сформулированы основные выводы работы и перспекти-
вы развития предложенных вычислительных технологий.

1. Двусторонний алгоритм метода исключения

Рассмотрим случайную величину 𝜉 и запишем ее плотность в виде

𝑓𝜉(𝑢) = 𝐻𝑓(𝑢); 𝑢 ∈ [𝑎, 𝑏]; −∞ < 𝑎 < 𝑏 < +∞; 𝐻 =
1∫︀ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑣) 𝑑𝑣

; (2)

здесь 𝑓(𝑢) – непрерывная, монотонная (для определености – возрастаю-
щая) на отрезке [𝑎, 𝑏] функция («существенная часть» плотности 𝑓𝜉(𝑢)),
а 𝐻 – соответствующая нормирующая константа.

Введем на отрезке [𝑎, 𝑏] сетку (вообще говоря, неравномерную)

𝑎 = 𝑢0 < 𝑢1 < 𝑢2 < ... < 𝑢𝑀−1 < 𝑢𝑀 = 𝑏 (3)

и рассмотрим кусочно-постоянные функции (мажоранту и миноранту
функции 𝑓(𝑢) из соотношения (2))

𝑓 (1)(𝑢) ≡ 𝐴(+)
𝑖 = 𝑓(𝑢𝑖); 𝑓 (2)(𝑢) ≡ 𝐴(−)

𝑖 = 𝑓(𝑢𝑖−1); 𝑢 ∈ ∆𝑖 = (𝑢𝑖−1;𝑢𝑖]
(4)

для всех 𝑖 = 1, ...,𝑀 .
Проведем т. н. уравнивание вероятностей, что означает такой

выбор сетки (3), чтобы выполнялось соотношение

𝑆𝑖 = 𝐴
(+)
𝑖 (𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1) = 𝑓(𝑢𝑖)(𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1) ≡ 𝑆 = const; 𝑖 = 1, ...,𝑀 (5)
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(подробности см. в разделе 2). В этом случае можно сформулировать
следующий универсальный экономичный двусторонний алгоритм мето-
да исключения (см., например, раздел 1.7.4 книги [1]).

АЛГОРИТМ 1. Предварительно формируем массив U(𝑀) = {𝑢0, 𝑢1,
𝑢2, ..., 𝑢𝑀−1, 𝑢𝑀} узлов сетки (3) согласно алгоритмам 2 и 3 (см. да-
лее раздел 2), а также массивы минимумов и максимумов функ-

ции 𝑓(𝑢) из формулы (4) на элементах разбиения ∆𝑖: MIN(𝑀) ={︁
𝐴

(−)
1 = 𝑓(𝑢0), 𝐴

(−)
2 = 𝑓(𝑢1), ..., 𝐴

(−)
𝑀 = 𝑓(𝑢𝑀−1)

}︁
и MAX =

{︁
𝐴

(+)
1 =

𝑓(𝑢1), 𝐴
(+)
2 = 𝑓(𝑢2), ..., 𝐴

(+)
𝑀 = 𝑓(𝑢𝑀 )

}︁
.

В свою очередь, для реализации каждого выборочного значения 𝜉0
случайной величины 𝜉, распределенной согласно монотонно возраста-
ющей плотности (2), реализуем на компьютере следующие действия.

1. Моделируем выборочное значение 𝜉
(1)
0 согласно формулам

𝑚 = [𝑀𝛼1]+1; 𝜉
(1)
0 = 𝑢𝑚−1+(𝑢𝑚−𝑢𝑚−1)(𝑀𝛼1−𝑚+1); 𝛼1 ∈ 𝑈(0, 1), (6)

а также значение 𝜂0 = 𝛼2𝐴
(+)
𝑚 ∈ 𝑈

(︁
0, 𝐴

(+)
𝑚

)︁
; здесь 𝛼2 ∈ 𝑈(0, 1).

Несложно показать, что точка
(︁
𝜉
(1)
0 , 𝜂0

)︁
равномерно распределена в

подграфике кусочно-постоянной мажоранты 𝑓 (1)(𝑢).
2. Сравниваем сначала значение 𝜂0 с соответствующим значени-

ем кусочно-постоянной миноранты 𝑓 (2)(𝑢), т. е. проверяем неравен-

ство 𝜂0 < 𝐴
(−)
𝑚 . Если оно выполнено, то пара

(︁
𝜉
(1)
0 , 𝜂0

)︁
принадлежит

подграфику функции 𝑓 (2)(𝑢), а значит, и подграфику 𝐺 функции 𝑓(𝑢).

Тогда можно положить 𝜉0 = 𝜉
(1)
0 .

3. Если же 𝜂0 ≥ 𝐴(−)
𝑚 , то проверяем неравенство 𝜂0 < 𝑓

(︁
𝜉
(1)
0

)︁
. Если

оно выполнено, то
(︁
𝜉
(1)
0 , 𝜂0

)︁
∈ 𝐺, и тогда снова можно положить

𝜉0 = 𝜉
(1)
0 . В противном случае (т. е. при 𝜂0 ≥ 𝑓

(︁
𝜉
(1)
0

)︁
) повторяем

пункт 1 и т. д. – до получения значения 𝜉0.

2. Уравнивание вероятностей для двустороннего алгоритма

Рекордную экономичность алгоритма 1 определяет применение фор-
мул из соотношения (6), что возможно только при таком выборе узлов
сетки (3), при котором справедливо соотношение (5).

Руководствуясь идеями из работы [4], отметим, что сетка (3), обеспе-
чивающая выполнение соотношения (5), может быть построена с помо-
щью алгоритма «подбора» (с компьютерной точностью), соответствую-
щего следующей процедуре.
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АЛГОРИТМ 2. Определим процедуру-функцию от 𝑢𝑀−1 = 𝑟 (наи-
большего из левых концов полуинтервалов (𝑢𝑖−1, 𝑢𝑖]) – обозначим ее
𝑧(𝑟) – как следующую последовательность команд в коде Maple:

𝑧(𝑟) : 𝑢𝑀−1 = 𝑟; 𝑆 = (𝑏− 𝑟)𝑓(𝑏); for 𝑖 from𝑀 − 2

by − 1 to 1 do 𝑢𝑖 = 𝑢𝑖+1 −
𝑆

𝑓(𝑢𝑖+1)
od ; return [𝑆 − (𝑢1 − 𝑎)𝑓(𝑢1)] .

«Двигаем» (подбираем) параметр 𝑟 до тех пор, пока с высокой точ-
ностью не будем иметь 𝑧(𝑟) ≈ 0.

Отметим, что в работе [4] не описаны точные процедуры получения
параметра 𝑟, обеспечивающих выполнение соотношения 𝑧(𝑟) ≈ 0 с ука-
занной в [4] точностью 𝜀 = 10−𝐿 для 𝐿 = 16 (этот порядок соответству-
ет точности воспроизведения вещественных чисел на ЭВМ – при этом
алгоритм «подбора» дает по сути точную сетку (3) для уравнивания
вероятностей).

Предлагается следующая процедура приближения.
АЛГОРИТМ 3. Введем ∆ = 𝑏−𝑎

𝑀 , возьмем 𝑟0 = 𝑏 − ∆ и вычислим
𝑧(𝑟0). Для монотонно возрстающей функции имеем 𝑧(𝑟0) > 0, т. е.
площадь 𝑆 «излишне большая» и параметр 𝑟 = 𝑟0 нужно увеличить.

Пусть стандартное представление числа ∆ = 𝑎 × 10𝑘; 1 ≤ 𝑎 < 10
имеет порядок 𝑘 (это целое – положительное или отрицательное –
число).

Возьмем 𝜀(1) = 10𝑘 и начнем прибавлять эту величину к 𝑟0 до тех
пор, пока первый раз не получим точку 𝑟1 такую, что 𝑧(𝑟1) < 0.

Теперь возьмем 𝜀(2) = 10𝑘−1 и начнем вычитать эту величину
из 𝑟1 до тех пор, пока первый раз не получим точку 𝑟2 такую, что
𝑧(𝑟2) > 0 и т. д.

Процедуру продолжаем вплоть до номера интерации 𝑠 такого, что
𝜀(𝑠) < 10−𝐿 (например, для 𝐿 = 16), и полагаем 𝑟 = 𝑟𝑠.

3. Компьютерная система EDSRM

Универсальный экономичный алгоритм 1 и его аналоги для убыва-
ющих и кусочно-монотонных плотностей (2) реализованы нами в ком-
пьютерной системе EDSRM (Economical Double-Sided Rejection Method;
см. http://edsrm.andronix1.ru/), состоящей из библиотеки и удобной для
использования исследовательской диалоговой системы.

В библиотеке отдельными модулями представлены: генератор стан-
дартных случайных чисел 𝛼𝑖 ∈ 𝑈(0, 1); реализация формулы метода
обратной функции распределения (1); реализация экономичного дву-
стороннего алгоритма метода исключения (см. алгоритм 1) для мо-
нотонных функций 𝑓(𝑢), пропорциональных плотностям вида 𝑓𝜉(𝑢) =
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𝐻𝑓(𝑢); 𝑢 ∈ [𝑎, 𝑏] (см. формулу (2)) на ограниченных интервалах (от-
резках) распределения [𝑎, 𝑏]; реализация алгоритма 1 для кусочно-
монотонных функций 𝑓(𝑢); 𝑢 ∈ [𝑎, 𝑏]; реализация уравнивания веро-
ятностей на заданном отрезке монотонности функции 𝑓(𝑢) – см. алго-
ритмы 2 и 3.

Диалоговая система EDSRM использует описанную библиотеку для
сравнительного анализа работы алгоритма 1 и формул метода обратной
функции распределения (1) для элементарных монотонных плотностей
(2) и позволяет: вносить в систему аналитическое представление функ-
ции 𝑓(𝑢) из (2) и соответствующие границы отрезка [𝑎, 𝑏]; вносить фор-
мулы метода обратной функции распределения вида (1) для соответ-
ствующей плотности (2); проводить сравнение (с построением соответ-
ствующих диаграмм) затрат алгоритма 1 и формулы обратной функ-
ции распределения (1) для различных монотонных функций 𝑓(𝑢) для
различных значений параметров 𝑛 (это количество моделируемых вы-
борочных значений случайной величины 𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏]) и 𝑀 (это количество
интервалов разбиения для неравномерной сетки U(𝑀) из алгоритма 1);
наблюдать результаты построения кусочно-постоянных мажорант и ми-
норант на неравномерных сетках U(𝑀), полученных после процедуры
уравнивания вероятностей, для различных 𝑀 – на соответствующих
графиках; получать график зависимости времени работы алгоритма 1
от параметра 𝑀 для заданной функции 𝑓(𝑢), [𝑎, 𝑏]; наблюдать форми-
рование гистограммы для моделируемого распределения и ее прибли-
жение (с ростом числа 𝑛) к исследуемой плотности распределения.

В качестве достаточно показательного примера эффективности ал-
горитма 1 отметим, что расчеты, проведенные с помощью ситемы
EDSRM, показали, что двусторонний алгоритм в 1.64 раз эффективнее
широко используемой формулы метода обратной функции распределе-
ния 𝜉0 = 𝑐+1

√
𝛼0; 𝛼0 ∈ 𝑈(0, 1) для моделирования степенного распре-

деления с плотностью 𝑓𝜉(𝑢) = (𝑐 + 1)𝑢𝑐; 𝑢 ∈ [0, 1] для всевозможных
степеней 𝑐 > 0.

Заключение

В работе рассмотрена оригинальная технология построения специ-
альной неравномерной сетки, определяющей уравнивание вероятностей
для авторского универсального (во всяком случае, для случайных ве-
личин, имеющих монотонные плотности на конечных интервалах рас-
пределения) экономичного двустороннего алгоритма метода исключе-
ния с кусочно-постоянными мажорантой и минорантой. Представлена
созданная на основании технологии уравнивания вероятностей и ис-
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пользования двустороннего алгоритма компьютерная система EDSRM
(Economical Double-Sided Rejection Method).

Отметим, что относительно несложными для реализации являются
возможности построения аналогов алгоритма 1 (включая «зиккурат-
конструкции» [4]) для кусочно-монотонных плотностей 𝑓𝜉(𝑢); 𝑢 ∈ (𝑎, 𝑏),
а также для случайных величин 𝜉, имеющих неограниченные интерва-
лы распределения (𝑎, 𝑏). Эти возможности частично реализованы нами
(в том числе, в системе EDSRM), но требуют отдельного подробного
описания.
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Национальный исследовательский Томский государственный университет,
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Рассматривается класс оценок, представляющий собой взвешен-
ные суммы эмпирической функции распределения и некоторой
параметрической функции распределения, задаваемой исследо-
вателем и называемой априорной догадкой. Оптимальный ве-
совой коэффициент выбирается из критерия минимума средне-
квадратической ошибки и определяет оптимальную комбиниро-
ванную оценку на заданном классе. Строятся адаптивные ком-
бинированные оценки путем замены неизвестного оптимально-
го весового коэффициента на различные статистические оцен-
ки. Исследуются асимптотические свойства адаптивных оценок
функции распределения, вычисляются асимптотические норми-
рованные среднеквадратические ошибки и проводится их срав-
нение. Ключевые слова: функция распределения, парамет-
рический класс распределений, априорная догадка, адаптивные
оценки, асимптотическое распределение оценки, СКО, комби-
нированные оценки.

Введение

Многие задачи обработки экспериментальных данных сводятся к
статистическому оцениваю неизвестной функции распределения. Уро-
вень априорной информации о виде функции распределения может
быть разнообразным. В работе [1] рассмотрены оценки для парамет-
рического класса функций распределений. В работе [2] предложены
оценки с учетом дополнительной информации о вероятностных харак-
теристиках распределений. В данной работе рассмотрена ситуация, ко-
гда исследователь делает предположение о виде искомого распределе-
ния, однако он в этом не уверен. Такую информацию принято назы-
вать априорной догадкой. В данной работе делается предположение о
возможном параметрическом классе распределений, строятся оценки и
анализируются их свойства.
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1. Комбинированная оценка с оптимальным весовым
коэффициентом

Пусть 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 – независимые наблюдения объема 𝑛 над случай-
ной величиной 𝑋 с неизвестной функцией распределения
𝐹 (𝑦) = 𝑃{𝑋 < 𝑦}, 𝑦 ∈ 𝑅1 , 𝐹 ∈ F — класс допустимых функции рас-
пределения.

Если F = {𝐹 (𝑦; 𝜃), 𝜃 ∈ Θ ⊆ 𝑅𝑚}, то имеет место параметрический
класс распределений, и задача оценивания 𝐹 (𝑦) сводится к оценива-
нию неизвестных параметров 𝜃 . При отсутствии такой информации
класс F называют непараметрическим и в качестве непараметриче-
ской оценки обычно используют эмпирическую функцию распределе-
ния (э.ф.р.): 𝐹 (𝑦) = 1

𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑐(𝑦 − 𝑋𝑖). Известно, что э.ф.р. является

несмещенной оценкой, т.е. математическое ожидание 𝑀𝐹𝐹 (𝑦) = 𝐹 (𝑦) ,
и 𝐷𝐹𝐹 (𝑦) = 𝐹 (𝑦)(1− 𝐹 (𝑦))/𝑛 - дисперсия.

Функция распределения 𝐹 (𝑦; 𝜃) является априорной догадкой, оце-
нивающей неизвестную функцию распределения 𝐹 (𝑦). Она может сов-
пасть, не совпасть или быть близкой к ней. Задача состоит в построе-
нии комбинированной оценки искомой функции распределения, которая
одновременно включает непараметрическую оценку 𝐹 (𝑦) и априорную
догадку 𝐹 (𝑦; 𝜃) .

Предположим, что параметр 𝜃 задан и значение 𝐹 (𝑦; 𝜃) известно.
Следуя работе [3], рассмотрим класс оценок функции распределения
𝐹 (𝑦) в точке 𝑦 в виде

𝐹𝜆 = 𝐹𝜆(𝑦) = (1− 𝜆)𝐹 (𝑦) + 𝜆𝐹 (𝑦; 𝜃) = 𝐹 (𝑦)− 𝜆
(︁
𝐹 (𝑦)− 𝐹 (𝑦; 𝜃)

)︁
, (1)

где весовой коэффициент 𝜆 выбирается из заданного критерия каче-
ства оценки. Пусть критерием качества является среднеквадратическая

ошибка (СКО) 𝑆2
𝐹 (𝜆) = 𝑀𝐹

(︁
𝐹𝜆(𝑦)− 𝐹 (𝑦)

)︁2
. В этом случае оптималь-

ное 𝜆0 , доставляющее минимум СКО, определяется выражением

𝜆0 = 𝜆0(𝑦) =
1

1 +
𝑛Δ2

𝐹 (𝑦)

𝜎2
𝐹 (𝑦)

=
1

1 + 𝑏2𝐹 (𝑦)
. (2)

Здесь ∆2
𝐹 (𝑦) = 𝐹 (𝑦)−𝐹 (𝑦; 𝜃) – величина отклонения априорной догадки

𝐹 (𝑦; 𝜃) от истинного значения 𝐹 (𝑦), 𝜎2
𝐹 (𝑦) = 𝐷𝐹 [𝑐(𝑦 −𝑋)] = 𝐹 (𝑦)(1 −

𝐹 (𝑦)), а

𝑏𝑛(𝑦) =

√
𝑛∆𝐹 (𝑦)

𝜎𝐹 (𝑦)
(3)
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— нормированное отклонение.
При оптимальном 𝜆0 минимум СКО в точке 𝑦 удовлетворяет соот-

ношению 𝑆2
𝐹 (𝜆0) = 𝐷𝐹𝐹 (𝑦) −

(︁
𝐷𝐹

^
𝐹 (𝑦)

)︁2

𝐷𝐹
^
𝐹 (𝑦)+Δ2

𝐹 (𝑦)
= (1− 𝜆0(𝑦)) 𝜎2

𝐹 (𝑦)
𝑛 . Оценку

𝐹0 = 𝐹𝜆0
(𝑦) из класса (1) назовем оптимальной. Весовой коэффициент

𝜆0 изменяется в пределах 0 < 𝜆0 ⩽ 1 и показывает, какое влияние на
точность оценивания оказывает каждая из величин 𝐹 (𝑦) и 𝐹 (𝑦; 𝜃) . Его
значение зависит от величины нормированного отклонения (3).

2. Адаптивные комбинированные оценки

Практическое применение оценки 𝐹𝜆0
(𝑦) затруднено в силу незна-

ния оптимального коэффициента 𝜆0 , который зависит от неизвестной
функции распределения 𝐹 . Здесь мы рассмотрим адаптивные комбини-
рованные оценки

𝐹�̂� = 𝐹�̂�(𝑦) = 𝐹 (𝑦)− �̂�(𝑦)
(︁
𝐹 (𝑦)− 𝐹 (𝑦; 𝜃)

)︁
, (4)

построенные путем замены неизвестного 𝜆0 на какую либо его стати-
стическую оценку �̂�. Разнообразие возможных оценок приводит к раз-
личным адаптивным оценкам (4). Рассмотрим некоторые из них.

1. В качестве первой оценки 𝜆0 возьмем �̂�1(𝑦) =
1

1+𝑛
^
Δ2

𝜎2

= 1

1+
^
𝑏21

, где

∆̂ = 𝐹 (𝑦) − 𝐹 (𝑦; 𝜃), �̂�2 = �̂�2(𝑦) = 𝐹 (𝑦)
(︁
1− 𝐹 (𝑦)

)︁
, �̂�1 =

√
𝑛

^
Δ

𝜎
– оцен-

ка нормированного отклонения. Полагая в (4) �̂�(𝑦) = �̂�1(𝑦), получаем
первую адаптивную комбинированную оценку 𝐹1(𝑦) = 𝐹𝜆1

(𝑦).

2. Второй оценкой оптимального коэффициента возьмем �̂�2(𝑦) =

1

1+𝑛
^
Δ2

𝜎2
𝜃

= 1

1+
^
𝑏22

, где �̂�2
𝜃 = �̂�2

𝜃(𝑦) = 𝐹 (𝑦; 𝜃) (1− 𝐹 (𝑦; 𝜃)) , �̂�2 =
√
𝑛

^
Δ

𝜎𝜃
.

Эта оценка приводит ко второй адаптивной комбинированной оценке
𝐹2(𝑦) = 𝐹𝜆2

(𝑦).

3. Заменим в (2) ∆ на ∆̂, а 𝜎2 на максимальное значение, равное

0, 25. Получим третью оценку �̂�3(𝑦) =
1

1+4𝑛
^
Δ2

= 1

1+
^
𝑏23

, где �̂�3 = 2
√
𝑛∆̂, и

третью адаптивную комбинированную оценку 𝐹3(𝑦) = 𝐹𝜆3
(𝑦) .

Представляет интерес асимптотическое (при 𝑛→∞ ) поведение при-
веденных оценок.

3. Асимптотические свойства комбинированных оценок

Для изучения асимптотических свойств комбинированных оце-
нок функции распределения 𝐹 (𝑦) рассмотрим нормированные раз-
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ности 𝜉𝑗 =

√
𝑛
(︁

^
𝐹𝑗(𝑦)−𝐹 (𝑦)

)︁
𝜎(𝑦) , 𝑗 = 0, 1, 2, 3. Обозначим 𝜂 = 𝜂(𝑦) =

√
𝑛
(︁

^
𝐹 (𝑦)−𝐹 (𝑦)

)︁
𝜎(𝑦) , 𝜏 = 𝜎

𝜎
, 𝜏𝜃 = 𝜎

𝜎𝜃

Теорема 1. Пусть для каждого 𝐹 ∈ F и −∞ < 𝑦 < ∞
выполнено lim

𝑛→∞
𝑏𝑛(𝑦) = 𝑏(𝑦) ∈ [−∞,∞].

Тогда при 𝑛→∞ 𝜂 ⇒ 𝜂,
1) если |𝑏(𝑦)| <∞ , то

𝜉0 ⇒ 𝜁0 = − 𝑏

1 + 𝑏2
+

𝜂𝑏2

1 + 𝑏2
, 𝜉1 ⇒ 𝜁1 = −𝑏+ (𝜂 + 𝑏)

3

1 + (𝜂 + 𝑏)
2 ,

𝜉2 ⇒ 𝜁2 = −𝑏+ (𝜂 + 𝑏)
3

1
𝜏2
𝜃
+ (𝜂 + 𝑏)

2 , 𝜉3 ⇒ 𝜁3 = −𝑏+ (𝜂 + 𝑏)
3

1
4𝜎2 + (𝜂 + 𝑏)

2 ;

2) при |𝑏(𝑦)| =∞ имеем 𝜁0 = 𝜁1 = 𝜁2 = 𝜁3 = 𝜂.
Здесь знак «⇒» означает сходимость по распределению, 𝜂 — стан-

дартная нормальная случайная величина из 𝑁(0, 1), 𝑏 = 𝑏(𝑦).

Доказательство. вытекает из теоремы работы [3].

4. Интерпретация результатов

Назовём величины 𝑀𝜁20 , 𝑀𝜁21 , 𝑀𝜁22 , 𝑀𝜁23 асимптотическими норми-
рованными среднеквадратическими ошибками (АНСКО) соответству-
ющих комбинированных оценок. Приведенная теорема позволяет вы-
числить АНСКО (проведя усреднение по стандартному нормальному
закону) и через их значения сравнить точность оценивания адаптив-
ных комбинированных оценок 𝐹1(𝑦), 𝐹2(𝑦), 𝐹3(𝑦) с оптимальной 𝐹0(𝑦)
на классе (1).

Отметим, что параметр 𝑏 = 𝑏(𝑦), является интегральной характе-
ристикой АНСКО. Для проведения анализа сделаем замену 𝐹 (𝑦) = 𝑢.
Для достаточно больших 𝑛 имеем

𝑀𝜁22 = 𝑆2(𝑢, 𝜃) ≈ 1√
2𝜋

∫︁ +∞

−∞

(︃
−𝛽𝑛 +

(𝑡+ 𝛽𝑛)
3

1
𝜋2 + (𝑡+ 𝛽𝑛)

2

)︃2

𝑒

(︁
− 𝑡2

2

)︁
𝑑𝑡, (5)

где 𝛽𝑛(𝑢, 𝜃) =
√
𝑛(𝑢−𝐺(𝑢;𝜃))√

𝑢−𝑢2
, а 𝜋(𝑢, 𝜃) =

√
𝑢−𝑢2√

𝐺(𝑢;𝜃)−𝐺2(𝑢;𝜃)
. Выражение

для 𝑀𝜁21 получим, полагая в (5) 𝜏𝜃 = 1, а для 𝑀𝜁23 , заменяя 𝜏𝜃 на
2𝜎. Полагая в (5) 𝜏(𝑢, 𝜃) = 1, получаем значение 𝑀𝜁21 . Если принять
𝜏(𝑢) = 2𝜎 = 2

√
𝑢− 𝑢2, получаем значение 𝑀𝜁23 .
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Рассмотрим иллюстративные примеры. Возьмем в качестве апри-
орной догадки функцию распределения 𝐺1(𝑢; 𝜃) = 𝑢𝜃 и ее симметрич-

ный вариант 𝐺2(𝑢, 𝜃) = 𝑢𝜃+1−(1−𝑢)𝜃
2 . Приведем графики асимптотиче-

ски нормированных СКО описанных выше, представив их как функции
от 0 < 𝑢 < 1 и 0 < 𝜃 <∞. При этом предполагается, что при заданных
объемах выборки выполняется нормальное приближение, удовлетворя-
ющее исследователя.

Вычисления 𝑀𝜁20 , 𝑀𝜁21 , 𝑀𝜁22 , 𝑀𝜁23 , при 𝑛 = 100 приведены ниже:

Рис. 1. 𝐺1(𝑢; 𝜃), 𝑢 = 0, 25 Рис. 2. 𝐺2(𝑢; 𝜃), 𝑢 = 0, 25

Рис. 3. 𝐺1(𝑢; 𝜃), 𝜃 = 0, 25 Рис. 4. 𝐺2(𝑢; 𝜃), 𝜃 = 0, 25

Согласно (рис. 1) и (рис. 2) все адаптивные оценки на большей части
промежутка 𝜃 не точнее обычной эмпирической 𝐹 , но для априорной
догадки 𝐺2(𝑢; 𝜃) (рис. 2) видно, что промежуток, где точность адап-
тивных оценок выше обычной шире. Самой точной адаптивной оценкой
при 𝐺1(𝑢; 𝜃) является 𝐹2(𝑦). Рисунки (рис. 3) и (рис. 4) показывают
изменение точности оценки с заданной априорной догадкой при раз-
ных вероятностях, здесь самыми точными оценками выступают 𝐹2(𝑦)
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в (рис. 3) и 𝐹1(𝑦) в (рис. 4). Снижение точности оценок 𝐹1(𝑦), 𝐹2(𝑦),
𝐹3(𝑦) по сравнению с 𝐹0(𝑦) обусловлено наличием погрешности в оцен-
ках весового коэффициента 𝜆. Для некоторых значений 𝜃 погрешность
компенсирует повышение точности от привлечения априорной догадки
и делает оценки 𝐹1(𝑦), 𝐹2(𝑦), 𝐹3(𝑦) менее точными по сравнению с эм-
пирической 𝐹 .

Заключение

В данной работе рассмотрена задача оценивания функции распре-
деления некоторой случайной величины, когда исследователь может
предположить принадлежность функции распределения к некому па-
раметрическому классу распределений. Построенные адаптивные оцен-
ки исследованы на точность с помощью их асимптотически нормиро-
ванных СКО, усредненных по стандартному нормальному закону. Это
позволило сравнить точность адаптивных оценок 𝐹1(𝑦), 𝐹2(𝑦), 𝐹3(𝑦) с
оптимальной 𝐹0(𝑦) при заданных априорных догадках.
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В данной работе рассматриваются вопросы построения верхних
границ для среднеквадратических погрешностей таких вычис-
лительных конструкций приближения неизвестной плотности
по заданной выборке как компьютерные функциональные ядер-
ные и проекционные алгоритмы. Ключевые слова: вычис-
лительный функциональный ядерный алгоритм, вычислитель-
ный функциональный проекционный алгоритм, среднеквадра-
тическая погрешность, компонента аппроксимации, компо-
нента смещения, стохастическая компонента, задача услов-
ной оптимизации.

1. Введение: вычислительные функциональные ядерные
и проекционные алгоритмы

В наших работах [1–3] отмечено, что при обработке больших данных
(например, при применении технологий машинного обучения) актуаль-
ным оказывается использование экономичных алгоритмов компьютер-
ного приближения неизвестной плотности 𝑓𝜉(x) по заданной выборке

{𝜉1, ..., 𝜉𝑛} с заданным уровнем погрешности 𝜀 > 0 на всей компактной
области распределения 𝑋 ⊂ R𝑑.

Для такого приближения в [1–3] предлагается использовать одну из
следующих вычислительных конструкций. В области 𝑋 введем сетку
Y(𝑀) = {y1, ...y𝑀}.

АЛГОРИТМ 1 (вычислительный функциональный ядерный ал-
горитм приближения вероятностной плотности [1–3]). Выберем ядер-
ную функцию κ(x)(z) (см., например, [4]) такую, что 𝑓𝜉(x) ≈

Исследования выполнены в рамках государственного задания ИВМиМГ СО
РАН FWNM-2022-0002.
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∫︀
𝑋
𝑓𝜉(z)κ

(x)(z) 𝑑z = Eκ(x)(𝜉) для всех x ∈ 𝑋. Реализуем на ком-

пьютере соответствующие приближения 𝑓𝜉(y𝑖) ≈ 𝑓
(y𝑖,𝑘𝑒𝑟)

𝜉
(𝑛) =

1
𝑛

∑︀𝑛
𝑗=1 κ(y𝑖)

(︀
𝜉𝑗
)︀
; 𝑖 = 1, ...,𝑀 (здесь {𝜉1, ..., 𝜉𝑛} – заданная выборка или

ее подмножество) и строим окончательную классическую компью-
терную аппроксимацию (см., например, главы 2 и 4 книги [5]) плот-
ности 𝑓𝜉(x):

𝑓𝜉(x) ≈ 𝐿
(𝑀,𝑛)𝑓

(𝑘𝑒𝑟)

𝜉
(x) =

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑖)
[︁
𝑓
(y1,𝑘𝑒𝑟)

𝜉
(𝑛), ..., 𝑓

(y𝑀 ,𝑘𝑒𝑟)

𝜉
(𝑛)
]︁
𝜒(𝑖)(x).

(1)
АЛГОРИТМ 2 (вычислительный функциональный проекционный

алгоритм приближения вероятностной плотности [1–3]). Выберем под-

множество Ψ(𝐾) =
{︀
𝜓(1)(y), ..., 𝜓(𝐾)(y)

}︀
бесконечной ортонормиро-

ванной системы функций Ψ(∞) =
{︀
𝜓(1)(y), 𝜓(2)(y), ...

}︀
такой, что∫︀

𝑋
𝜓(𝑖)(y)𝜓(𝑗)(y) 𝑑y = 1 при 𝑖 = 𝑗 и

∫︀
𝑋
𝜓(𝑖)(y)𝜓(𝑗)(y) 𝑑y = 0 при 𝑖 ̸= 𝑗

и 𝑓𝜉(x) =
∑︀∞

𝑘=1

[︁∫︀
𝑋
𝑓𝜉(z)𝜓

(𝑘)(z) 𝑑z
]︁
𝜓(𝑘)(x) =

∑︀∞
𝑘=1 E𝜓

(𝑘)(𝜉)𝜓(𝑘)(x)

для всех x ∈ 𝑋 (см. § 25 главы 5 книги [6]). Реализуем на ком-

пьютере соответствующие приближения 𝑓𝜉(y𝑖) ≈ 𝑓
(y𝑖,𝑝𝑟)

𝜉
(𝑛,𝐾) =∑︀𝐾

𝑘=1

[︁
1
𝑛

∑︀𝑛
𝑗=1 𝜓

(𝑘)
(︀
𝜉𝑗
)︀]︁
𝜓(𝑘)(y𝑖); 𝑖 = 1, ...,𝑀 и строим окончательную

аппроксимацию плотности 𝑓𝜉(x):

𝑓𝜉(x) ≈ 𝐿
(𝑀,𝑛,𝐾)𝑓

(𝑝𝑟)

𝜉
(x) =

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑤(𝑖)
[︁
𝑓
(y1,𝑝𝑟)

𝜉
(𝑛,𝐾), .., 𝑓

(y𝑀 ,𝑝𝑟)

𝜉
(𝑛,𝐾)

]︁
𝜒(𝑖)(x).

(2)
В формулах (1), (2) 𝜒(𝑀) =

{︀
𝜒(1)(x), ..., 𝜒(𝑀)(x)

}︀
– заданный

набор функций (аппроксимационный базис), определенным образом
связанный с введенной в области 𝑋 сеткой Y(𝑀), а W(𝑀) ={︁
𝑤(𝑖)

[︁
𝑓𝜉(y1), ..., 𝑓𝜉(y𝑀 )

]︁
; 𝑖 = 1, ...,𝑀

}︁
– набор аппроксимационных

коэффициентов.

2. Выбор параметров и функций в алгоритмах 1 и 2

Для обоснованного использования алгоритмов 1 и 2 важной являет-
ся следующая задача.

ЗАДАЧА 1. Выбрать параметры 𝑀,𝑛, вид коэффициентов W(𝑀),
функции 𝜒(𝑀), κ(x)(z) и/или Ψ(𝐾) таким образом, чтобы обеспечить
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выполнение неравенства

𝛿(B)(𝑀,𝑛) =
⃦⃦⃦
𝑓𝜉 − 𝐿

(𝑀,𝑛)𝑓𝜉

⃦⃦⃦
B(𝑋)

≤ 𝜀, (3)

где функция 𝐿(𝑀,𝑛)𝑓𝜉(x) – это 𝐿
(𝑀,𝑛)𝑓

(𝑘𝑒𝑟)

𝜉
(x) из (1) или 𝐿(𝑀,𝑛,𝐾)𝑓

(𝑝𝑟)

𝜉
(x)

из (2), число 𝜀 > 0 – заданный уровень погрешности, а B(𝑋) – подхо-
дящее нормированное функциональное пространство.

Отметим, что задача 1 является частной для следующей подробно
изученной задачи условной оптимизации (см., например, [3, 7]).

ЗАДАЧА 2. Выбрать параметры 𝑀,𝑛, вид коэффициентов W(𝑀),
функции 𝜒(𝑀), κ(x)(z) и/или Ψ(𝐾) таким образом, чтобы обеспечить
выполнение неравенства (3) при наименьших вычислительных затра-
тах 𝑆(𝑀,𝑛) функционального алгоритма 1 или 2.

3. C- и L2-подходы к оценке погрешностей алгоритмов 1 и 2

При решении задачи 1 необходимо выбрать как соответствующее
нормированное функциональное пространство B(𝑋), так и вероятност-
ный смысл выполнения неравенства вида (3) (ведь 𝛿(B)(𝑀,𝑛) является
случайной величиной). Следуя канонам классического численного ана-
лиза (см., например, [5]) и теории условной оптимизации (см., например,
[3, 7]), рассмотрим пространства B(𝑋) = C(𝑋) ∨ L2(𝑋) и два извест-
ных подхода к построению верхней границы 𝑈𝑃 (B)(𝑀,𝑛) погрешности
𝛿(B)(𝑀,𝑛):

– «C–подход», в котором случайная величина

𝛿(C)(𝑀,𝑛) =
⃦⃦⃦
𝑓𝜉 − 𝐿

(𝑀,𝑛)𝑓𝜉

⃦⃦⃦
C(𝑋)

= sup
x∈𝑋

⃒⃒⃒
𝑓𝜉(x)− 𝐿

(𝑀,𝑛)𝑓𝜉(x)
⃒⃒⃒

ограничивается сверху по вероятности: P
[︀
𝛿(C)(𝑀,𝑛) ≤ 𝑈𝑃 (C)(𝑀,𝑛)

]︀
>

1− 𝑝 для некоторого достаточно малого 𝑝 > 0, и
– «L2–подход», в котором выбирается сходимость в среднем по-

грешности

𝛿(L2)(𝑀,𝑛) =
⃦⃦⃦
𝑓𝜉 − 𝐿

(𝑀,𝑛)𝑓𝜉

⃦⃦⃦
L2(𝑋)

=

(︂∫︁
𝑋

[︁
𝑓𝜉(x)− 𝐿

(𝑀,𝑛)𝑓𝜉(x)
]︁2
𝑑x

)︂1/2

к нулю при 𝑀,𝑛 → ∞ и строятся оценки сверху 𝑈𝑃 (L2)(𝑀,𝑛) такие,
что [︁

E𝛿(L2)(𝑀,𝑛)
]︁2
≤ 𝑈𝑃 (L2)(𝑀,𝑛). (4)
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В наших работах [2, 3] для формулировки соображений по выбору
аппроксимационного базиса и 𝜒(𝑀) и коэффициентов W(𝑀) использо-
ван C–подход: здесь формулы для определения некоторых новых по-
нятий – таких, например, как константа устойчивости 𝐾(𝑠𝑡𝑎𝑏) [2, 3], –
являются более компактными. Отметим, что, с учетом очевидного нера-
венства 𝛿(L2)(𝑀,𝑛) ≤

√
mes𝑋 × 𝛿(C)(𝑀,𝑛), формулировка аналогов со-

ображений из работы [2, 3] для более естественного для приложений
L2–подхода является относительно несложной задачей.

4. L2-подход: компоненты погрешности

Следуя работе [3], запишем верхнюю границу погрешности 𝛿(L2)(𝑀,𝑛)
из соотношения (4) в виде суммы трех компонент: компоненты ап-

проксимации 𝛿
(L2)
𝑎𝑝𝑝𝑟(𝑀), компоненты смещения 𝛿

(L2)
𝑏𝑖𝑎𝑠 (𝑀) и сто-

хастической компоненты 𝛿
(L2)
𝑠𝑡𝑜𝑐ℎ(𝑀,𝑛).

Для это применим сначала неравенство Коши – Буняковского и тео-
рему Фубини и получим неравенство[︁

E𝛿(L2)(𝑀,𝑛)
]︁2
≤
∫︁
𝑋

E
[︁
𝑓𝜉(x)− 𝐿

(𝑀,𝑛)𝑓𝜉(x)
]︁2
𝑑x.

Далее заметим, что

E
[︁
𝑓𝜉(x)− 𝐿

(𝑀,𝑛)𝑓𝜉(x)
]︁2

= E
(︁ [︁
𝑓𝜉(x)− 𝐿

(𝑀)𝑓𝜉(x)
]︁
+

+
[︁
𝐿(𝑀)𝑓𝜉(x)− 𝐿

(𝑀)𝑓𝜉(x)
]︁
+
[︁
𝐿(𝑀)𝑓𝜉(x)− 𝐿

(𝑀,𝑛)𝑓𝜉(x)
]︁ )︁2

=

=
(︁[︁
𝑓𝜉(x)− 𝐿

(𝑀)𝑓𝜉(x)
]︁
+
[︁
𝐿(𝑀)𝑓𝜉(x)− 𝐿

(𝑀)𝑓𝜉(x)
]︁)︁2

+

+E
[︁
𝐿(𝑀)𝑓𝜉(x)− 𝐿

(𝑀,𝑛)𝑓𝜉(x)
]︁2

;

здесь учтено, что E𝐿(𝑀,𝑛)𝑓𝜉(x) = 𝐿(𝑀)𝑓𝜉(x), где 𝐿(𝑀)𝑓𝜉(x) =∑︀𝑀
𝑖=1 𝑤

(𝑖)
[︁
𝑓𝜉(y1), ..., 𝑓𝜉(y𝑀 )

]︁
𝜒(𝑖)(x) – аппроксимация функции 𝑓𝜉(x)

по точным значениям в узлах сетки Y(𝑀), 𝐿(𝑀)𝑓𝜉(x) = 𝐿(𝑀)𝑓
(𝑘𝑒𝑟)

𝜉
(x) =∑︀𝑀

𝑖=1 𝑤
(𝑖)
[︀
Eκ(y1)(𝜉), ...,Eκ(y𝑀 )(𝜉)

]︀
𝜒(𝑖)(x) для алгоритма 1 и 𝐿(𝑀)𝑓𝜉(x) =

𝐿(𝑀,𝐾)𝑓
(𝑝𝑟)

𝜉
(x) =

∑︀𝑀
𝑖=1 𝑤

(𝑖)[
∑︀𝐾

𝑘=1 E𝜓
(𝑘)(𝜉)𝜓(𝑘)(y1), ..,

∑︀𝐾
𝑘=1 E𝜓

(𝑘)(𝜉)×
𝜓(𝑘)(y𝑀 )]𝜒(𝑖)(x) для алгоритма 2.

Используя очевидное неравенство (𝑎+ 𝑏)2 ≤ 2𝑎2 + 2𝑏2, получаем[︁
E𝛿(L2)(𝑀,𝑛)

]︁2
≤ 2

[︁
𝛿(L2)
𝑎𝑝𝑝𝑟(𝑀)

]︁2
+ 2

[︁
𝛿
(L2)
𝑏𝑖𝑎𝑠 (𝑀)

]︁2
+ 𝛿

(L2)
𝑠𝑡𝑜𝑐ℎ(𝑀,𝑛); (5)
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где 𝛿
(L2)
𝑎𝑝𝑝𝑟(𝑀) =

⃦⃦⃦
𝑓𝜉 − 𝐿

(𝑀)𝑓𝜉

⃦⃦⃦
L2(𝑋)

, 𝛿
(L2)
𝑏𝑖𝑎𝑠 (𝑀) =

⃦⃦⃦
𝐿(𝑀)𝑓𝜉 − 𝐿

(𝑀)𝑓𝜉

⃦⃦⃦
L2(𝑋)

,

𝛿
(L2)
𝑠𝑡𝑜𝑐ℎ(𝑀,𝑛) =

∫︀
𝑋
D𝐿(𝑀,𝑛)𝑓𝜉(x) 𝑑x.

5. Методы решения задач 1 и 2

Для решения задачи 1 можно предложить следующий метод.
МЕТОД 1. Выбираем параметры 𝑀,𝑛, вид коэффициентов W(𝑀),

функции 𝜒(𝑀), κ(x)(z) и/или Ψ(𝐾) таким образом, чтобы для верх-
них границ для слагаемых из правой части неравенства (5) выполня-

лись соотношения: 2
[︁
𝛿
(L2)
𝑎𝑝𝑝𝑟(𝑀)

]︁2
≤ 𝑈𝑃

(L2)
𝑎𝑝𝑝𝑟(𝑀) = 𝜀2

3 , 2
[︁
𝛿
(L2)
𝑏𝑖𝑎𝑠 (𝑀)

]︁2
≤

𝑈𝑃
(L2)
𝑏𝑖𝑎𝑠 (𝑀) = 𝜀2

3 , 𝛿
(L2)
𝑠𝑡𝑜𝑐ℎ(𝑀,𝑛) ≤ 𝑈𝑃 (L2)

𝑠𝑡𝑜𝑐ℎ(𝑀,𝑛) = 𝜀2

3 .
Отметим, что в ряде прикладных задач такой выбор параметров

и функций дает и приближенное решение задачи 2. Но более точным
является следующий способ решения задачи 2 (см., например, [7]).

МЕТОД 2. Для выбранных коэффициентов W(𝑀), функций 𝜒(𝑀),
κ(x)(z) и/илиΨ(𝐾) строятся верхние границы для слагаемых из правой
части неравенства (5), сумма которых приравнивается величине 𝜀2:

𝑈𝑃 (L2)
𝑎𝑝𝑝𝑟(𝑀) + 𝑈𝑃

(L2)
𝑏𝑖𝑎𝑠 (𝑀) + 𝑈𝑃

(L2)
𝑠𝑡𝑜𝑐ℎ(𝑀,𝑛) = 𝜀2.

Из полученного равенства один из параметров (например, 𝑛) выража-
ется через другой: 𝑛 = 𝐹 (𝜀)(𝑀). Это соотношение подставляется в
выражение для затрат 𝑆(𝑀,𝑛) (которое тоже зависит от парамет-
ров 𝑀 и 𝑛). В результате получается функция 𝑆(B,𝜀)(𝑀) одного пе-
ременного 𝑀 , которая исследуется на минимум с помощью извест-
ных приемов математического или численного анализа. Найденные

значения 𝑀
(L2)
𝑚𝑖𝑛 (𝜀) = 𝑀

(B)
𝑜𝑝𝑡 (𝜀), 𝑛

(B)
𝑜𝑝𝑡(𝜀) = 𝐹 (𝜀)

[︁
𝑀

(L2)
𝑜𝑝𝑡 (𝜀)

]︁
объявляются

условно-оптимальными параметрами соответствующего функ-
ционального алгоритма.

Полная реализация метода 2 удалась в работе [7] только для много-
мерного аналога полигона частот (это одновременно частный случай и
для алгоритма 1, и для алгоритма 2 [1, 3]).

Заключение

В работе представлены два подхода (методы 1 и 2) к выбору пара-
метров и функций компьютерных функциональных ядерных и проекци-
онных алгоритмов приближения вероятностной плотности по заданной
выборке (алгоритмы 1 и 2), основанные на покомпонентном оценивании
сверху среднеквадратической погрешности этих вычислительных схем.
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Возможности эффективной реализации методов 1 и 2 для алгоритмов
1 и 2 требуют отдельных подробных исследований.
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Рассматривается класс оценок функции регрессии, представ-
ляющий собой линейные комбинации двух оценок: исходной
оценки функции регрессии и некоторой заданной функции, на-
зываемой априорной догадкой. Оптимальная комбинированная
оценка определяется через весовой коэффициент, выбираемый
из критерия минимума среднеквадратической ошибки (СКО).
Анализируется эффективность, определяемая как отношение
СКО оптимальной оценки к СКО исходной оценки регрессии,
а также поведение оптимального весового коэффициента в за-
висимости от трех параметров: отклонения априорной догадки
от истинной функции регрессии, смещения и дисперсии исход-
ной оценки. Приводятся аналитические выражения и графики,
позволяющие судить об эффективности оптимальной оценки и
поведении оптимального весового коэффициента. Ключевые
слова: функция регрессии, априорная догадка, оценки функции
регрессии, среднеквадратическая ошибка, эффективность оцен-
ки, комбинированные оценки.

Введение

Статистическому оцениванию функции регрессии посвящено мно-
го работ. В зависимости от располагаемой исходной информации рас-
сматриваются разные модели и методы оценивания этой функции.
Работы [1—6] посвящены непараметрическим методам оценивания, в
[3,5] предложены параметрические методы, в [5] рассмотрены полу-
параметрические модели, в [3] предложен метод локальной аппрокси-
мации (МЛА).

Построению оценок, использующих в своей структуре дополнитель-
ную (априорную) информацию, посвящены работы [4,7,8]. Проблема
повышение точности непараметрических оценок за счет привлечения
дополнительной информации рассматривалась в [4]. Выделим работы,
в которых дополнительная информация выступает в виде априорной
догадки [7,8]. Предполагается, что исследователь на основании своего
опыта и знаний может задать конкретную функцию для оценивания
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регрессии (возможно с точностью до ряда параметров), однако полной
уверенности в правильности задания нет. Предложенные оценки явля-
ются взвешенной суммой исходной (задаваемой исследователем) функ-
ции регрессии и априорной догадки, и называются комбинированными.

Цель работы заключается в проведении анализа эффективности
комбинированной оценки регрессии и оптимального весового коэффи-
циента в зависимости от трех параметров: отклонения априорной до-
гадки от истинной регрессии, смещения и дисперсии исходной оценки.

1. Комбинированные оценки регрессии и эффективность

Функция регрессии определяется как условное математическое ожи-
дание

𝑟(𝑥) =𝑀(𝑌 |𝑋 = 𝑥) =

∫︁ +∞

−∞
𝑦𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦/𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ Rm, (1)

где — 𝑓(𝑥, 𝑦) совместная функция плотности случайных величин (𝑋,𝑌 ),

𝑔(𝑥) =
∫︀ +∞
−∞ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 — функция плотности вектора 𝑋 = (𝑋1, ..., 𝑋𝑚).

Рассмотрим класс комбинированных оценок функции регрессии сле-
дующего вида

�̂�(𝑥;𝜆) = (1− 𝜆) · 𝑟(𝑥) + 𝜆 · 𝜙(𝑥), (2)

где 𝑟(𝑥) — исходная оценка функции регрессии, построенная по стати-
стическим данным {𝑋𝑖, 𝑌𝑖}𝑛𝑖=1 объема n, 𝜙(𝑥) — априорной догадка, 𝜆
— весовой коэффициент, выбираемый из заданного критерия качества
оценивания. Существуют разные критерии качества для оценок функ-
ции регрессии [5]. В данной работе критерием качества выступает СКО

𝑆2(𝑥;𝜆) =𝑀
{︁
�̂�(𝑥;𝜆)− 𝑟(𝑥)

}︁2

,

𝑆2(𝑥;𝜆) =𝑀 {(1− 𝜆) · 𝑟(𝑥) + 𝜆 · 𝜙(𝑥)− 𝑟(𝑥)}2 . (3)

Оптимальное 𝜆, доставляющее минимум СКО, имеет вид

𝜆 = 𝜆0(𝑥) =
𝑀 {(𝑟(𝑥)− 𝑟(𝑥)) · (𝑟(𝑥)− 𝜙(𝑥))}

𝑀 {𝑟(𝑥)− 𝜙(𝑥)}2
, (4)

при котором

𝑆2(𝑥;𝜆0) =𝑀 {𝑟(𝑥)− 𝑟(𝑥)}2 − [𝑀 {(𝑟(𝑥)− 𝑟(𝑥)) · (𝑟(𝑥)− 𝜙(𝑥))}]2

𝑀 {𝑟(𝑥)− 𝜙(𝑥)}2
. (5)
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Формула (5) показывает, что СКО комбинированной оценки при 𝜆0 не

превосходит СКО 𝑆2(𝑥; 0) = 𝑀 {𝑟(𝑥)− 𝑟(𝑥)}2 исходной оценки регрес-
сии. Оценку �̂�(𝑥;𝜆0) назовем оптимальной в классе (2) в смысле мини-
мума СКО. Преобразуем (4) и (5) к виду

𝜆0(𝑥) = 1− ∆(𝑥) · (𝑏(𝑥) + ∆(𝑥))

𝐷(𝑥) + (𝑏(𝑥) + ∆(𝑥))2
, (6)

𝑆2(𝑥;𝜆0) = 𝐷𝑟(𝑥) + 𝑏2(𝑥)− (𝐷𝑟(𝑥) + 𝑏(𝑥) · (𝑏(𝑥) + ∆(𝑥)))2

𝐷𝑟(𝑥) + (𝑏(𝑥) + ∆(𝑥))2
, (7)

где 𝑏(𝑥) = 𝑀𝑟(𝑥) − 𝑟(𝑥) — смещение исходной оценки в точке 𝑥,
𝐷𝑟(𝑥) = 𝑀(𝑟(𝑥) − 𝑀𝑟(𝑥))2 — её дисперсия, ∆(𝑥) = 𝑟(𝑥) − 𝜙(𝑥)
— отклонение априорной догадки от истинного значения регрессии.
Отметим, что смещение оптимальной комбинированной оценки равно
𝑀�̂�(𝑥;𝜆0)− 𝑟(𝑥) = 𝑏(𝑥) + ∆(𝑥) = ∆(𝑥). В дальнейшем переменную 𝑥 в
формулах будем опускать, 𝐷 = 𝐷𝑟(𝑥).

Для сравнения точности оценивания оптимальной комбинированной
оценки �̂�(𝑥;𝜆0) с исходной 𝑟(𝑥) в точке 𝑥 рассмотрим отношение, кото-
рое назовём эффективностью и обозначим через 𝑣:

𝑣 = 𝑣(𝑥) = 1−
𝑀
{︁
�̂�(𝑥;𝜆0)− 𝑟(𝑥)

}︁2

𝑀 {𝑟(𝑥)− 𝑟(𝑥)}2
= 1− 𝑆2(𝑥;𝜆0)

𝑆2(𝑥; 0)

= 1− (𝐷 + 𝑏 · (𝑏+∆))2

(𝐷 + (𝑏+∆)2) · (𝐷 + 𝑏2)
= 1− (𝐷 + 𝑏 ·∆)2

(𝐷 +∆
2
) · (𝐷 + 𝑏2)

. (8)

Формула (8) показывает, что малые значения 𝑣 соответствуют высокой
эффективности оценки �̂�(𝑥;𝜆0) по сравнению с исходной 𝑟(𝑥). Пред-
ставляет интерес поведение эффективности 𝑣(𝑥) от входящих в нее па-
раметров 𝑏,𝐷,∆.

2. Анализ эффективности

Выявим влияние параметров 𝑏,𝐷,∆ на эффективность 𝑣 и опти-
мальный весовой коэффициент 𝜆0. Рассмотрим различные случаи вза-
имоотношений этих параметров в (6) и (8).

2.1 Предположим, что 𝑏 = 0 и 𝐷 > 0. Обозначим 𝜈 =
√︀
∆2/𝐷, тогда

𝜆0 = 1− ∆2

𝐷 +∆2
= 1− 𝜈2

1 + 𝜈2
=

1

1 + 𝜈2
, (9)
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а эффективность

𝑣 = 1− 𝐷

𝐷 +∆2
= 1− 1

1 + 𝜈2
= 1− 𝜆0. (10)

Из (9) следует, что 0 ≤ 𝜆0 ≤ 1 для несмещенных оценок 𝑟(𝑥). При
|∆|→ 0 (𝜈 → 0) коэффициент 𝜆0 → 1, 𝑣 → 0 (см.Рис.1). Влияние апри-
орной догадки на точность оценивания усиливается и оценка �̂�(𝑥;𝜆0)
переходит в априорную догадку 𝜙(𝑥).

Если |∆|→ ∞, то 𝜆0 → 0, 𝑣 → 1 (см.Рис.1). Влияние априорной
догадки на точность оценивания ослабевает и �̂�(𝑥;𝜆0) стремится к ис-
ходной оценке 𝑟(𝑥).

Пусть ∆ фиксировано. При 𝐷 → ∞ коэффициент 𝜆0 → 1, 𝑣 → 0
и предпочтение отдается априорной догадке. Если 𝐷 → 0, то 𝜆0 → 0,
𝑣 → 1, а комбинированная оценка переходит к исходной 𝑟(𝑥).

2.2 Предположим, что в (6) и (8) ∆ = 0. Тогда 𝜆0 = 1, 𝑣 = 0
(см.Рис.1,2,4), а комбинированная оценка �̂�(𝑥; 1) = 𝜙(𝑥).

2.3 Обратимся к формуле (6). При 𝑏 ̸= 0 возможны случаи, когда
𝜆0 < 0, 𝜆0 > 1 (см.Рис.2,3). Действительно, из (6) следует, если∆·𝑏 > 𝐷,
то 𝜆0 < 0 и эффективность резко уменьшается 𝑣 → 1. Коэффициент
𝜆0 > 1, когда 𝑏 не принадлежит интервалу (−∆,∆), ∆ > 0 и эффектив-
ность резко увеличивается 𝑣 → 0.

2.4 Рассмотрим случай, когда 𝑏 + ∆ = 0, т.е. смещение комбини-
рованной оценки ∆ = 0 (см.Рис.4). Тогда из (6) и (8) следует 𝜆0 = 1,
однако отсюда ещё не следует, что ∆ = 0. Эффективность определяется
формулой 𝑣 = 1−𝐷/(𝐷 +∆2).

3. Графическое представление эффективности

Наглядным представлением эффективности является графическое
изображение 𝑣 в зависимости от параметров 𝑏,𝐷,∆.
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0.6
0.8
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𝑣

−10−5 0 5 10
0
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0.4
0.6
0.8
1

∆

𝜆0

Рис. 1. 𝑣 и 𝜆0 от Δ, при 𝑏 = 0 и 𝐷 = 1 : –, 𝐷 = 4 : - - , 𝐷 = 9 : - · -
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Рис. 2. 𝑣 и 𝜆0 от Δ, при 𝐷 = 1 и 𝑏 = −5 : - -, 𝑏 = 0 : –, 𝑏 = 5 : - · -
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Рис. 3. 𝑣 и 𝜆0 от 𝑏, при 𝐷 = 1 и Δ = −5 : - -, Δ = 0 : —, Δ = 5 : - · -
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Рис. 4. 𝑣 и 𝜆0 от 𝑏 и Δ, при Δ+ 𝑏 = 0, 𝑣=[0, ..., 1]: - -, 𝜆0 = 1: - -

Заключение

Рассмотренный класс оценок неизвестной функции регрессии с оп-
тимальным весовым коэффициентом приводит к уменьшению СКО за
счет использования априорной догадки при неизменных исходных дан-
ных. Как показал анализ эффективности оценивания, уменьшение СКО
может быть довольно существенным в зависимости от соотношений
трех параметров: смещения, дисперсии исходной оценки и отклонения
априорной догадки от истинной регрессии. Некоторые из этих соотно-
шений могут быть известны априори, что дает возможность практиче-
ского применения оценок. В других случаях необходимо строить адап-
тивные оценки путем оценивания оптимального весового коэффициен-
та.
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технологий имени Мухаммада аль-Хоразмий, г Карши, Узбекистан

Рассматривается нелокальная краевая задача для уравнения
третьего порядка смешанно-составного типа в четырехуголь-
ной области. С помощью метода Галеркина при определенных
условиях на коэффициенты и правую часть уравнения доказа-
но существование слабо обобщенного решения в пространстве
Соболева. При тех же условиях доказана единственность обоб-
щенного решения. Ключевые слова: краевая задача, уравне-
ние смешанно-составного типа, обобщенное решение, уравне-
ние третьего порядка

Введение

Краевые задачи для неклассических уравнений в частных производ-
ных возникают во многих прикладных задачах, в частности, в различ-
ных разделах механики, физики, при описании процессов рассеивания
и переноса, в геометрии и популяционной генетике, гидродинамике, а
также многих других областях. Интерес к нелокальной задаче обуслов-
лен возможностью ее физической интерпретации. ЕСли физический
процесс можно описать с помощью дифференциального уравнения, то
нелокальные краевые условия являются некоторыми алгебраическими
выражениями, связывающими искомое решение и его производные в
двух и более точках наблюдения физического процесса. Поэтому изу-
чение нелокальных задач для различных классов дифференциальных
уравнений привлекало внимание многих математиков. Библиографию
вопроса можно найти, например, в монографиях [7], [10], [13], [9]. По-
становке краевых задач для уравнений смешанно-составного типа вто-
рого и высокого порядков, исследованию обобщенной разрешимости их
в различных пространствах посвящены работах М. С. Салахитдино-
ва [13], [14], Т. Д. Джураева [4], У. О. Рахманова, Л. А. Бобылова, М.
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М. Смирнова [5] [6], С. Г. Пяткова [3] [7] и других авторов. В настоя-
щей работе авторы продолжают цикл своих работ [1], [2] по постановке
и исследованию краевых задачи для уравнения смешанно-составного и
составного типа.

1. Постановка задачи

Зададим область 𝑄 = {(𝑥, 𝑡) : −1 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇} и рассмотрим
уравнение

𝐿𝑢 ≡ 𝑘(𝑡)𝑢𝑡𝑡𝑡 + 𝜇(𝑥)𝑢𝑥𝑥𝑥 + 𝑎(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑥 + 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑢𝑡𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (1)

где
(︀
𝑡− 𝑇

2

)︀
𝑘(𝑡) > 0 при 𝑡 ̸= 𝑇

2 , 𝑘
(︀
𝑇
2

)︀
= 0, а также 𝑥𝜇(𝑥) > 0 при 𝑥 ̸= 0,

𝜇(0) = 0.
Краевая задача. Ставится задача нахождения в области 𝑄 реше-

ния уравнения (1), удовлетворяющее краевому условию

𝑢 |𝜕𝑄 = 0. (2)

Данная постановка отличается от ранее рассмотренной работы [2], в
которой была исследована краевая задача:

𝐿𝑢 ≡ 𝜕

𝜕𝑥
(𝑡𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑡𝑡 + 𝑎𝑢𝑥 + 𝑏𝑢) + 𝑐𝑢𝑦 + 𝑑𝑢𝑡 + 𝑗𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡),

𝑢 |𝜕𝐷 = 0, 𝑢𝑥 |𝑥=0 = 0 (при 𝑡 > 0)

Будем считать, что коэффициенты уравнения (1) - бесконечно диф-
ференцируемые функции.

2. Решение задачи

Для решения задачи (1), (2) воспользуемся методом Галеркина, что-
бы получить априорные оценки и с помощью этих оценок доказать,
что решение данной задачи существует и единственно в пространство
𝑊 2

2 (𝑄).
Определение 1. Обозначим через 𝑊 2

2 (𝑄) пространство функций,
полученное замыканием функций из 𝐶∞(𝑄), удовлетворяющих условию
(2) по норме [1]

‖𝑢‖𝑊 2
2 (𝑄) =

∫︁
𝑄

(︀
𝑢2𝑡𝑡 + 𝑢2𝑥𝑥 + 𝑢2𝑥𝑡 + 𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑡 + 𝑢2

)︀
𝑑𝑄.
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Определение 2.Функцию 𝑢 ∈𝑊 2
2 (𝑄) будем называть слабым обоб-

щенным решением задачи (1) - (2), если для всех 𝑣 ∈ 𝐶∞0 (𝑄) выполня-
ется тождество ∫︁

𝑄

(−𝑘𝑢𝑡𝑡𝑣𝑡 − 𝑘𝑡𝑢𝑡𝑡𝑣 − 𝜇𝑢𝑥𝑥𝑣𝑥 − 𝜇𝑥𝑢𝑥𝑥𝑣+

+𝑎𝑢𝑥𝑥𝑣 + 𝑏𝑢𝑡𝑡𝑣) 𝑑𝑄 =

∫︁
𝑄

𝑓𝑣𝑑𝑄. (3)

Для поставленной задачи сформулируем следующее утверждение.
Теорема. Пусть выполнены условия

𝑎(𝑥, 𝑡)− 3

2
|𝜇𝑥| ≥ 𝛿 > 0, 𝑏(𝑥, 𝑡)− 3

2
|𝑏𝑡| ≥ 𝛿1 > 0, (4)

тогда для любой функции 𝑓(𝑥, 𝑡) такой, что 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑄), существует
единственное решение задачи (1), (2) из 𝑊 2

2 (𝑄).
Доказательство. Решение задачи (1), (2) будем искать методом Га-

леркина

𝑢𝑚(𝑥, 𝑡) =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑗𝑖(𝑡)𝜙𝑖(𝑥)

где базисные функции 𝜙𝑖(𝑥) являются решениями задачи

𝜙𝑖
′′ = −𝜆𝑖𝜙𝑖, 𝜙𝑖(−1) = 𝜙𝑖(1) = 0.

а коэффициенты 𝑗𝑖(𝑡) находятся как решения следующих краевых задач
для системы обыкновенных дифференциальных уравнений

(𝑘𝑢𝑚𝑡𝑡𝑡, 𝜙𝑖)0 + (𝜇𝑢𝑚𝑥𝑥𝑥, 𝜙𝑖)0 + (𝑎𝑢𝑚𝑥𝑥, 𝜙𝑖)0 + (𝑏𝑢𝑚𝑡𝑡, 𝜙𝑖)0 = (𝑓, 𝜙𝑖)0, (5)

𝑗𝑖(0) = 𝑗𝑖(𝑇 ) = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, (6)

где, например, (𝑓, 𝜙𝑖)0 =
1∫︀
−1
𝑓(𝑥)𝜙𝑖(𝑥)𝑑𝑥, т.е. скалярное произведение в

𝐿2(−1, 1).
Разрешимость задачи (5) - (6) при фиксированном 𝑚 вытекает из

общей теории обыкновенных дифференциальных уравнений.
В силу граничных условий (2), нетрудно видеть, что для решения

верна оценка ∫︁
𝑄

𝑢2𝑚𝑑𝑄 ≤ 𝐶
∫︁
𝑄

𝑢2𝑚𝑥𝑑𝑄. (7)
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Выведом равномерные по 𝑚 оценки для Галеркинских приближе-
ний. Для этого умножим (5) на −𝑗𝑖(𝑡) и, суммируя по 𝑖, получим

(𝑘𝑢𝑚𝑡𝑡𝑡,−𝑢𝑚)0 + (𝜇𝑢𝑚𝑥𝑥𝑥,−𝑢𝑚)0+
+(𝑎𝑢𝑚𝑥𝑥,−𝑢𝑚)0 + (𝑏𝑢𝑚𝑡𝑡,−𝑢𝑚)0 = (𝑓,−𝑢𝑚)0.

(8)

Отсюда, интегрируя по 𝑡, методом интегрирования по частям, в силу
(2), (4), после некоторых преобразований приходим к неравенству∫︁

𝑄

(𝑢2𝑚𝑡 + 𝑢2𝑚𝑥 + 𝑢2𝑚)𝑑𝑄 ≤ 𝐶. (9)

Далее, рассмотрим следующее равенство

(𝑢𝑚𝑡𝑡𝑡, 𝑢𝑚𝑥𝑥)0 + (𝜇𝑢𝑚𝑥𝑥𝑥, 𝑢𝑚𝑥𝑥)0+

+(𝑎𝑢𝑚𝑥𝑥, 𝑢𝑚𝑥𝑥)0 + (𝑏𝑢𝑚𝑡𝑡, 𝑢𝑚𝑥𝑥)0 = (𝑓, 𝑢𝑚𝑥𝑥)0. (10)

Из тождества (10), в силу (2), (4) и оценки (9), интегрируя по 𝑡, и
интегрированием по частям, после несложных преобразований вытекает
следующая оценка ∫︁

𝑄

(︀
𝑢2𝑚𝑥𝑥 + 𝑢2𝑚𝑥𝑡

)︀
𝑑𝑄 ≤ 𝐶. (11)

Теперь, рассмотрим следующее равенство

(𝑢𝑚𝑡𝑡𝑡, 𝑢𝑚𝑡𝑡)0 + (𝜇𝑢𝑚𝑥𝑥𝑥, 𝑢𝑚𝑡𝑡)0+

+(𝑎𝑢𝑚𝑥𝑥, 𝑢𝑚𝑡𝑡)0 + (𝑏𝑢𝑚𝑡𝑡, 𝑢𝑚𝑡𝑡)0 = (𝑓, 𝑢𝑚𝑡𝑡)0. (12)

Из тождества (12), в силу (2), (4) и оценок (9), (11), интегрируя по 𝑡, и
интегрированием по частям, после несложных преобразований вытекает
следующая оценка ∫︁

𝑄

(𝑢2𝑚𝑡𝑡 + 𝑢2𝑚𝑥𝑡)𝑑𝑄 ≤ 𝐶. (13)

Из оценок (9), (11), (13) следует ограниченность последовательно-
сти приближенных решений {𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)} в пространстве 𝑊 2

2 (𝑄), можно
выбрать подпоследовательность {𝑢𝑚𝑘

(𝑥, 𝑡)} и перейти к пределу при
𝑚𝑘 → ∞ в системе (5). Нетрудно проверить, что предельная функция
принадлежит пространству 𝑊 2

2 (𝑄) и удовлетворяет тождеству (3). По-
скольку система {𝜙𝑖(𝑥)} плотна в 𝐿2(−1, 1).

Теперь докажем, что решение задачи (1), (2) единственно.
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Если 𝑢, 𝑣−два решения задачи (1), (2), то 𝑤 = 𝑢 − 𝑣 удовлетворяет
уравнению

𝑘𝑤𝑡𝑡𝑡 + 𝜇(𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑥 + 𝑎(𝑥, 𝑡)𝑤𝑥𝑥 + 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑤𝑡𝑡 = 0.

Рассмотрим интеграл∫︁
𝑄

(𝑘𝑤𝑡𝑡𝑡 + 𝜇(𝑥)𝑤𝑥𝑥𝑥 + 𝑎(𝑥, 𝑡)𝑤𝑥𝑥 + 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑤𝑡𝑡)𝑤𝑑𝑄 = 0

и интегрируя по частям, в силу (2) получим∫︁
𝑄

(𝑤2
𝑡 + 𝑤2

𝑥 + 𝑤2)𝑑𝑄 ≤ 0.

Откуда следует, что 𝑤 = 0 в 𝑄.
Теорема доказана.

3. Заключение

Данная статья посвящена исследованию разрешимости краевой за-
дачи для уравнения третьего порядка смешанно-составного типа в че-
тырехугольной области. В работе доказаны новые теоремы существова-
ния и единственности решения краевой задачи (1), (2) в пространстве
𝑊 2

2 (𝑄),, что позволяет расширить круг решаемых задач теории неклас-
сических уравнений математической физики.
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ITÔ BRIDGE ANT COLONY OPTIMIZATION
(IB-ACO) - A NEW BRIDGE FROM

MATHEMATICS TO COMPUTER SCIENCE

A. Taranto

Australian National University, Canberra, Australia

We adapt a Brownian bridge concept into a 2-Dimensional Itô
bridge stochastic differential equation (SDE) process, which when
adapted to ant colony optimization (ACO) of computer science, al-
lows one to obtain a superior search space capability to traverse loss
landscape surfaces (LLS). We call this Itô Bridge ACO (IB-ACO),
and is scalable into nonconvex, nonsmooth, dynamically changing,
high-dimensional surfaces and has shown to have promising results,
moreso than some stochastic gradient descent (SGD) in such com-
plex LLS. Keywords: Itô bridge, ant colony optimization, loss
landscape surfaces.

1. Introduction

Moving away from the exact solutions of convex optimization, and exact
solutions of tractible nonconvex problems, of mathematics, to the meta
heuristic world of artificial intelligence (AI), machine learning (ML) and
deep learning (DL), we face the seemingly insurmountable task of enumarat-
ing the gradient at each point of a high-dimensional loss landscape surface
(LLS) [1], [2], [3]. This problem has been tackled to date via stochas-
tic gradient descent algorithms (SGD) algorithms such as AdaGrad and
RMSprop [5]. More recently, via more advanced SGD approaches such as
Riemannian SGD (RSGD). But how can a SGD algorithm find the global
minimum (if it exists), or nearest local minimum, of a LLS if it is noncon-
vex? How can it enumerate a sufficient numer of points to then derive a
reasonably approximate solution? In fact, determining the convexity of an
arbitrary polynomial function is an NP-hard problem [4].
One approach is to leverage the parallel hive mind advantages of swarm
intelligence algorithms such as ant colony optimization (ACO), and particle
swarm optimization (PSO), artificial bee colony (ABC). In this paper, we
adopt an Itô bridge stochastic differential equation (SDE) approach [8] to
form a novel SGD algorithm.

Supported by an Australian RTS Scholarship, and an Australian Defence Innovation
Network (DIN) Scholarship
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2. Methodology

For a point 𝑥 ∈ R2, let P𝑥 denote the law of 𝑋 given initial datum 𝑋0 = 𝑥,
and let E𝑥 denote expectation with respect to P𝑥. Let 𝑋1, 𝑋2 : [0,∞)×Ω→
R2 defined on a probability space (Ω,ℱ , {ℱ}𝑡≥0,P) be two 1-Dimensional
Itô diffusions satisfying the conditions given in the definition of the 1-
Dimensional Itô process.

𝑑𝑋1(𝑡) = 𝑓1(𝑋𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑔1,1(𝑋𝑡, 𝑡) 𝑑𝑊1(𝑡) + 𝑔1,2(𝑋𝑡, 𝑡) 𝑑𝑊2(𝑡)
𝑑𝑋2(𝑡) = 𝑓2(𝑋𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑔2,1(𝑋𝑡, 𝑡) 𝑑𝑊1(𝑡) + 𝑔2,2(𝑋𝑡, 𝑡) 𝑑𝑊2(𝑡)

(1)

The 2-Dimensional Itô bridge �̂� = {�̂�1(𝑡), �̂�2(𝑡)} is an SDE of the form,

�̂�1(𝑡) = 𝑋1(𝑡)−
𝑡

𝑇
𝑋1(𝑇 ), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

�̂�2(𝑡) = 𝑋2(𝑡)−
𝑡

𝑇
𝑋2(𝑇 ), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

(2)

where by substituting (1) into (2) gives,

�̂�1(𝑡) = 𝑓1(𝑋𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑔1,1(𝑋𝑡, 𝑡) 𝑑𝑊1(𝑡) + 𝑔1,2(𝑋𝑡, 𝑡) 𝑑𝑊2(𝑡)

− 𝑡

𝑇

(︁
𝑓1(𝑋𝑇 , 𝑇 ) 𝑑𝑡+ 𝑔1,1(𝑋𝑇 , 𝑇 ) 𝑑𝑊1(𝑇 ) + 𝑔1,2(𝑋𝑇 , 𝑇 ) 𝑑𝑊2(𝑇 )

)︁
, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

�̂�2(𝑡) = 𝑓2(𝑋𝑡, 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑔2,1(𝑋𝑡, 𝑡) 𝑑𝑊1(𝑡) + 𝑔2,2(𝑋𝑡, 𝑡) 𝑑𝑊2(𝑡)

− 𝑡

𝑇

(︁
𝑓2(𝑋𝑇 , 𝑇 ) 𝑑𝑡+ 𝑔2,1(𝑋𝑇 , 𝑇 ) 𝑑𝑊1(𝑇 ) + 𝑔2,2(𝑋𝑇 , 𝑇 ) 𝑑𝑊2(𝑇 )

)︁
, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

(3)

This methodology was implemented within Python 3 environment, whose
pseudocode is found below.

3. Implementation

To achieve a baseline comparison for IB-ACO, the original continuous ACO
(CACO) algorithm [6] was implemented as part of our simulations, where
CACO’s pseudocode is outlined in Algorithm 1.

Algorithm 1. CACO Algorithm [6] [7]
INPUT: Number of ants
𝑡← 0
Initialize 𝐴(𝑡)
Evaluate 𝐴(𝑡)
while ( not Termination Condition ) do

𝑡 = 𝑡 + 1
Add Trail 𝐴(𝑡)
Send Ants 𝐴(𝑡)
Evaluate 𝐴(𝑡)
Evaporate 𝐴(𝑡)

OUTPUT: Metaheuristic sub-optimal path to food sources



496 A. Taranto

To highlight the corresponding differences and benefits of the IB-ACO over
CACO, the IB-ACO pseudocode is outlined in Algorithm 2.

Algorithm 2. Itô Bridge - ACO (IB-ACO) Algorithm
INPUT: Set Algorithm Parameters()
𝑖, 𝑗, 𝑘 ← 0
for (i = 1 to Total Ants In Colony) do

Ant 𝑠0 ← Create sub colony and release agent
for (j = 1 to Total Path Steps) do

Calculate Next Step(𝜇, 𝜎)
if (Path Crossed A New Food Source) then

Add New Food Source to Found Food Table()

if (Food Still Exists In Found Food Table) then
Send Ant Directly To Known Food Source()
Consume One Unit Of Food()
Send Ant Directly To Nest()
𝑘 = 𝑖 + 1

𝑗 = 𝑘 + 1

𝑖 = 𝑗 + 1
Update Pheromone On Arc()

OUTPUT: 𝑆𝑜𝑝𝑡 “candidate” to be best found solution 𝑥 ∈ 𝐼

4. Results

Algorithm 2 was simulated to demonstrate how the search space was sur-
veyed for given amounts of food at certain distances from the nest/origin,
as shown in Figure 1.
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(a). 1,000 ants, 𝜎 = 0.05 (b). 1,000 ants, 𝜎 = 0.1 (c). 1,000 ants, 𝜎 = 0.25

(d). 1,000 ants, 𝜎 = 0.5 (e). 1,000 ants, 𝜎 = 0.75 (f). 1,000 ants, 𝜎 = 1

Figure 1. Simulating IB-ACO for Search Space Coverage
The food is randomly assigned in all scenarios with Min = 20 and
Max = 30. For clarity, the ants have been made transparent, to allow
one to see the food and the pheromones and paths.
IB-ACO: Rather than increasing the number of ants to reach the
food, IB-ACO requires the variance 𝜎 be increased. At first, the
paths remain in the first quadrant due to low variance, but as this is
increased, the coverage or reach is increased, later extending beyond
the location of the food.

Figure 1 shows that unlike CACO, IB-ACO can keep extending beyong the
food sources without necessarily having to increase the number of ants, only
the variance parameter 𝜎 is required to be regulated. Initially, with small
𝜎, all 1,000 IB-ACO paths are constrained within the first quadrant, show-
ing that the random component does not significantly impact the bridge
mechanism of IB-ACO. As variance is successively increased, the ant paths
extend further and further from the nest, but are ultimately constrained
back to the nest due to the dominant impact of the bridge.
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Figure 2. Loss Rate Comparison of CACO
The loss rate for the various CACO algorithm variations (CACO1, ...,
CACO5) shows that the further the food is, the longer it takes to fully
consume it. CACO6, ..., CACO8 were not plotted since they didn’t
have valid results for all ant and distance value combinations. It also
shows that the less ants there are, then the longer it takes to fully
consume the food. The lines closest to the left involve a solid circle
for 10, 000 ants, a hollow circle for 1, 000 ants, and finally no circle for
100 ants.

Figure 2 shows that the less ants there are, then the longer it takes to fully
consume the food. It also shows that there is an initial plateau before the
ants accumulate sufficient pheromone deposits to promote efficient trail.

5. Conclusion

This paper has found a novel way to apply SDEs to obtain a scalable way
to survey or traverse the immense LLS arising from AI, ML and DL. Rather
than finding exact solutions to curated convex surfaces found in mathemat-
ics, we have enhanced traditional (continuous) ACO algorithms by intro-
ducing an Itô bridge system of SDEs to be able to extend the ant agents
search space reach. This has all been achieved without having to increase
the number of ants, which is a major limitation of ACO algorithms. Our
approach to ACO, i.e. Itô bridge ACO (IB-ACO), not only exploits this
system of SDEs, but also includes a number of sophisticated memory ad-
dress lookups to ensure that the nest or hub can keep track of where all the
food is. Ultimately, the global minimum or nearest local minimum can be
equated to a food source. This means that IB-ACO can be used as a novel
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algorithm to for numerous constraint-based optimization problems found in
large scale, nonconvex and dynamically changing ML applications and LLS.
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A pipeline model of the process of executing a heterogeneous flow
of commands by a homogeneous processor is considered. The func-
tional dependence of the optimal pipeline length on the execution
time of individual application commands, the size of the applica-
tion, the overhead of writing and reading intermediate results at
each stage of the pipeline and the heterogeneous probabilities of re-
booting the pipeline in case of branch prediction failures in various
sections of the program code is obtained analytically. The analy-
sis of application execution time by the processor pipeline optimal
in length is carried out. Conditions have been found under which
pipelining provides acceleration of calculations. The continuity of
the conducted research to the known results is shown. Keywords:
processor pipeline, pipeline length, optimization, heterogeneous com-
mand flow, application execution time, application size, probability
of pipeline restart.

Introduction

The most important parameter of the processor of a computer system,
which determines its performance, is the number of phases of the proces-
sor pipeline. The classic processor pipeline [1] has five phases – reading
the command, decoding the command, reading the operands, executing the
command and writing the result. To increase performance, each of the
classic stages is divided into separate phases, which makes it possible to
increase the operating frequency of the processor and, as a result, perfor-
mance. As a rule, the phases of reading commands and operands, as well as
the phase of writing results, are accelerated due to the advanced command
sampling, the organization of multi-level associative caching of addressable
objects with a high non-blocking coefficient of hierarchical memory, which
ensures the execution of a large number of non-blocking access transac-
tions to a multi-level memory subsystem, and the possibility of write-back
[2, 3]. The speed of the instruction decoding phase they are usually ac-
celerated by organizing parallel operation of several pipelined decrypting
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devices of varying complexity. The high speed of the instruction execution
phase when processing preconditions are met (availability of operands and
necessary actuators, absence of true interdependencies) is achieved using
disordered and speculative instruction execution, several independent ac-
tuators of various subsets of the processor instruction system, decomposed
in turn into several independent stages [1, 3]. Also, the acceleration of
these phases is achieved by increasing the volume of register memory to
overcome the problems of ”false”interdependencies using the architectural
technique ”register renaming which provides mapping of a limited number
of general-purpose architectural registers to a significantly larger number of
physical registers [1, 3]. In addition, acceleration of the execution stage with
”true”interdependencies of sequential application commands is achieved us-
ing the architectural technique of ”data traversal and promotion which re-
duces the overhead of writing the results of the previous command and
reading operands for the next [1, 3]. In well-known works, results have been
obtained only for a homogeneous flow of processed application commands
and an equally probable restart of the pipeline if all conditional program
transitions of the application are incorrectly predicted. In addition, these
publications do not contain a study of the effect of optimizing the opera-
tional characteristics of the conveyor processing process. In this paper, the
optimization of the processor pipeline and the analysis of its performance
indicators are performed in conditions of heterogeneous duration of execu-
tion of individual application commands and heterogeneous overhead costs
associated with the execution of various commands on the pipeline, as well
as heterogeneous probabilities of rebooting the pipeline in case of branch
prediction failures in various sections of applications.

1. The processor model

A central processor with dynamic command execution [1] is modeled
as a homogeneous pipeline with a number of stages 𝐷 ≥ 1, processing
a heterogeneous stream of application commands with the same speed at
different stages of the pipeline. The heterogeneity of the command flow
implies a different complexity of individual application commands. We as-
sume that the processor is running an application consisting of 𝑁 ≥ 1
commands. We believe that the execution time of each application com-
mand is different and, when executed as a single stage, is 𝑇𝑛, 𝑛 = 1, 𝑁 .
Usually, the pipeline stages are implemented as independent actuators [1,
3]. Because of this, when executing a command at certain stages, in-
termediate results are stored in the service buffer fields of the pipeline
control structure, and before processing at the next stage, they are read
from the control buffer. We assume that the sum of the times of read-
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ing and writing the intermediate results of each stage of the pipeline is
determined by the type of command, is proportional to the duration of
its execution and is (𝑁 − 1)𝑝, reboot time – (𝐷 − 1)(𝑁 − 1)𝑝

(︀
𝑇
𝐷 + 𝑡

)︀
,

and the average application execution time is determined by the ratio [4]
𝑇 (𝐷,𝑁) = {(𝐷 +𝑁 − 1) + (𝐷 − 1)(𝑁 − 1)𝑝}

(︀
𝑇
𝐷 + 𝑡

)︀
. In the case of a het-

erogeneous command flow, the distribution of the number of reboots also
follows a binomial distribution, and the time of a separate reboot of the
pipeline is determined by the delay in performing 𝐷-1 stages of processing
that command, after which, due to an incorrect branch prediction, a reboot
was required. The average execution time of an application that is het-
erogeneous in terms of the composition of commands by a processor with
dynamic execution will take the form [5]

𝑇 (𝐷,𝑁) = (𝐷 − 1)

(︃
𝑇𝑚
𝐷

+ 𝑡𝑚 +

𝑁∑︁
𝑛=2

𝑝𝑛

(︂
𝑇𝑛
𝐷

+ 𝑡𝑛

)︂)︃
+

𝑁∑︁
𝑛=1

(︂
𝑇𝑛
𝐷

+ 𝑡𝑛

)︂
,

𝑇𝑚 = max
𝑛=1,𝑁

𝑇𝑛, 𝑡𝑚 = max
𝑛=1,𝑁

𝑡𝑛.

2. Optimization of the length of the processor pipeline

Let’s determine the time gain from the pipelined execution of the appli-
cation compared to its execution by a single-stage device:

∆(𝐷,𝑁) = 𝑇 (1, 𝑁)− 𝑇 (𝐷,𝑁) =

= 𝐷−1
𝐷

[︃
𝑁∑︀

𝑛=1,�̸�=𝑚

𝑇𝑛 −𝐷𝑡𝑚 −
𝑁∑︀

𝑛=2
𝑝𝑛
(︀
𝑇𝑛 +𝐷𝑡𝑛

)︀]︃ .

From here, it is easy to see that the gain is positive under interval constraints
on the length of the pipeline

1 < 𝐷 <

⎛⎝ 𝑁∑︁
𝑛=1,�̸�=𝑚

𝑇𝑛 −
𝑁∑︁

𝑛=2

𝑝𝑛𝑇𝑛

⎞⎠⧸︃(︃
𝑡𝑚 +

𝑁∑︁
𝑛=2

𝑝𝑛𝑡𝑛

)︃
.

In addition, the functional dependence of the gain on 𝐷 has an asymp-

tote ∆𝐴(𝐷,𝑁) = −(𝐷 − 1)

(︂
𝑡𝑚 +

𝑁∑︀
𝑛=2

𝑝𝑛𝑡𝑛

)︂
+

𝑁∑︀
𝑛=1,�̸�=𝑚

𝑇𝑛 −
𝑁∑︀

𝑛=2
𝑝𝑛𝑇𝑛

and when interval conditions are met, positivity is a unimodal func-
tion of the length of the conveyor. For a uniform flow of commands
(𝑇𝑛 = 𝑇, 𝑡𝑛 = 𝑡, 𝑛 = 1, 𝑁) and an equally likely reboot of the pipeline
after each command (𝑝𝑛 = 𝑝, 𝑛 = 1, 𝑁) the winnings are converted to
∆(𝐷,𝑁) = 𝐷−1

𝐷 [𝑇 (𝑁 − 1)(1− 𝑝)−𝐷𝑡 (1 + 𝑝(𝑁 − 1))], and the condition
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of the positivity of the win takes the form 1 < 𝐷 < 𝑇 (𝑁−1)(1−𝑝)
𝑡(1+𝑝(𝑁−1)) . The

gain has a linear dependence on the size of the application with a slope an-
gle coefficient equal to 𝐷−1

𝐷 [𝑇 (1− 𝑝)−𝐷𝑡𝑝]. A non-zero gain is achieved

for applications of the size 𝑁 > 1 + 𝐷𝑡
𝑇 (1−𝑝)−𝐷𝑡𝑝 . The same gain for

pipelines with different lengths equal to 𝐷 > 1 and 𝐷 + 𝑑, 𝑑 ≥ 1 it is

achieved when 𝑁 = 1 + 𝑡(𝐷+𝑑)
𝑇 (1−𝑝)−𝑡(𝐷+𝑑)𝑝 . By 𝐷 = 𝑇 (1− 𝑝)/𝑡𝑝 the gain

is invariant to the size of the application 𝑁 and is determined by the ra-
tio ∆(𝐷,𝑁) = 𝑡 − 𝑇 (1− 𝑝)/𝑝. The range of values of the dependence
of the gain on the probability of rebooting the pipeline 𝑝 varies from
∆(𝐷,𝑁) = 𝐷−1

𝐷 [𝑇 (𝑁 − 1)−𝐷𝑡] at 𝑝 = 0 to ∆(𝐷,𝑁) = −𝑡(𝐷 − 1)𝑁
at 𝑝 = 1. A positive gain is achieved for the probability of a reboot

𝑝 < 𝑇 (𝑁−1)−𝐷𝑡
(𝑁−1)(𝑇+𝐷𝑡) . With an unlimited increase in the size of the applica-

tion, this inequality takes the form 𝑝 < 𝑇
𝑇+𝐷𝑡 . From the ratio for the

win, we find the optimal length of the conveyor that maximizes the win

𝐷𝑜 =

⎯⎸⎸⎷(︃ 𝑁∑︀
𝑛=1,�̸�=𝑚

𝑇𝑛 −
𝑁∑︀

𝑛=2
𝑝𝑛𝑇𝑛

)︃⧸︃(︂
𝑡𝑚 +

𝑁∑︀
𝑛=2

𝑝𝑛𝑡𝑛

)︂
. A uniform flow of

commands and an equally likely pipeline restart at any point in the applica-

tion leads to a ratio for the optimal length of the view 𝐷𝑜 =
√︁

𝑇 (𝑁−1)(1−𝑝)
𝑡(1+𝑝(𝑁−1)) .

From here, it is easy to see that with an unlimited application size (𝑁 →∞),
the optimal length of the pipeline processing a homogeneous stream of com-

mands takes the well-known form 𝐷𝑜 =
√︁

𝑇 (1−𝑝)
𝑡𝑝 .

The optimal gain is twice the difference between the arithmetic mean
and geometric mean of the cumulative application execution time without

the most time-consuming command
𝑁∑︀

𝑛=1,�̸�=𝑚

𝑇𝑛 −
𝑁∑︀

𝑛=2
𝑝𝑛𝑇𝑛 and overhead

𝑡𝑚 +
𝑁∑︀

𝑛=2
𝑝𝑛𝑡𝑛:

∆(𝐷𝑜, 𝑁) = 2

⎡⎢⎣
𝑁∑︀

𝑛=1,𝑛 ̸=𝑚

𝑇𝑛−
𝑁∑︀

𝑛=2
𝑝𝑛

¯
𝑇𝑛+𝑡𝑚+

𝑁∑︀
𝑛=2

𝑝𝑛𝑡𝑛

2 −

−

⎯⎸⎸⎷(︃ 𝑁∑︀
𝑛=1,�̸�=𝑚

𝑇𝑛 −
𝑁∑︀

𝑛=2
𝑝𝑛𝑇𝑛

)︃(︂
𝑡𝑚 +

𝑁∑︀
𝑛=2

𝑝𝑛𝑡𝑛

)︂⎤⎦
.

From this it can be seen that the zero value of the optimal gain
is achieved when the terms of the arithmetic mean and geomet-
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ric mean are equal
𝑁∑︀

𝑛=1,�̸�=𝑚

𝑇𝑛 −
𝑁∑︀

𝑛=2
𝑝𝑛𝑇𝑛 = 𝑡𝑚 +

𝑁∑︀
𝑛=2

𝑝𝑛𝑡𝑛. For

a homogeneous flow of commands and an equally probable restart
of the processor pipeline, the optimal gain will be ∆(𝐷𝑜, 𝑁) =

2
[︁
𝑇 (𝑁−1)(1−𝑝)+𝑡(1+𝑝(𝑁−1))

2 −
√︀
𝑇 (𝑁 − 1)(1− 𝑝)𝑡 (1 + 𝑝(𝑁 − 1))

]︁
.

Zero gain is achieved with equality 𝑇 (𝑁 − 1)(1− 𝑝) = 𝑡 (1 + 𝑝(𝑁 − 1)).
Then the size of the application must exceed the minimum value 𝑁min =
1 + 𝑡

𝑇 (1−𝑝)−𝑡𝑝 , that ensures ∆(𝐷𝑜, 𝑁) = 0. In addition, the probability of

a reboot must satisfy the constraint 𝑝 < 𝑇 (𝑁−1)−𝑡
(𝑁−1)(𝑇+𝑡) . The dependence of

the optimal areas of the pipeline length on the size of the application has
the form of a saturation curve. The optimal number of processor pipeline
phases is largely determined by the probability of a reboot.
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This article presents a novel method for generating random num-
bers tailored specifically for IoT (Internet of Things) devices. It
integrates entropy from both hardware-based sources, such as ring
oscillators, and software algorithms, including cryptographic hash
functions, to enhance randomness and security. The Hybrid Cryp-
tographic Key Generator (HCKG) algorithm is introduced, which
comprises three phases: Initialization, Generation, and Reseeding.
The effectiveness of the proposed method is evaluated through NIST
SP 800-22 and Dieharder statistical tests, showing that the gener-
ated random numbers possess high randomness quality. This study
underscores the importance of robust random number generation for
securing IoT devices, addressing unique challenges in their resource-
limited settings. Keywords: IoT Security, Random Number Gen-
eration, Entropy Sources, Statistical Tests.

Introduction

The proliferation of Internet of Things (IoT) devices has brought forth
new challenges in ensuring secure communications and data integrity. One
critical aspect of IoT security is the generation of high-quality random num-
bers, which are fundamental for encryption, authentication, and other cryp-
tographic processes. Traditional methods of random number generation
(RNG) often rely on hardware or software techniques that may not be suit-
able for the constrained environments of IoT devices. This article explores
a novel method for generating random numbers specifically tailored for IoT
devices, examining both its implementation and the quality of the generated
numbers. The study of random number generation (RNG) and its applica-
tion in ensuring the security of IoT (Internet of Things) devices has gained
significant attention in recent years. The increasing deployment of IoT de-
vices in various sectors, such as healthcare, smart homes, industrial automa-
tion, and transportation, has highlighted the critical need for robust security
mechanisms. The generation of high-quality random numbers is fundamen-
tal to these security mechanisms, as they underpin cryptographic processes,
secure communications, and authentication protocols. Li et al. [1] proposed
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a hybrid chaotic map and genetic algorithm-based pseudorandom number
generator specifically designed for IoT security, highlighting the importance
of integrating different methodologies to enhance randomness. Mukherjee
et al. [2] developed a lightweight encryption scheme for IoT devices using
RNG, addressing the need for efficient and secure random number genera-
tion in resource-constrained environments. Zhou, Wang, and Yu [3] explored
the use of blockchain technology to create an efficient and secure random
number generator for IoT devices, demonstrating innovative approaches to
enhancing security. In [4], a detailed classification of the applications of
random number generators in IoT is provided.

1. Hardware and Software Environment

IoT devices are characterized by limited computational power, memory,
and energy resources. The proposed method leverages a hybrid approach
combining hardware-based noise sources with software algorithms to en-
hance entropy [5]. The hardware component includes a ring oscillator, a
widely used source of entropy in constrained environments due to its sim-
plicity and low power consumption. The software component involves a
post-processing algorithm based on cryptographic hash functions to ensure
uniformity and unpredictability of the generated numbers.

2. Post-Processing Algorithm

The raw entropy collected from the ring oscillator is subjected to a post-
processing algorithm to remove any bias and ensure high-quality random-
ness. We employ the O‘zDSt 1106:2009 cryptographic hash function for
this purpose [6]. By feeding the raw entropy into the hash function, we
produce a uniformly distributed output that meets the requirements for
cryptographic applications [7], [8], [9]. The hash function’s output serves as
the final random number.

3. The Hybrid Cryptographic Key Generator (HCKG)
algorithm for IoT Devices

The Hybrid Cryptographic Key Generator (HCKG) algorithm is de-
signed to generate high-quality random numbers for securing IoT devices.
This algorithm combines entropy from both True Random Number Gen-
erators (TRNGs) and system events to ensure the randomness and unpre-
dictability of the generated keys [10]. The HCKG algorithm comprises three
main phases: Initialization, Generation, and Reseeding. Below is a detailed
representation of the algorithm.

1) Initialization Phase
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1. Gather Entropy:
— Collect entropy from TRNG, which may include sources such

as thermal noise, quantum phenomena, or other physical processes.
— Collect entropy from system events, such as keyboard inputs,

mouse movements, disk I/O timings, network activity, and environ-
mental sensor data.
2. Set Nonce:

— Generate a unique nonce value to ensure that each initializa-
tion is unique.
3. Set Personalization String:

— Optionally, set a personalization string provided by the user
to customize the seed material.
4. Create Seed Material:

— Combine the collected entropy, nonce, and personalization
string to form the seed material.

— seed material = entropy input||nonce||personalization string
5. Compute Initial V:

— Compute the initial value 𝑉 by hashing the seed material.
— 𝑉 = Hash(seed material)

6. Compute Initial C:
— Compute the initial value 𝐶 by hashing the concatenation of

𝑉 and the nonce.
— 𝐶 = Hash(𝑉 ||nonce)

7. Set Reseed Counter:
— Initialize the reseed counter to 1.
— reseed counter = 1

2) Generation Phase

1. Check Reseed Condition:
— Before generating random bits, check if the reseed counter

exceeds a predefined reseed interval.
— If the reseed counter is greater than the reseed interval, per-

form the Reseeding phase.
2. Generate Random Bits:

— Initialize an empty output string to store the random bits.
— For 𝑛 iterations (where 𝑛 is the number of random bits

needed):
— Update 𝑉 by hashing the concatenation of 𝑉 and 𝐶.
— Append the new 𝑉 value to the output string.
— 𝑉 = Hash(𝑉 ||𝐶)

— Increment the reseed counter by 1.
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— reseed counter+ = 1
3. Return Output:

— Return the first 𝑛 bits of the output string as the generated
random bits.

3) Reseeding Phase

1. Gather New Entropy:
— Collect new entropy from TRNG and system events to refresh

the seed material.
2. Set Additional Input:

— Optionally, set additional input provided by the user to fur-
ther enhance the seed material.
3. Create New Seed Material:

— Combine the new entropy and additional input to form the
new seed material.

— seed material = new entropy input||additional input
4. Update V:

— Update the value of 𝑉 by hashing the concatenation of the
old 𝑉 value and the new seed material.

— 𝑉 = Hash(𝑉 ||seed material)
5. Update C:

— Update the value of 𝐶 by hashing the concatenation of the
updated 𝑉 value and the new entropy input.

— 𝐶 = Hash(𝑉 ||new entropy input)
6. Reset Reseed Counter:

— Reset the reseed counter to 1.
— reseed counter = 1

The HCKG algorithm ensures high-quality random number generation
by integrating entropy from both TRNGs and system events, making it
suitable for securing IoT devices. The Initialization phase sets up the ini-
tial state, the Generation phase produces random bits, and the Reseeding
phase refreshes the entropy to maintain security. By following these steps,
the HCKG algorithm provides a robust and reliable solution for generating
cryptographic keys and random numbers.

4. Entropy Assessment

To evaluate the quality of the generated random numbers, we conducted
a series of tests based on the NIST Statistical Test Suite [11] and the Diehard
Tests [12]. These tests assess various aspects of randomness, including fre-
quency, serial correlation, and uniform distribution. Our results demon-
strate that the proposed method produces numbers that pass all the tests
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with high confidence levels, indicating strong randomness. Given the con-
strained nature of IoT devices, it is crucial to assess the computational over-
head of the proposed method. The performance metrics, including power
consumption, processing time, and memory usage, were recorded. The re-
sults show that the method is efficient and suitable for real-time applications
in IoT environments. Using the algorithm HCKG (Hybrid Cryptographic
Key Generator), 1000 random numbers were created and statistical tests
were carried out to assess their degree of randomness. In this, random num-
bers were generated in Python, and then NIST SP 800-22 and Dieharder
tests were used to assess the degree of randomness. These tests provide pow-
erful statistical methods for estimating random number randomness levels.
Through these processes, it is possible to verify the quality and safety of the
random numbers generated. Traditional RNG methods on IoT devices often
rely solely on software techniques, which can suffer from predictability and
lack of entropy in constrained environments. Our hybrid approach combines
the strengths of hardware and software methods, resulting in superior en-
tropy and randomness. Compared to purely hardware-based methods, our
approach provides an additional layer of security through cryptographic
post-processing. The ability to generate high-quality random numbers is
fundamental for various security protocols in IoT networks. Our method
enhances the overall security posture of IoT devices by providing reliable
randomness for key generation, encryption, and authentication processes.
This contributes to the robustness and resilience of IoT systems against
cyber threats.

Conclusion

In conclusion, we have presented a novel method for generating ran-
dom numbers on IoT devices that combines hardware-based entropy with
cryptographic post-processing. Our approach addresses the unique chal-
lenges posed by the constrained environments of IoT devices, providing high-
quality randomness essential for secure communications and data integrity.
NIST SP 800-22 and Dieharder test results show that random numbers gen-
erated by the HCKG algorithm provide a high degree of randomness. The
results in both test sets show good randomness in most cases, taking val-
ues between 0 and 1. These results show that the random bits generated
by the random number generator HCKG are safe and random enough for
cryptographic purposes.
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The robustness of a watermarking algorithm reflects its resilience
against various signal processing operations. This paper consid-
ers a methodology for testing watermark robustness by estimating
watermark detection rates before and after signal processing and
evaluating the distortions introduced by these manipulations. The
methodology is applied to assess the robustness of E BLIND/D LC
watermarking algorithm. Robustness evaluations are conducted for
a range of image filters used in the testing process.
Keywords: watermark, robustness, perceptual distortion measure.

Introduction

Digital watermarking is one of the tools used for protecting multimedia
data against piracy. Digital watermarks can embed information about the
authorship of transmitted data. In the case of a content leak, they can
be used to prove authorship and restrict the distribution of pirated copies.
When each recipient can be identified and it is possible to transmit multi-
media data to each recipient individually, the watermarks can be used to
find which of recipients illegally redistribute received data [1].

The intruder can attempt to remove or modify embedded watermarks.
Watermark robustness [2] refers to the resilience of the watermark against
various signal processing operations that can be applied to the watermarked
multimedia content. These operations include signal transformations such
as image filtering, cropping, recompression into different formats, etc. The
study evaluates the robustness of the E BLIND/D LC [3] watermarking
algorithm against the range of signal transformations.

1. E BLIND/D LC watermarking algorithm

E BLIND/D LC algorithm is designed for embedding a 1-bit message
𝑚 into the original image 𝐶𝑜. An image is a two-dimensional array of
pixels, each pixel defined by color values. The result of algorithm is the
watermarked image 𝐶𝑤. The reference pattern 𝑊𝑟 with the same size as
the original image 𝐶𝑜 is used for embedding. 𝑊𝑚 is selected based on 𝑊𝑟

according to the embedding bit 𝑚. 𝛼 value is used to scale the reference
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pattern for enabling the tradeoff between imperceptibility and robustness.
The resulting watermarked image 𝐶𝑤 is calculated by applying the scaled
watermarking pattern 𝑊𝑎 to the original image 𝐶𝑜.

𝑊𝑚 =

{︃
𝑊𝑟, if 𝑚=1

−𝑊𝑟, if 𝑚=0
(1)

𝑊𝑎 = 𝛼 *𝑊𝑚 (2)

𝐶𝑤 = 𝐶𝑜 +𝑊𝑎 (3)

Scaling 𝑊𝑚 by 𝛼 in (2) involves multiplying values of every pixel in
image 𝑊𝑚 to 𝛼. Applying the scaled watermarking pattern 𝑊𝑎 to original
image 𝐶𝑜 in (3) implies pixel by pixel adding.

For detection the watermark in the image C the linear correlation be-
tween 𝐶 and reference pattern 𝑊𝑟 is used:

𝑧(𝐶,𝑊𝑟) = 1/𝑁 * 𝐶 *𝑊𝑟 = 1/𝑁 *
∑︁
𝑥,𝑦

𝐶[𝑥, 𝑦] *𝑊𝑟[𝑥, 𝑦] (4)

In the equation (4) N is the number of pixels in image, 𝐶[𝑥, 𝑦] and
𝑊𝑟[𝑥, 𝑦] are the pixel values at the location x,y in the image 𝐶 and reference
pattern 𝑊𝑟.

To determine the watermark is present in the image 𝐶 the following
equation with selected threshold value 𝜃 is used:

𝑚 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, if 𝑧(𝐶,𝑊𝑟) > 𝜃

0, if 𝑧(𝐶,𝑊𝑟) < −𝜃
no-watermark, if − 𝜃 ≤ 𝑧(𝐶,𝑊𝑟) ≤ 𝜃

2. Robustness testing methodology

For robustness testing E BLIND/D LC algorithm has been implemented
in C++. The source code of the implementation is available at [4]. The
image dataset Flickr8k [5] is used for evaluating. The detection threshold 𝜃
is fixed at 𝜃 = 0.01 in E BLIND/D LC algorithm implementation. There are
no false positive detections in the Flickr8K database for every 𝛼 >= 0.005
with this detection threshold.

Robustness testing methodology is the following:

1) Random reference pattern is generated and embedded using range of 𝛼
values into each image in the Flickr8K database.

2) The probability of detection at a given 𝛼 value is determined by the
number of successful detections in images with embedded watermarks.
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3) Images with embedded watermarks are processed using an image filters.
4) The number of successful post-filter detections describes the robustness

of the watermark to that particular image filter.

Filters from FFmpeg [6] are used in the evaluation. The list of filters
used in evaluation includes the following:

— 2D DCT filtering using dctdnoiz with sigma values of 5 and 10.
— Blurring with the unsharp filter using parameters unsharp = 3:3:-0.25:

3:3:-0.25.
— Sharpening with the unsharp filter using parameters unsharp = 3:3:0.25:

3:3:0.25.
— Scaling to 75% of the original image height.
— Cropping 25% of the image by height.
— JPEG transcoding with quantizer values of 1, 25, and 45.

The objective full-reference video quality metrics VMAF [7] and PSNR
are used for estimating watermark imperceptibility and changes in quality
after filters applied. The scripts developed for watermark robustness testing
can be accessed by the link [8].

3. Testing results

Table 1
Probability of watermark detection for different 𝛼 values (rows) and filters applied
after watermarking (columns)

𝛼 W/o filtering Denoise 10 Blurring Sharping JPEG q=25
0.005 0.021 0.000 0.003 0.054 0.000
0.010 0.742 0.000 0.346 0.920 0.000
0.020 0.999 0.016 0.987 0.999 0.000
0.030 1.000 0.109 0.999 1.000 0.000
0.050 1.000 0.403 1.000 1.000 0.014
0.100 1.000 0.883 1.000 1.000 0.258
0.150 1.000 0.998 1.000 1.000 0.634
0.300 1.000 1.000 1.000 1.000 0.995

Tables (see Table 1 and Table 2) contain part of the testing results which
describes the probabilities of watermark detection and VMAF quality met-
rics for different 𝛼 values and filters, calculated on the Flickr8K database.
The first column contains 𝛼 values used for embedding. The subsequent col-
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Table 2
VMAF values after embedding the watermark for different 𝛼 values (rows) and
filters applied after watermarking (columns)

𝛼 W/o filtering Denoise 10 Blurring Sharping JPEG q=25
0.005 96.993 96.809 99.951 91.383 73.286
0.010 96.971 96.816 99.927 91.369 73.292
0.020 96.808 96.823 99.824 91.342 73.289
0.030 96.532 96.782 99.589 91.267 73.268
0.050 95.969 96.548 98.801 90.985 73.203
0.100 93.593 95.082 95.917 89.284 72.750
0.150 90.123 92.616 92.286 86.275 71.930
0.300 76.647 80.571 79.060 73.499 67.719

umn names describe filters applied after watermark embedding. The value
at the intersection of a specific 𝛼 value row and a filter column in Table 1
represents the probability of detecting the watermark embedded with that
𝛼 value after the image has been processed by the corresponding filter. In
Table 2 the respective value represents the VMAF metric between the orig-
inal image and the image with the watermark embedded at given 𝛼 value,
followed by filter processing. Full tables of evaluation results can be found
at the link [8]. The Figure 1 shows the probability of watermark detection
according to 𝛼 value used on embedding and the type of filter applied af-
ter watermarking. Figure 2 describes the quality of the processed image as
calculated by the VMAF metric.

A notable result is the improvement in the effectiveness of E BLIND/
D LC algorithm, in terms of watermark detection probability, through
sharpening filtering for small 𝛼 values. For example, as shown in Table 1,
embedding with 𝛼=0.01 without applying any filters gives a detection prob-
ability of 0.742, but applying a sharpening filter increases the detection
probability to 0.92.

Blurring filtering decreases detection probability for small 𝛼 values and
increases image quality as calculated by the VMAF metric for all 𝛼 values
used in the experiment. This means that using blurring for E BLIND/D LC
watermark removal does not have penalties in the resulting image quality.

DCT denoising, as well as blurring, increases image quality as measured
by the VMAF metric for all 𝛼 values except the smallest ones. Also DCT
denoising is more effective at decreasing the probability of watermark detec-
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Figure 1. Probability of watermark detection according to 𝛼 value used for em-
bedding and the type of filter applied after watermarking

Figure 2. VMAF quality metric for the resulting image based on 𝛼 value used for
embedding and the type of filter applied after watermarking
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tion compared to the blurring filter with the filters coefficients selected for
testing. As a result, DCT filtering is effective at removing E BLIND/D LC
watermark but may slightly decrease image quality for small 𝛼 values.

4. Conclusion

The methodology for testing watermark robustness is considered, based
on estimating watermark detection probability before and after signal pro-
cessing and evaluating the distortions introduced by these manipulations.
This methodology was applied to assess the robustness of E BLIND/D LC
watermarking algorithm. The robustness of E BLIND/D LC was estimated,
with results showing improvements in detection rates after applying a sharp-
ening filter, and enhancements in objective quality combined with reduc-
tions in detection probability after blurring and DCT denoising filtering.
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SimQ — программный комплекс, используемый для моделирова-
ния систем массового обслуживания. Данный комплекс разра-
батывается на базе ТГУ для дальнейшего применения в образо-
вательных и научных целях. В статье приведено общее описание
устройства комплекса, перечислены виды систем обслуживания,
доступных для моделирования в настоящий момент, а также
описано текущее состояние процесса разработки. Ключевые
слова: системы массового обслуживания, имитационное мо-
делирование, дискретно-событийное моделирование, агентное
моделирование.

Введение

С развитием общества и технологического прогресса появляются
различные системы основная цель которых заключается в обработке
поступающих запросов и требований. Системы могут варьироваться
от небольших ремонтных мастерских или билетных касс до масштабных
индустриальных комплексов. Независимо от размера и специализации,
для всех таких систем крайне важна оптимизация рабочих процессов.
Однако, чтобы внедрить необходимые изменения и улучшения, требу-
ются точные данные, которые позволят сделать обоснованные выводы
о текущем состоянии и возможных направлениях развития системы.
Одним из наиболее эффективных способов получения таких данных
является моделирование поведения этих систем [1, 2].

Для выполнения задач моделирования таких систем на базе ТГУ
была начата разработка программного комплекса SimQ [3]. С его помо-
щью можно выполнять имитационное моделирование систем массового
обслуживания (СМО), устанавливая их параметры и функциональные
возможности, собирать статистические данные, делать определенные
выводы. В данной статье описан текущий прогресс разработки ком-
плекса и план дальнейшего процесса разработки.
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1. Архитектура MVP-версии проекта

Программный комплекс SimQ подразумевался как единое решение,
позволяющее конечным пользователям применять инструмент SimQ
для решения типовых задач теории массового обслуживания. В ходе
процесса разработки было решено сфокусироваться на разработке про-
екта в виде веб-сервиса, вследствие чего текущей задачей работы явля-
ется реализация минимальной жизнеспособной (MVP) версии комплек-
са SimQ, для которой будет реализован единственный способ досту-
па: путём обращения к серверу комплекса через веб-интерфейс в бра-
узере пользователя. Концепция MVP-приложения отличается от пред-
ставленной в ранней публикации [3]. Актуальная концепция отражена
на рисунке 1.

Рис. 1. Концепция организации комплекса SimQ

На диаграмме указаны три основных компонента, необходимые
для реализации MVP-версии комплекса. Первые два компонента («Кли-
енты» и «Организация веб-сервиса») обеспечат работу комплекса
с пользователями. Логика ранее представленного компонента по обес-
печению многопотоковой работы [3] теперь входит в компонент «Орга-
низации веб-сервиса».

Компонент «Ядро моделирования» обеспечивает основную задачу
комплекса – моделирование СМО, занимается сбором и обработкой ре-
зультатов, полученных в ходе моделирования, а также предоставляет
возможность хранения задач и результатов для дальнейшего их исполь-
зования.

2. Анализ моделируемых задач

Ядро моделирования уже реализовано, и на данный момент вза-
имодействие с компонентом сводится к ручной компиляции проекта
с изменением исходного кода для установки параметров моделируемой
задачи. Процесс моделирования выполняется с помощью дискретно-
событийного подхода [4], а построение систем массового обслуживания
основано на агентном моделировании.
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В ходе анализа задач, которые могут быть построены при помощи
комплекса, были определены следующие наиболее распространённые
виды систем массового обслуживания:

— классические системы;
— RQ-системы;
— циклические системы;
— системы с конечным числом источников.

Классические СМО. Данный вид систем представляет собой про-
стейшие модели СМО. Элементами, из которых состоят данные систе-
мы, являются: входящие потоки заявок, очереди (буферы) и блоки при-
боров, обрабатывающие поступающие заявки. Примеры таких систем
представлены на рисунке 2 (системы включают: a – входящий поток,
ограниченный буфер, один прибор; б – входящий поток, неограничен-
ный буфер, блок приборов с ограниченным числом серверов; в – входя-
щий поток, блок приборов с неограниченным числом серверов).

Рис. 2. Примеры классических СМО

RQ-системы. Ключевой особенностью систем с повторными вызо-
вами – RQ-систем (от Retrial Queueing) является наличие орбит. Ор-
бита — объект системы, хранящий в себе коллекцию заявок, который
будет предпринимать попытки отправки заявки на обработку в блок
приборов с некоторой периодичностью.

Система, представленная в качестве примера на рисунке 3, содер-
жит: входящий поток заявок, орбиту и прибор, обрабатывающий заяв-
ки. Каждая прибывшая в систему заявка пытается пройти на прибор.
В случае если прибор в текущий момент занят, то заявка отправляется
на орбиту и ожидает её отправки на обработку.

Циклические СМО (системы поллинга). Для данных систем
характерно наличие нескольких очередей, обработкой которых занима-
ется единственный блок приборов. Блок приборов переключается меж-
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Рис. 3. Пример RQ-системы

ду очередями для обработки заявок, которые в них накопились. Выбор
следующей очереди и длительность её обработки также могут быть за-
даны правилом.

Пример подобной системы продемонстрирован на рисунке 4. В такой
системе имеется четыре источника, заявки которых попадают в разные
очереди. Выбор текущего обрабатываемого хранилища заявок выпол-
няется блоком приборов по очереди раз в L единиц времени.

Рис. 4. Пример циклической СМО

Системы с конечным числом источников заявок. В таких си-
стемах поток входящих заявок зависит от всех источников заявок. Для
источников вводится понятие «занятости», характеризующее возмож-
ность или невозможность введения новых заявок в систему. После по-
ступления новой заявки, источник, из которого она пришла, будет счи-
таться «занятым», из-за чего добавление новых заявок этим источником
будет невозможным. Источник считается занятым до тех пор, пока его
заявка находится в системе.

Вариант такой системы показан на рисунке 5. В данном приме-
ре имеется четыре источника заявок. Заявки, поступающие из разных
источников, помечены соответствующими геометрическими фигурами.
На текущем снимке системы занятыми оказались второй, третий и чет-
вёртый источники. Заявки, созданные вторым и третьим источником,
находятся в очереди, в то время как заявка четвёртого источника нахо-
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дится в обработке. Источник под номером 1 не занят, и готов к добав-
лению новой заявки в систему.

Рис. 5. Пример СМО с конечным числом источников

Описанные выше виды систем наиболее часто встречаются в задачах
моделирования. В связи с этим в ядре моделирования были построены
модели агентов с уникальной логикой поведения, использование кото-
рых необходимо для построения перечисленных видов систем.

3. Проектирование клиент-серверного API

Веб-сервис планируется разместить на сервере с доступом к сети,
через которую будет осуществлён доступ пользователей, и вычисли-
тельной мощности которого будет достаточно для обеспечения основ-
ных функций проекта. Взаимодействие с сервисом будет происходить
по протоколу HTTP, в связи с чем было описано API для взаимодей-
ствия клиента с сервисом.

Клиентом выступает веб-интерфейс приложения, отображаемый
в веб-браузере пользователя. При установке соединения с сервером и по-
сылке первых определённых HTTP-запросов, пользователь получит все
необходимые данные и статические файлы, которые обеспечат дальней-
шую работу веб-интерфейса и взаимодействие с API сервиса.

Основная задача комплекса SimQ — предоставить инструмент, с по-
мощью которого будет возможно изучать различные системы массового
обслуживания и их поведение в зависимости от параметров задаваемых
пользователем. Исходя из данного требования, были определены четы-
ре ключевые возможности, которые должны присутствовать в MVP-
версии проекта:

1. Создать собственную модель агента СМО.
2. Сконструировать СМО.
3. Запустить процесс моделирования СМО.
4. Посмотреть результаты моделирования СМО.

Данные действия охватывают потребность в моделировании выше-
описанных видов систем. На основании списка действий были выявле-
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ны сущности предметной области, с которыми будет взаимодействовать
пользователь по проектируемому интерфейсу:

— Задача моделирования – набор параметризованных агентов и связей
между ними, представляющий изучаемую систему массового обслу-
живания;

— Процесс моделирования – запущенный пользователем вычислитель-
ный процесс, в ходе которого выполняется моделирование заранее
созданной задачи моделирования;

— Результат моделирования — набор информации, получаемый по окон-
чанию процесса моделирования;

— Агент моделирования – объект, используемый для построения си-
стем массового обслуживания.

Исходя из описанного списка сущностей, были определены доступ-
ные для пользователей операции над объектами данных сущностей
и спроектированы в виде HTTP-запросов. Список запросов представ-
лен на рисунке 6.

Рис. 6. Список реализованных запросов

В ходе работы было описано четырнадцать HTTP-запросов в ар-
хитектурном стиле REST [5]. Следование архитектурному стилю поз-
волит систематизировать процесс проработки интерфейсов, обеспечит
масштабируемость и лёгкость интеграции в проект, а открытое опи-
сание интерфейсов клиент-серверного взаимодействия позволит созда-
вать клиентов различных представлений.

Для документации API было необходимо подобрать специфика-
цию, следуемую выбранному архитектурному стилю, по которой бу-
дет описан итоговый файл. В качестве такой спецификации был вы-
бран OpenAPI. Спецификация позволяет чётко определить структуры
запросов, параметров и ответов. Наличие структурированного файла
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с описанием интерфейсов также открывает возможности для добавле-
ния генеративных механизмов в проект.

Заключение

В результате работы был проведён анализ предметной области, на
основании которого были определены наиболее распространённые ви-
ды систем массового обслуживания. Возможность построения и выпол-
нения моделирования данных систем была реализована в пакете ядра
моделирования. В рамках задачи по обеспечению работы программного
комплекса в виде веб-приложения был спроектирован интерфейс при-
кладного взаимодействия между клиентами и сервером.

Дальнейший путь разработки программного комплекса SimQ заклю-
чается в проектировании и реализации серверной и клиентской состав-
ляющих проекта по заявленным интерфейсам, а также в проектирова-
нии веб-интерфейса пользователей.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Adan I., Resign J. Queueing Systems. Eindhoven, Netherlands: Department
of Mathematics and Computing Science Eindhoven University of Technology,
2015. 182 с.

2. Солнышкина И.B. Теория систем массового обслуживания : учебное по-
собие. Комсомольск-на-Амуре: ФГБОУ ВПО «КнАГТУ», 2015. 76 с.

3. Оруджов Э.А., Моисеев А.Н. Разработка архитектурного прототипа под-
системы моделирования программного комплекса SimQ // Материалы
IX-й Международной научной конференции "Математическое и про-
граммное обеспечение информационных, технических и экономических
систем Томск: Изд. Дом Том. гос. ун-та, 2022. С. 289–294.

4. Илюхина Н.А., Комарцева О.О. Дискретно-событийное моделирование в
управлении экономической системы муниципального образования // Со-
временные наукоемкие технологии. 2015. №7. С. 77–80.

5. https://www.ibm.com/topics/rest-apis—What is a REST API? | IBM.
2024.

Оруджов Эмиль Азер оглы — студент магистратуры Томского Государ-
ственного Университета. E-mail: k1merpro@gmail.com

Моисеев Александр Николаевич — д-р физ.-мат. наук, доцент, заведу-

ющий кафедрой, Институт прикладной математики и компьютерных наук.

E-mail: moiseev.tsu@gmail.com



ИТММ – 2024

ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ МАССОВОГО
ОБСЛУЖИВАНИЯ В СПИРАЛЬНОМ

ЖИЗНЕННОМ ЦИКЛЕ ОНЛАЙН-ШКОЛЫ
ДЛЯ ОПТИМИЗАЦИИ ПРОДУКТОВОЙ

МЕТРИКИ ЗАНЯТОСТИ ПРЕПОДАВАТЕЛЕЙ

А.А. Шайхутдинов

Московский государственный технический университет

имени Н.Э. Баумана, г. Москва, Россия

В статье рассматривается применение имитационного моделиро-
вания систем массового обслуживания в контексте спирально-
го жизненного цикла программных продуктов. Проведение се-
рии экспериментов с пессимистичными и оптимистичными сце-
нариями позволяет выявлять скрытые риски предполагаемых
гипотез и разрабатывать новые механики, которые помогают
нивелировать или минимизировать эти риски. По итогам моде-
лирования предложена новая продуктовая механика, внедрение
которой решит проблему низкой явки учеников на бесплатные
пробные уроки преподавателей, что, в свою очередь, улучшит
показатели бизнеса для онлайн-школы.
Ключевые слова: имитационное моделирование, теория мас-
сового обслуживания, система массового обслуживания, Global
Purpose Simulation System, нелинейный нестационарный про-
цесс, оптимальное управление.

Введение

Основная функция онлайн-сервиса подбора репетиторов «Тетрика»
– облегчение взаимодействия между «преподавателем» и «учеником».

Базовая транзакция сервиса включает отправку заявки учеником
(или его представителем) на лендинге [1], назначение времени пробного
занятия и передачу информации преподавателю, который бронирует
свободное время в своем расписании.

Спиральная модель жизненного цикла программного обеспечения
(рис. 1) предполагает продуктовые инкременты, которые приносят до-
полнительную ценность продукту.

1. Анализ исходных требований

В онлайн-сервисе подбора репетиторов «Тетрика» [1] ученики за-
нимаются с преподавателями один на один – на каждом занятии при-
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Рис. 1. Спиральная модель жизненного цикла программного продукта

сутствует только один ученик и один репетитор – невозможно, чтобы
два ученика занимались с одним репетитором одновременно [2]. После
подачи заявки ученик получает звонок от сотрудника отдела продаж,
который с помощью специального интерфейса (рис. 2) бронирует ему
временной слот пробного урока [3]. Каждый преподаватель специали-
зируется на определённом предмете и цели обучения, т.е. не может обу-
чать учеников другой дисциплине или по другой цели [4].

В этом процессе существует проблемное место – т.к. пробный урок
в «Тетрике» бесплатный, часть учеников не являются на занятие. Явка
на него достигает лишь 40%.

Задача: разработать механику, которая оптимизирует продуктовую
метрику занятости, увеличив её до близкого к 100% значения и освобо-
див часть преподавателей от бесполезной нагрузки.

Математическая постановка задачи оптимизации состоит в опреде-
лении наибольшего значения целевой фукнции 𝑓𝑈𝑇𝐼𝐿 занятости препо-
давателей: 𝑓𝑈𝑇𝐼𝐿 → 𝑚𝑎𝑥.
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Рис. 2. Интерфейс, используемый менеджерами отдела продаж для подбора
подходящих репетиторов и записи учеников на урок

2. Имитационное моделирование пробных уроков

Для данной задачи рассмотрим имитационную модель системы мас-
сового обслуживания [5] для 400 пробных уроков подготовки к ЕГЭ по
информатике, проводимых одновременно (рис. 3).

Рис. 3. СМО для явки на пробный урок 40%

Для имитационного моделирования систем массового обслуживания
использовались инструменты GPSS (Global Purpose Simulation System)
и MATLAB [6], что позволило увидеть загруженность преподавателей
напрямую в зависимости от доступной мощности потока «горящих за-
явок». Имитационная модель (см. табл. 2):
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Таблица 1
Имитационная модель GPSS

GPSS блок Комментарий
TEACHERS STORAGE 400 преподаватели
generate „ ,400 вх. поток 400 учеников одновременно
queue ASSIGNREG назначение ученика преподавателю
transfer 0.6„absence вероятность неявки 60%
depart ASSIGNREG
lesson queue LESSONREG начало пробного урока
enter TEACHERS,1 ученик занимает преподавателя
depart LESSONREG
advance 60,3 длительность урока 60+-3 минуты
leave TEACHERS,1 ученик освобождает преподавателя
queue FINISH пробный урок проведен
depart FINISH
terminate
absence queue ABSENCEREG фиксация факта неявки
depart ASSIGNREG
depart ABSENCEREG
terminate
generate „ ,240 вх. поток 240 "горячих"учеников
queue ASSIGNREG назначение ученика преподавателю
depart ASSIGNREG
transfer ,lesson начало пробного урока

Рис. 4. Результаты имитационного моделирования

Результаты имитационного моделирования 60 минут представлены
на рисунке 4, где 𝑚𝑎𝑥(𝑓𝑈𝑇𝐼𝐿(𝑥)) = 0, 987 (занятость преподавателей
98,7%) при мощности потока «горящих заявок» 𝑥 = 240. На рисунке 5
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показан оптимальный случай. Для практической реализации формиро-
вания потока требований второго типа можно применить генетический
алгоритм [7] или нелинейный нестационарный процесс [8].

Рис. 5. СМО с дополнительным входным потоком «горящих заявок»

Вывод: назначение новых учеников из «горящих заявок» при неяв-
ке обеспечит повышение метрики занятости преподавателей.

Заключение

По результатам анализа требований и экспериментов по моделирова-
нию систем массового обслуживания для решения задачи была предло-
жена механика назначения учеников по «горящим заявкам» в момент
фиксации неявки. Онлайн-школе «Тетрика» рекомендовано провести
A/B тестирование этой механики, предварительно промоделировав её
с помощью предложенного метода имитационного моделирования [9].
После внедрения предложенной механики продуктовый инкремент бу-
дет завершён, таким образом, продукт с добавленной ценностью сможет
продолжить движение по спирали своего жизненного цикла.
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Рассматриваются методы, модели и технологии, применяемые
для поиска и обработки информации в текстовых данных при-
менительно к обработке научно-технической документации. Ис-
пользование теоретико-множественных, векторных и вероят-
ностных моделей имеют ряд недостатков при работе с рассмат-
риваемыми потоками данных, связанных со сложностью алго-
ритмической реализации специфических особенностей области.
Целесообразно применять дополнительные инструменты филь-
трации, группировки данных, учет внутренней структуры доку-
мента. Перспективным представляется использование методов
обработки и представления данных, используемых в хранили-
щах больших данных и больших языковых моделей.
Ключевые слова: модели информационного поиска, обработ-
ка текстов, интеллектуальный поиск.

Введение

По мере увеличения объемов баз данных научно-технической доку-
ментации возникает проблема организации результативного поиска и
обработки информации. В современных поисковых системах поиск все
же осуществляется в первую очередь по содержащимся в запросе сло-
вам, а не по смысловой нагрузке запроса. Однако желаемым резуль-
татом для пользователя (его информационной надобностью) является
совокупность научно-технических документов, содержание которых со-
ответствует его запросу именно по смыслу. Есть два основных пути
достижения этой цели: использование лингвистической и алгоритми-
ческой обработки текста или использование больших языковых моде-
лей. Научно-техническая информации имеет ряд особенностей, важных
при обработке: наличие определенной внутренней структуры у публика-
ций, особенные требования к фильтрации и группировке данных, срав-

Иccледование выполнено в рамках научной программы Национального центра
физики и математики, направление № 9 «Искусственный интеллект и большие дан-
ные в технических, промышленных, природных и социальных системах
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нительно узкий поиск с высокими требованиями к точности и качеству
результатов. Указанные особенности требуют особых подходов и уни-
кальных алгоритмов и методов обработки.

1. Модели извлечения информации из текстовых документов

Для осуществления поиска по словам или других операций по об-
работки содержания текста необходимо предварительно подготовить
текст, приведя все слова в начальную форму и проделав еще ряд опера-
ций. [1].В результате обработки поискового запроса необходимо найти
различные информационные документы, которые будут содержать как
минимум все варианты написания словосочетания из информационно-
го запроса, а зачастую необходим смысловой анализ терминов и поиск
синонимов, учет омонимов и т.д. Современные поисковые системы ран-
жируют результаты поиска на основе вычисленной релевантности. Для
увеличения степени пертинентности этих результатов для конкретного
пользователя используются технологии персонализированного поиска.
Обработка научно-технической документации отличается использова-
нием строгих и специфичных терминов, особыми языковыми конструк-
циями, большим количеством терминов и формул. При обработке та-
ких данных помимо языковых моделей целесообразно использование
экспертных знаний в виде библиотек терминов, составление семантиче-
ских облаков научных областей, применение определенных критериев
для кластеризации и индексации материала. Рассмотрим три основных
класса моделей получения информации с помощью поисковых запросов.

Теоретико-множественные модели поиска информации
Это модели поиска информации, основанные на теории множеств.

Логическая модель поиска информации подразумевает обработку любо-
го запроса в форме предикатов с использованием логических операций
AND, OR и NOT. При этом документы делятся только на две категории:
релевантные (предикат принимает значение «True») и нерелевантные
(предикат принимает значение «False»). Зачастую этого недостаточно
для соответствия сложному пользовательскому запросу и необходимо
введение дополнительных критериев оценки релевантности. Стоит по-
нимать что составление логических конструкций в запросе может вы-
зывать затруднения у пользователя и повышать вероятность ошибок
обработки. Простые же запросы влекут за собой генерацию слишком
большого объема результирующей выборки. Для решения этой пробле-
мы целесообразно применять как интерфейсные решения, упрощающие
составсление логических запросов, так и современные логические мо-
дели поиска: модель нечетких множеств и метод TF-IDF, с помощью
которых можно не только выявить наличие искомого термина в до-
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кументе, но и оценить степень связности элементов запроса, позицию
слова запроса относительно других его элементов, расстояние между
отдельными терминами запроса.

Наиболее применимым и результативным методом оценки релевант-
ности документа запросу на сегодняшний день является метод TF-IDF,
который заключается в нахождении произведения двух параметров TF
и IDF. Здесь TF (term frequency — частота слова) — отношение коли-
чества вхождений какого-либо слова в документ к общему количеству
слов в нем; IDF (inverse document frequency — обратная частота доку-
мента) — частотная инверсия, с которой заданное слово встречается
в базах данных электронных документов. Таким образом, максималь-
ный вес слово получает в том случае, когда оно максимально часто
встречается в анализируемом документе и крайне редко в иных до-
кументах. Для оценки эффективности информационного поиска при-
меняют два основных статистических показателя: точность (𝑃 ) (доля
релевантных электронных документов в количественном объёме най-
денных документов) и полноту (𝑉 ) (доля выявленных релевантных
электронных документов среди всех релевантных электронных доку-
ментов). Однако применение данного метода ставит пользователя пе-
ред выбором: приоритетным является полнота информационного поис-
ка или же его точность, поскольку увеличение одного параметра вле-
чет за собой уменьшение другого. Для решения этой проблемы вводит-
ся переменная баланса 𝑥 ∈ [0; 1] и пользователь может задать ее зна-
чения, руководствуясь своими субъективными предпочтениями.Далее
вычисляется среднее гармоническое взвешенное (𝐻) полноты и точ-
ности полученной в результате информационного поиска выборки [2]:
𝐻 = 𝑃𝑉 [𝑥𝑉 + (1− 𝑥)𝑃 ](−1).

Векторная модель информационного поиска
В этой модели электронный документ, который изначально пред-

ставляет из себя неупорядоченное множество слов, представляется в ви-
де вектора весов слов; общая совокупность документов — векторного
пространства. Чтобы определить вес слова в документе («важность»
слова для идентификации данного текста), можно подсчитать частоту
вхождения этого слова в текст — чем чаще слово встречается в доку-
менте, тем больший у него будет вес. Если слово вовсе не встречается
в документе, то его вес в этом документе равен нулю. Далее, выпи-
сав по порядку веса всех слов для конкретного текстового документа,
получим вектор, который и будет представлением данного документа
в векторном пространстве (совокупности всех документов в агрегаторе
научно-технических документов). Существует несколько стандартных
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способов задания функции взвешивания для определения веса слова
в текстовом документе:

— булевский вес: равен 1, если слово встречается в документе, и 0 в про-
тивном случае;

— TF: вес определяется как функция от количества вхождений слова
в документ;

— TF-IDF — метод, о котором шла речь ранее.

Помимо определения степени соответствия документа поисковому
информационному запросу с помощью векторной модели можно решать
задачу подобия документов, составления научных карт, семантических
облаков, других визуальных и интерактивных решений для навигации
по совокупности документов.

Вероятностная модель информационного поиска
При использовании рассматриваемой модели электронные докумен-

ты и поисковые запросы анализируются подобно векторной модели по-
иска информации,но дополнительно вводятся следующие параметры:
𝑃𝑗𝑛𝑟 — вероятность нерелевантности электронного документа 𝑗; 𝑃𝑗𝑟 —
вероятность его релевантности; 𝑅𝑛𝑟 и 𝑅𝑛𝑜𝑟 — потери, характеризую-
щие соответственно получение нерелевантных электронных докумен-
тов и неполучение релевантных. Значение функции 𝐹 (𝑗) = 𝑃𝑗𝑟/𝑃𝑗𝑛𝑟 −
𝑅𝑛𝑜𝑟/𝑅𝑛𝑟 характеризует нерелевантность или релевантность анализи-
руемого электронного документа [2].

Несмотря на то, что самыми простыми в реализации являются
теоретико-множественные модели, на практике чаще всего в современ-
ных поисковых системах отдается предпочтение векторным моделям,
т. к. их эффективность выше и шире круг применения.

2. Алгоритмы поиска для очень больших и слабо
структурированных объемов данных

Объемы цифровой и оцифрованной научно-технической информа-
ции стремительно увеличиваются, помимо документации существуют
большие массивы аудио, видео информации (записи выступлений, лек-
ций и т. д.). Для обработки таких массивов крайне затруднительно
использовать методы, предполагающие полную последовательную об-
работку. Для решения задач подобного масштаба целесообразно обра-
щаться к методам big data, позволяющим быстро и качественно об-
работать огромные массивы разнородной слабоструктурированной ин-
формации. Для таких данных обычно используются специальные алго-
ритмы машинного обучения, основанные на существующих критериях
релевантности, но без явного алгоритма поиска. Для работы с разно-
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родными данными применяется формирование «озера данных». Озеро
данных (data lake) — это хранилище практически исходных данных, как
неструктурированных, так и частично структурированных. Данные со-
бираются из различных источников, не модифицируются и не преобра-
зуются в какой-либо формат, но озера данных содержат информацию
о способах разбиения разнородных данных, об источниках, исполните-
лях задач сбора данных, метаданных индексирования и т. д. Для ана-
лиза этих данных, придания им однородности требуется длительная
предварительная подготовка, очистка и форматирование [3]. Преиму-
ществом хранилищ больших данных является возможность обучать ал-
горитмы на большом количестве материала. Для задач конкретного
текстового поиска по большим массивам данных требуется предвари-
тельная группировка информации: метапрофилирование информации,
кластеризация, классификация, регрессионный анализ. К основным ал-
горитмам кластеризации относят метод 𝑘-средних; пространственную
кластеризацию для приложений с шумами — DBSCAN; алгоритм кла-
стеризации OPTICS; метод главных компонент. Для решения задач
классификации применяются методы опорных векторов, наивный бай-
есовский классификатор, методы 𝑘-ближайших соседей, нейронные се-
ти, деревья принятия решений. Для реализации алгоритмов обработ-
ки больших данных используют инструменты экосистем apache hadoop
или greenplum, поддерживающие обработку распределенных хранилищ,
параллельные вычисление и еще множество технологий. Объединенные
вычеслительные ресурсы позволяют применять для поиска и обработки
большие языковые модели (LLM), позволяющие производить интеллек-
туальную обработку текста, но крайне требовательные к вычислитель-
ным ресурсам.

Заключение

При работе с научной информацией часто требуются более сложные
и интеллектуальные методы обработки текстов, чем при работе пользо-
вателей в универсальных поисковых системах. Существует потребность
в новых инструментах для работы с научной документацией, учитыва-
ющих специфику области. Особый интерес представляют графические
и интерактивные представления данных. Динамическое формирование
графических представлений по запросу, а не по заранее известных дан-
ным — задача сложная и не решенная в полной мере, особенно для
работы с научной информацией. Необходимо адаптировать существу-
ющие технологии для обработки распределенных хранилищ больших
данных под обработку научно-технической информации, в том числе
разнородной. Широкое применение автоматизированных средств обра-
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ботки и представления данных может качественно изменить работу на-
учного сотрудника, сократив время на решение рутинных задач, и ак-
центировать внимание на наиболее актуальных задачах и направлени-
ях [4].
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В работе представлен сравнительный анализ четырех моделей
классического машинного обучения (k-ближайших соседей, на-
ивный Байес, метод опорных векторов, случайный лес) и адап-
тивной нейро-нечеткой системы вывода ANFIS для бинарной
классификации пациентов по уровню экспрессии генов на ДНК-
чипах, используемых в изучении патогенетических основ ра-
ка молочной железы. Уровни экспрессии каждого гена пред-
ставляют собой стандартизированные показатели интенсивно-
сти флуоресценции гибридизованных цепей ДНК. Все модели
классификации протестированы на трех непересекающихся под-
множествах информативных признаков, отобранных тремя ме-
тодами: случайный лес, рекурсивное удаление признаков, экс-
пертная оценка. Сравнительный анализ качества моделей пока-
зал, что наибольшая точность классификации достигнута при
использовании ансамблевого метода случайный лес на основе
показателей экспрессии пяти генов, образующих подмножество
признаков, отобранных методом рекурсивного удаления призна-
ков. Предлагаемая модель позволит значительно ускорить об-
работку результатов ДНК-чипа и может быть использована в
качестве инструмента для первичной диагностики – выявления
наличия или отсутствия онкопатологии у пациента.
Ключевые слова: машинное обучение, рак молочной железы,
классификация, профили экспрессии генов.

Введение

Генетические тесты, такие как ДНК-чипы позволяют проводить мо-
ниторинг генной экспрессии, определять функциональное значение ге-
нов, изучать патогенетические основы различных заболеваний, в том

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым
Минобрнауки РФ (Соглашение 075-02-2024-1429).
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числе канцерогенез. Опухоль развивается в результате повреждения
генетического материала, не приводящего к появлению летальных му-
таций [1]. Генами-мишенями для патогенных факторов являются про-
тоонкогены, гены-супрессоры опухолевого роста, гены, регулирующие
клеточный апоптоз, гены репарации ДНК [2, 3]. Раннее лечение ра-
ка повышает вероятность излечения, снижает летальность и вероят-
ность рецидива. ДНК-чипы используются во многих диагностических
тест-системах РМЖ [4, 5]. Преимуществом ДНК-чипов перед традици-
онными методами диагностики является возможность одновременного
анализа множества образцов ткани с использованием минимальных ко-
личеств исследуемого материала и реагентов. Данные экспрессии генов
ДНК-микрочипа отражают состояние клетки на молекулярном уровне
через стандартизированные показатели интенсивности флюоресценции
гибридизованных цепей кДНК и имеют большую перспективу в каче-
стве инструмента для постановки диагноза РМЖ [6], в том числе с
использованием методов машинного обучения [7, 8, 9].

Цель исследования: сравнительный анализ моделей классическо-
го машинного обучения и адаптивной нейро-нечеткой системы выво-
да (ANFIS) для бинарной классификации РМЖ по уровню экспрессии
генов.

1. Материалы и методы исследования

Материалом для исследования является база данных профиля экс-
прессии генов рака молочной железы программы Атлас генома рака
(TCGA). База данных ДНК-микрочипов состоит из количественных по-
казателей экспрессии 17814 генов по каждому из 590 образцов ткани
молочной железы, в числе которых 61 образец нормальной ткани и 529
образцов с РМЖ.

Дизайн исследования включает 4 этапа. На первом этапе произве-
дена редобработка данных ДНК-микрочипов: замена пропусков медиа-
ной, решена проблемы дисбаланса классов методов SMOTE, класс здо-
ровых дорощен до класса больных. На втором этапе сокращена раз-
мерность признакового пространства тремя методами (случайный лес
(RF), рекурсивное исключение признаков (RFE), экспертная оценка).
Третий этап состоит из проектирования моделей бинарной классифика-
ции методами машинного обучения (k-ближайших соседей (kNN), наив-
ный Байес (NB), случайный лес (RF), метод опорных векторов (SVM))
и адаптивной сетью на основе системы нечеткого вывода ANFIS. Чет-
вертый этап включает оценку качества моделей с помощью различных
метрик (Accuracy, Precision, Recall, F1) и выбор наилучших моделей би-
нарной классификации.
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2. Результаты

База данных состоит из двух несбалансированных классов, образ-
цов ткани без патологии в 9,67 раз меньше, чем наблюдений с РМЖ,
что является типичным для медицинских исследований. Общее коли-
чество наблюдений после предобработки методом передискретизации
меньшинства (SMOTE) составило 1058, по 529 в каждом классе. В обу-
чающую выборку включено 741 наблюдение, в тестовую — 317 наблю-
дений. Предобработка данных и проектирование моделей машинного
обучения произведено в среде Python (версии 3.10.12). Для построе-
ния сети ANFIS использовался MATLAB (версии 8.3.0.532). В системах
нечеткого логического вывода большое число входов не только порож-
дает увеличение количества логических правил, но и является ограни-
чением для применения сети ANFIS, обусловленными малой обучающей
выборкой и большим числом настраиваемых параметров сети. Поэтому
в данном исследовании для всех проектируемых в работе моделей би-
нарной классификации, как классических методов машинного обучения
так и для ANFIS в качестве входов из десятков тысяч признаков вы-
браны всего пять информативных признаков – пять генов. Значениями
этих признаков являются уровни экспрессии генов. В результате сни-
жения размерности признакового пространства методами случайного
леса (RF), рекурсивного удаления признаков (RFE) и экспертной оцен-
ки найдены три непересекающихся подмножества признаков. Методом
рекурсивного исключения признаков отобраны пять признаков – гены:
COL10A1, PARP1 WISP1, MMP11, IGSF10, а методом случайного ле-
са — другие пять признаков — гены: HOOK3, SYP, C6orf57, RABIF,
HRASLS. Время отбора признаков алгоритмом RFE составило 310 ми-
нут, 30 минут занял отбор методом RF. Экспрессия генов, отобран-
ных в данном исследовании, имеет связь с РМЖ, что подтверждают
работы [11, 12]. Задача классификации решена следующими метода-
ми машинного обучения: k-ближайших соседей (kNN), где количество
соседей составило 5, наивного Байеса (NB), опорных векторов (SVM),
случайным лесом (RF), состоящим из 100 деревьев, адаптивной сетью
(ANFIS). Спроектированная в данной работе модель ANFIS, реализу-
ющая алгоритм нечеткого вывода Тагаки-Сугено, имеет пять входов и
два выхода: класс 1 — человек болен РМЖ, класс 0 — человек здо-
ров, функции принадлежности имеют треугольную форму, база правил
содержит 243 нечетких правила, выполняющих агрегирование в соот-
ветствии с операцией t-нормы. Наилучшие результаты классификации
показала модель, построенная по пяти генам (COL10A1, PARP1 WISP1,
MMP11, IGSF10), отобранным методом рекурсивного удаления призна-
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ков. Увеличение уровня экспрессии в группе пациентов с РМЖ наблю-
дается для COL10A1, PARP1, WISP1, MMP11 (𝑝 < 0,05 по критерию
Манна-Уитни). При этом отмечается статистически значимое сниже-
ние экспрессии для гена IGSF10 (𝑝 < 0,05). На основе результатов ис-
следований Genomic Data Commons (GDC) Национального института
рака (NCI), принятых в качестве экспертной оценки, также отобраны
5 генов из исследуемой базы данных наиболее часто подвергающихся
мутациям при раке молочной железы: TP53, TTN, GATA3, MAP3K1,
HMCN1. Значения экспрессии генов TTN, GATA3, MAP3K1, HMCN1 в
группах больных и здоровых имеют статистически значимые различия
(𝑝 < 0,05). Среди отобранных встроенной функцией в методе случайно-
го леса генов (HOOK3, SYP, C6orf57, RABIF, HRASLS) статистически
значимые различия в группах пациентов с РМЖ и здоровых наблюда-
ются в показателях экспрессии только одного гена RABIF (𝑝 < 0,05).
Бинарная классификация проведена на тестовой выборке, включающей
317 наблюдений с показателями экспрессии генов, отобранных тремя
методами (RF, RFE и экспертной оценки). В таблице 1 представлены
усредненные оценки качества моделей классификации, полученные в
результате 10-кратной кросс-валидации.

Модель RF показала наилучшие результаты (accuracy = 99,8%,
precision = 99,9%, recall = 99%, 𝑓1 = 99,3%) на подмножестве призна-
ков, отобранных методом RFE. Стоит отметить, что методы RF и SVM
показали наилучшие результаты классификации на подмножестве при-
знаков, отобранных RF. На подмножестве признаков, отобранных ме-
тодом экспертной оценки, по метрикам классификации лидирует метод
RF. Худший результат классификации получен при использовании ме-
тода NB (accuracy = 88,2%, precision = 88,8%, recall = 89%, 𝑓1 = 88,2%)
на подмножестве признаков, отобранным методом экспертной оценки.

3. Заключение

Сравнительный анализ качества разработанных моделей бинарной
классификации показал, что модели случайного леса (RF) на основе
всех трех подмножеств признаков, отобранных на первом этапе иссле-
дования, являются наиболее эффективными. С клинической точки зре-
ния, отобранные группы признаков являются релевантными для диа-
гностики РМЖ, что подтверждает потенциал этих генов как биомар-
керов для диагностики данного заболевания. Выявленная в результате
исследования повышенная экспрессия генов COL10A1, PARP1, MMP11,
WISP1, RABIF и сниженная экспрессия генов IGSF10, TTN, HMCN1,
MAP3K1, GATA3 в тканях при раке молочной железы позволяет со-
кратить время анализа результатов ДНК-чипирования, своевременно
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Таблица 1
Сравнение классификационных моделей, построенных на основе показателей
экспрессии генов, отобранных методами RF, RFE, экспертной оценки

Методы Accuracy(%) Precision(%) Recall(%) 𝐹1

классификации
RF (HOOK3, SYP, C6orf57, RABIF, HRASLS)

NB 95,4 98,1 96,1 95,4
RF 97,7 99,8 96,9 97,7
SVM 97,7 99,7 96,9 97,7
KNN 97,7 97,4 96,1 97,6
ANFIS 96,2 96,3 96,3 96,2

RFE (COL10A1, PARP1 WISP1, MMP11, IGSF10)
NB 98,1 99,8 99,0 98,1
RF 99,8 99,9 99,0 99,3
SVM 99,0 99,9 99,0 99,0
KNN 99,3 99,3 98,6 99,3
ANFIS 98,4 98,4 98,4 96,2
Экспертный метод (TP53, TTN, GATA3, MAP3K1, HMCN1)

NB 88,2 88,8 89,0 88,2
RF 96,1 94,2 94,6 94,3
SVM 92,5 92,8 93,3 92,9
KNN 94,1 93,3 90,1 93,8
ANFIS 91,5 91,5 91,6 91,5

начать лечение и снизить летальность от РМЖ. В дальнейшем плани-
руется исследовать влияние различных способов устранения дисбаланса
классов на качество разработанных моделей, а также провести бинар-
ную классификацию, снизив размерность признакового пространства
методом главных компонент.
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Целью данной работы является исследование и реализация ме-
тодов распознавания жестов руки на изображениях. Решение
указанной задачи распознавания состоит из двух частей: обна-
ружения на изображении руки и классификации жеста обна-
руженной руки. Предлагаются модификации нейронных сетей
для детекции и классификации жестов. Разработано программ-
ное обеспечение на языке Python, реализующее работу методов
обработки и фильтрации изображений, алгоритмов обнаруже-
ния руки и классификации жестов. Проводятся вычислитель-
ные эксперименты по оценке работы различных методов детек-
ции и классификации жестов по точности и качеству распозна-
вания. Ключевые слова: распознавание изображений, распо-
знавание жестов, нейронная сеть, классификатор, машинное
обучение.

Введение

Разработка систем компьютерного зрения является одним из наи-
более востребованных и актуальных направлений в области анализа
данных, искусственного интеллекта и машинного обучения. Основным
предназначением указанных систем является распознавание на изоб-
ражениях объектов различной природы и классификация обнаружен-
ных объектов. Одним из возможных направлений применения таких си-
стем является распознавание жестов руки на изображении. Поставлен-
ная задача распознавания является важной и практически значимой,
поскольку алгоритмы распознавания жестов могут быть использованы
для управления мультимедийными системами [1], для реализации алго-
ритмов работы с дополненной реальностью, для синхронного перевода
с языка глухонемых [2] и ряда других задач анализа и интерпретации
данных.

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым
Минобрнауки РФ (Соглашение 075-02-2024-1429).
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1. Постановка задачи распознавания образов

Задача распознавания жеста руки заключается в обнаружении ру-
ки человека и последующей классификации жеста обнаруженной ру-
ки. Распознавание выполняется на растровых изображениях в формате
RGB. В данной работе будет рассматриваться задача распознавания
статических жестов руки на изображении. Под статическим жестом по-
нимается фиксированное положение частей человеческого тела в опре-
делённый момент времени, то есть поза.

Решение задачи распознавания объекта на изображениях выполня-
ется в несколько этапов [3]:

1) предварительная обработка и фильтрация — выполняется удаление
шумов, фильтрация и выделение областей, подлежащих распозна-
ванию.

2) обработка результатов фильтрации — формируются признаковые
описания выделенных на предыдущем этапе областей.

3) обучение — используются различные методы машинного обучения
для создания на основе обучающей выборки классификаторов.

4) классификация — по признаковым описаниям, построенным ранее,
принимается решение о том, к какому заранее известному классу
необходимо отнести выделенные элементы.

2. Математическая постановка задачи

Пусть имеется множество объектов𝑋 = 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, где 𝑥𝑖 ∈ 𝑋 — объ-
ект распознавания. Задано 𝐹 — пространство признаков, тогда функ-
ция 𝑓(𝑥) : 𝑋 → 𝐹 ставит в соответствие каждому объекту 𝑥 точку 𝑓(𝑥).
Здесь вектор 𝑓(𝑥) является образом объекта 𝑥.

Пусть в пространстве признаков 𝐹 определено множество классов
𝐶 = {𝐶1, . . . , 𝐶𝑚}, 𝐶𝑖 ∈ 𝐹 , 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝐶𝑖∩𝐶𝑗 = ⊘ при 𝑖 ̸= 𝑗. Функция
классификации 𝑔(𝑥) : 𝑋 → 𝐶 — неизвестная функция, разбивающая
пространство образов 𝐹 на 𝑚 непересекающихся классов 𝐶𝑖. Решающее
правило 𝑔(𝑓) : 𝐹 → 𝐶 — функция, являющаяся оценкой для 𝑔(𝑥) на ос-
новании образа объекта, то есть 𝑔(𝑓) = 𝑔(𝑓(𝑥)). Пусть задано множество̂︀𝑋 = {𝑥𝑗}, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, 𝑘 < 𝑛, ̂︀𝑋 ⊂ 𝑋, для которого задана информа-

ция о функциях 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥), т.е. 𝑓𝑗 = 𝑓(𝑥𝑗) и 𝑔𝑗 = 𝑓(𝑔𝑗), для 𝑥𝑗 ∈ ̂︀𝑋,
𝑗 = 1, . . . , 𝑘. Множество (𝑔𝑗 , 𝑓𝑗) называется множеством прецедентов.

Требуется построить такое решающее правило (алгоритм классифи-
кации) 𝑔(𝑓), чтобы 𝑄(𝑔, 𝐶) = 𝑚𝑖𝑛𝑓𝑄(𝑔, 𝐶), где 𝑄(𝑔, 𝐶) — выбранный
критерий качества классификации. В данной работе в качестве кри-
терия используются четыре метрики (точность, полнота, усредненный
индекс Жаккара и мера F1) [4].
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Точность (Precision) — доля объектов, действительно принадлежа-
щих данному классу, относительно всех объектов, которые алгоритм
отнес к этому классу: 𝑃𝑟𝑒𝑐𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛 = 𝑇𝑃

𝑇𝑃+𝐹𝑃 , где 𝑇𝑃 — истинно положи-
тельные значения, 𝐹𝑃 — ложно положительные значения.

Полнота (Recall) — доля объектов класса, действительно относя-
щихся к этому классу, ко всем объектам, которые нашел алгоритм:
𝑅𝑒𝑐𝑎𝑙𝑙 = 𝑇𝑃

𝑇𝑃+𝐹𝑁 , где 𝐹𝑁 — ложно отрицательные значения.
Индекс Жаккара или метрика IoU (Intersection over Union) — мет-

рика степени пересечения между двумя ограничивающими рамками:
𝐼𝑜𝑈 = 𝑇𝑃

𝑇𝑃+𝐹𝑃+𝐹𝑁 .
Мера F1 (F1-Score) — мера, сочетающая точность и полноту:

𝐹1 = 2×𝑃𝑟𝑒𝑐𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛×𝑅𝑒𝑐𝑎𝑙𝑙
𝑃𝑟𝑒𝑐𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛+𝑅𝑒𝑐𝑎𝑙𝑙 .

3. Методы предварительной обработки и фильтрации
изображения

Как уже было сказано ранее, перед проведением распознавания вы-
полняется предварительная обработка изображения (для устранения
шумов и дефектов изображения) и фильтрация необходимых обла-
стей. В данной работе для этих целей используются следующие мето-
ды: фильтр Кувахары, цветовая таблица поиска (CLTable) и выделение
контуров (границ) объектов. Для выделения контуров на изображении
применяется свёрточный оператор Кэнни [4].

Фильтр Кувахары — метод обработки изображений, который ис-
пользуется для сглаживания изображений и уменьшения шума. Он вы-
числяет локальное среднее значение и локальную дисперсию для четы-
рех квадратных областей вокруг каждого пикселя и выбирает результат
с минимальной дисперсией, что помогает сохранить детали изображе-
ния и сгладить шумы.

4. Методы обнаружения руки на изображения

В работе для решения задачи обнаружения (детекции) руки на изоб-
ражении используется два подхода: классификатор AdaBoost [5] на ос-
нове признаков Хаара и сверточные нейронные сети с архитектурами
Single Shot Detector (SSD) [6] и RetinaNet [6].

Single Shot Detector (SSD) — свёрточная нейронная сеть, разрабо-
танная для решения задачи выделения объектов и их классификации,
которая работает путем предсказания рамок объектов и их соответству-
ющих классов на различных масштабах изображения.

RetinaNet — однопроходная нейронная сеть модель для обнаруже-
ния объектов, хорошо работающая с плотными объектами небольших
масштабов.
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5. Методы классификации жестов руки

Для решения задачи классификации жестов руки в данной рабо-
те предлагаются две модифицированные свёрточные нейронные сети
распознавания на основе архитектур MobineNetV3 [7] и ResNeXt50 [7].
Реализованный в нашей работе метод AdaBoost применяется и для ре-
шения описанной задачи классификации.

ResNeXt — свёрточная нейронная сеть, использующая несколько
«групп» слоев с функциями невязки вместо многих отдельных путей
[7]. В данной работе будет рассматриваться нейронная сеть данной ар-
хитектуры, состоящая из 50 слоев.

MobileNet — класс свёрточных нейронных сетей, разработанных для
решения задачи классификации. MobileNet состоит из свёрточных бло-
ков, которые помогают выделять признаки из исходного изображения.

6. Вычислительные эксперименты по сравнению методов и
программный комплекс

В работе были проведены вычислительные эксперименты по оце-
ниванию эффективности предложенного метода распознавания и клас-
сификации жестов по точности и качеству распознавания, а также их
сравнению с алгоритмом AdaBoost. Сравнение и оценка работы алго-
ритмов выполнялись на основе датасета жестов HaGRID от Сбербан-
ка. Датасет содержит изображения 18 различных классов (т.е. жестов).
Каждый класс содержит порядка 15000 изображений в обучающей вы-
борке и 2000 в тестовой. В данной работе будут использоваться 5 клас-
сов из-за отсутствия достаточных вычислительных ресурсов, поскольку
обучение нейронных сетей распознавания и классификации на каждом
из классов занимает существенное время. В данной работе рассматри-
вались следующие жесты: кулак (fist), ок (ok), один (one), два (peace)
и стоп (stop).

Для решения поставленной в работе задачи распознавания был раз-
работан программный комплекс на языке Python, реализующий работу
методов обработки и фильтрации изображений, а также перечислен-
ных выше алгоритмов обнаружения руки и классификации жестов. На
рис.1 приведен пример работы программного комплекса, распознавание
выполняется с помощью нейросети MobileNetV3.

В табл. 1 представлены результаты проведенного вычислительного
эксперимента по сравнению двух предложенных нейросетей классифи-
кации и классификатора AdaBoost с различными фильтрами предвари-
тельной обработки.
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Рис. 1. Пример классификации жеста с помощью нейросети MobileNetV3

Таблица 1
Результат вычислительных экспериментов по сравнению методов классифи-
кации жестов

Метод Мера F1 Время обучения (мин)
Классификатор AdaBoost 0,82 35

ResNeXt50 0,992 176
Кэнни + ResNeXt50 0,9512 187
CLTable + ResNeXt50 0,9756 170

Фильтр Кувахары + ResNeXt50 0,9856 188
MobileNetV3 0,8476 40

Кэнни + MobileNetV3 0,536 41
CLTable + MobileNetV3 0,8269 35

Фильтр Кувахары + MobileNetV3 0,972 32

Из результатов таблицы 1 следует, что ResNeXt50 выигрывает по
точности распознавания (мера F1) по сравнению с MobileNetV3 и клас-
сификатором AdaBoost. Для нейросети MobileNetV3 применение филь-
тра Кувахары позволяет повысить точность распознавания. Также на-
ми в работе [5] были выполнены вычислительные эксперименты по срав-
нению методов обнаружения руки на изображении. Проведенное срав-
нение показало, что предложенная нами нейронная сеть обнаружения
руки выигрывает по точности и мере F1 по сравнению с Single Shot
Detector и классификатором AdaBoost.

Заключение

В работе решена задача распознавания жестов руки на изображени-
ях. Предложены модификации нейронных сетей для детекции и клас-
сификации жестов. Разработано программное обеспечение на языке
Python, реализующее работу методов обработки и фильтрации изоб-
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ражений, алгоритмов обнаружения руки и классификации жестов. Бы-
ли проведены вычислительные эксперименты по оценке работы пред-
ложенных методов детекции и классификации жестов по точности и
качеству распознавания. Также было проведено исследование влияния
на работу предложенных алгоритмов ряда методов предобработки и
фильтрации: фильтра Кувахары, цветовых таблиц поиска и сверточно-
го оператора выделения контуров Кэнни. Предложенные методы пока-
зали высокую эффективность и точность распознавания.
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Цель исследования: разработка моделей сверточных нейрон-
ных сетей для повышения качества классификации МРТ сним-
ков здоровых коленных суставов и с остеоартритом. Реализо-
ваны и обучены 5 моделей сверточных нейронных сетей на
основе базовых архитектур EfficientNetB5, InceptionResNetV2,
MobileNetV2, MobileNet, VGG16. Материалом исследования яв-
ляется объединенная база снимков, включающая набор циф-
ровых изображений из электронного открытого репозитория
Kaggle по остеоартриту (4 590 снимков) и сформированный на-
бор снимков коленных суставов пациентов Красноярского края
(1 904 снимков): 2 690 снимков — с наличием признаков остео-
артрита, 3 804 — здоровые коленные суставы. На этапе предоб-
работки данных была решена проблема недостаточности вход-
ных данных и дисбаланса классов за счет аугментации, увели-
чив набор до 40 000 изображений. Проведен сравнительный ана-
лиз нейросетевых моделей по доле правильных классификаций.
Наилучший результат на тестовой выборке в 8 000 снимков пока-
зала модель c архитектурой EfficientNetB5 (accuracy = 95,6%),
она также имеет высокие значения специфичности и чувстви-
тельности (Se = 95,5%, Sp = 95,5%), ее можно использовать в
качестве скрининговой. Полученные результаты свидетельству-
ют о потенциале использования нейронных сетей для автомати-
зации диагностики остеоартрита по МРТ коленного сустава.
Ключевые слова: сверточная нейронная сеть, классифика-
ция, остеоартрит коленного сустава.
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Введение

Дегенеративно–дистрофические поражения суставов имеют широ-
кую распространенность, представляя серьезную медико-социальную
проблему во многих странах мира, включая Россию. По данным [1]
остеоартритом (ОА) страдают более 10% взрослого населения. Пока-
затели заболеваемости продолжают демонстрировать тенденцию к ро-
сту [2], в связи с чем особенно актуальным представляется поиск новых
методов наиболее эффективной диагностики. Постановкой диагноза за-
нимаются высококвалифицированные специалисты, но с развитием ин-
формационных технологий, в том числе методов машинного обучения
[3–5], существует возможность автоматизированного скрининга ОА по
МРТ коленного сустава. Поэтому востребованы модели на базе свер-
точных нейронных сетей (СНС) способных работать в условиях огра-
ниченных вычислительных ресурсов и обладающих высокой точностью
распознавания повреждения коленных суставов.

Цель исследования: разработка моделей сверточных нейронных се-
тей для повышения качества классификации МРТ изображений с на-
личием или отсутствием признаков остеоартрита.

1. Материалы и методы исследования

Материалом исследования является объединенная база снимков из
открытой базы Kaggle [6] «Knee Osteoarthritis Dataset with Severity
Grading» (4 590 снимков) и сформированная база снимков коленных
суставов пациентов Красноярского края (1 904 снимка). Набор ре-
альных МРТ-изображений был предоставлен для исследования част-
ной медицинской организацией ООО «ЛДЦ МИБС» г. Красноярска.
Все изображения были предварительно деперсонализированы врачом-
рентгенологом, который выступил в качестве эксперта при разметке
снимков на два класса: класс Healthy — изображение здорового коле-
на; класс Severe — тяжелое повреждение колена, включающее крупные
остеофиты, значительное сужение суставов и тяжелый склероз. В про-
цессе работы над базой снимков [6] были исключены папки с изображе-
ниями среднего и минимального повреждения коленных суставов.

Объединение набора реальных снимков колен пациентов Краснояр-
ского края и базы снимков с Kaggle составила в итоге 6 494 снимка:

— класс Healthy: 3 804 изображения здоровых коленных суставов (551
снимок колен пациентов Красноярского края; 3 253 снимка с Kaggle);

— класс Severe: 2 680 изображений поврежденных коленных суставов
(1 353 снимка колен пациентов Красноярского края; 1 337 снимков с
Kaggle).
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Дизайн исследования состоит из 4-х этапов:
Этап 1. Проведение предобработки реальных МРТ снимков колен-

ных суставов пациентов Красноярского края путем изменения DICOM
формата изображений в JPEG и проведение масштабирования до раз-
мера снимков с Kaggle в 224 × 224 пикселей.

(а) (б)

Рис. 1. Примеры обезличенных изображений суставов: (а) — неповрежденный
коленный сустав, (б) — поврежденный коленный сустав

Этап 2. Формирование базы данных путем объединения базы ре-
альных снимков с базой из Kaggle. Решение проблемы недостаточно-
сти входных данных и дисбаланса классов с помощью аугментации
(табл. 1). В результате итоговый набор составляет 40 000 изображений.
Разделение набора снимков на три выборки: тренировочная выборка
(70%) — 28 000 снимков (по 14 000 в каждом классе); валидационная
выборка (10%) — 4 000 снимков (по 2 000 в каждом классе); тестовая
выборка (20%) — 8 000 снимков (по 4 000 в каждом классе).

Таблица 1
Решение проблемы дисбаланса классов для изображений коленных суставов
пациентов Красноярского края совместно с БД Kaggle

Health Severe Всего
Исходные данные 3 804 2 690 6 494
Зеркальная трансформация
(вертикальная и горизонтальная)

+11 412 +8 070 +19 482

Аугментация +4 785 +9 240 +14 024
Всего 20 000 20 000 40 000

Этап 3. Реализация и обучение пяти классификационных мо-
делей сверточных нейронных сетей с различными архитектурами
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(EfficientNetB5, InceptionResNetV2, MobileNetV2, MobileNet, VGG16),
которые уже предобучены на базе ImageNet — наборе данных из более
чем 14 миллионов изображений, принадлежащих к 1000 классам.

Этап 4. Сравнительный анализ результатов нейросетевых моделей
по классификации здоровых и поврежденных коленных суставов. При
проведении оценки качества классификации использовались метрики
аккуратность (accuracy), точность (precision), полнота (recall), а также
показатели, соответствующие клинической информативности: чувстви-
тельность (sensitivity), специфичность (specificity).

В нашей работе матрица ошибок имеет структуру (табл. 2).

Таблица 2
Матрица ошибок

Реальные классы
Предсказанные СНС классы Класс Severe Класс Health

Класс Severe 𝑇𝑃 𝐹𝑃
Класс Health 𝐹𝑁 𝑇𝑁

Поскольку в данном исследовании была решена проблема дисбалан-
са классов, то это позволило рассматривать долю правильных класси-
фикаций снимков моделью, как метрику качества работы алгоритма:

Accuracy =
𝑇𝑃 + 𝑇𝑁

𝑇𝑃 + 𝐹𝑃 + 𝐹𝑁 + 𝑇𝑁
· 100%.

Показатели клинической информативности, чувствительность и специ-
фичность, помогают определить, насколько хорошо модель способна
выявить наличие или отсутствие заболевания. Чувствительность ди-
агностики модели (Recall для класса Severe) — вероятность того, что
поврежденные колени будут классифицированы моделью именно как
больные: Se = 𝑇𝑃

𝑇𝑃+𝐹𝑁 · 100%. Специфичность диагностики модели
(Recall для класса Health) — вероятность того, что здоровые будут клас-
сифицированы именно как здоровые: Sp = 𝑇𝑁

𝐹𝑃+𝑇𝑁 · 100%.
Стоить отметить, что метрики алгоритма классификации и показа-

тели клинической информативности имеют некоторое сходство, но они
предназначены для разных целей и работают в разных контекстах. Мет-
рики классификации измеряют производительность модели, в то время
как показатели клинической информативности помогают оценить зна-
чимость результатов диагностики или прогнозирования в медицинском
контексте.
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2. Результаты и обсуждения

Для построения нейронной сети были использованы открытые биб-
лиотеки Keras и TensorFlow. Программная реализация нейронных сетей
осуществлена на языке Python 3.9.1 с использованием программы Visual
Studio Code 2019г. Обучены 5 сверточных нейронных сетей с известны-
ми базовыми архитектурами на основе трансферного подхода, а имен-
но EfficientNetB5, InceptionResNetV2, MobileNet, MobileNetV2, VGG16.
Применена аугментация данных и метод регуляризации dropout с пара-
метром 0,4 для преодоления эффекта переобучения нейронных сетей. С
помощью метода compile() из пакета Keras связывали модели с оптими-
затором Adam и метрикой accuracy, в качестве функции потерь исполь-
зовали категориальную кросс-энтропию. Пространственное объедине-
ние осуществляется с помощью maxpooling. Все скрытые слои снабже-
ны функией активации ReLU, в последнем слое — сигмоидальная функ-
ция. Обучение сетей запускали с ограничением 10 эпох. После заверше-
ния обучения происходило сохранение весов и образа модели. Наилуч-
шие результаты на обучающей выборке показали модели EfficientNetB5
(accuracy = 96,26%) и InceptionResNetV2 (accuracy = 96,28%). Модель
EfficientNetB5 в течение всего процесса обучения показывала самый
устойчивый результат, не переобучалась и показала самое низкое зна-
чение функции ошибки, равное 0,111. Модель InceptionResNetV2 имеет
loss=0,15, MobileNet — loss=0,136, MobileNetV2— loss=0,135. Cамое вы-
сокое значение функции ошибки, равное 0,43, показала модель VGG16.
Результаты классификации моделей представлены в таблице 3.

Таблица 3
Распределение моделей по метрикам классификации на тестовой выборке

Название модели Accuracy (%) Se (%) Sp (%)
EfficientNetB5 95,55% 95,5% 95,5%
InceptionResNetV2 94,39% 92,3% 96,4%
MobileNet 93,19% 91,3% 95,1%
MobileNetV2 91,80% 91,2% 92,3%
VGG16 91,51% 94,6% 88,4%

Cравнительный анализ результатов моделей на тестовой выборке по-
казал, что лучшей моделью классификации МРТ снимков по признаку
отсутствия или наличия ОА является модель EfficientNetB5. Наихуд-
ший результат у модели c базовой архитектурой VGG16.
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Заключение

В ходе данной работы были обучены и построены 5 моделей СНС
позволяющие достаточно хорошо решать задачу классификации МРТ
изображений коленных суставов для распознавания наличия ОА. Наи-
лучший результат показала модель c архитектурой EfficientNetB5, ее
можно использовать в качестве вспомогательного инструмента в скри-
нинговой диагностике ОА, путем интегрирования в соответствующие
медицинские информационные системы.
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Предлагается разработка цифровой платформы для поддерж-
ки принятия стратегических решений по развитию энергетики
России. Разработку предлагается выполнять на основе экоси-
стемы знаний, которая в свою очередь, рассматривается как
ядро ИТ-инфраструктуры системных исследований в энергети-
ке, разработанной в ИСЭМ СО РАН под руководством авторов
в рамках проекта по госзаказу РФ «Методология построения
ИТ-инфраструктуры для разработки интеллектуальных систем
управления развитием и функционированием систем энергети-
ки».Ключевые слова: цифровая платформа, экосистема зна-
ний, ИТ-инфраструктура системных исследований в энергети-
ке, интеллектуальные и математические технологии.

Введение

Актуальность решения обозначенной проблемы обусловлена в первую
очередь значимостью энергетики как критической инфраструктуры,
устойчивое развитие которой является залогом процветания государ-
ства.

К настоящему времени в России сформировалась комплексная
иерархическая система управления текущей и перспективной деятель-
ностью топливно-энергетического комплекса (ТЭК) страны и его от-
раслей: электроэнергетической, угольной, нефтяной, газовой теплоснаб-
жения. Каждая отрасль, в силу определенной специфики, имеет свою
отличающуюся систему управления. Система управления включает го-
сударственный и корпоративный уровни.

Результаты получены в рамках проекта по госзаданию ИСЭМ СО РАН «Мето-
дология построения ИТ-инфраструктуры для разработки интеллектуальных систем
управления развитием и функционированием систем энергетики», № госрегистрации
АААА-А21-12101209007-7.
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В данной системе существуют определенные проблемы. В частности,
требует расширения законодательная база энергетики. Кроме того, тре-
буют большего согласования решения, формируемые на верхнем уровне
государственного управления и на корпоративном уровне энергокомпа-
ний, которые принимают решения, в первую очередь, исходя из своих
коммерческих интересов. Наряду с этим налицо недостаточная скоор-
динированность перспектив развития ТЭК отдельных регионов и стра-
тегических решений по развитию ТЭК страны. В целом, формируется
нерациональная структура топливно-энергетических балансов отдель-
ных регионов с соответствующим сдерживанием темпов их развития.

К возникновению указанных проблем фактически привели резуль-
таты решений, принимаемых в рамках существующей системы управ-
ления ТЭК и ее отраслей (обосновываемых с использованием ныне
имеющегося в распоряжении субъектов системы управления инстру-
ментария). Очевидно, что для решения и предупреждения возникаю-
щих проблем необходимы подготовка и принятие научно обоснованных
стратегических решений по устойчивому развитию энергетики, с уче-
том требований энергетической безопасности, экологических и социо-
экономических факторов.

Для выработки таких решений необходимо привлекать как матема-
тические методы, так и методы искусственного интеллекта (ИИ) и инно-
вационные методы управления знаниями. В свою очередь, актуальность
предлагаемого проекта обусловлена как необходимостью развития ме-
тодов управления знаниями и методов ИИ, так и необходимостью их
интеграции с математическими методами для успешного решения по-
ставленной проблемы.

В связи с развитием тенденции цифровой экономики стали говорить
об экономике, основанной на знаниях (knowledge based economy), или
проще, но менее корректно – экономике знаний (knowledge economy).
В то же время при проектировании цифровой платформы поддерж-
ки принятия стратегических решений в энергетике (ЦП ППСР), ко-
торая должна объединять информационную, модельно-программную и
интеллектуально-аналитическую системы, как правило, основное вни-
мание уделяется первым двум. Авторы предлагают обратить внимание
на разработку интеллектуально-аналитической системы и использовать
для поддержки принятия решений в исследованиях и управлении раз-
витием энергосистем экосистему знаний в энергетике.

В качестве научного прототипа ЦП ППСР рассматривается раз-
рабатываемая под руководством авторов ИТ-инфраструктура для по-
строения интеллектуальных систем управления развитием и функцио-
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нированием систем энергетики (далее для краткости будем называть
ее ИТ-инфраструктура системных исследований в энергетике). ИТ-
инфраструктура разрабатывается в рамках проекта по госзаказу ИС-
ЭМ СО РАН «Методология построения ИТ-инфраструктуры для раз-
работки интеллектуальных систем управления развитием и функцио-
нированием систем энергетики» (2021-2025).

1. Основные определения

Экосистема. Термин «биологические экосистемы», как сообщества
взаимодействующих организмов, расположенных в определенной гео-
графической среде, первоначально был введен британским ботаником
Артуром Тэнсли в 1930-х годах [1]. Он отражает непрерывную сов-
местную эволюцию организмов, которые приспосабливаются к внеш-
ним изменениям и нарушениям, ощущаемым в окружающей их среде.
За рубежом термин «экосистема» в последнее время использовался как
метафора и часто фигурировал в литературе по промышленному мар-
кетингу [2, 3] .

Цифровая экосистема. По мере развития тенденции цифровой
экономики в РФ получил широкое распространение термин «Цифро-
вая экосистема», под которой понимают сеть взаимосвязанных цифро-
вых технологий, платформ и услуг, взаимодействующих друг с дру-
гом для создания ценности для бизнеса и потребителей. Также «Циф-
ровую экосистему» определяют как цифровое пространство, в кото-
ром «бесшовно» функционирует множество сервисов одной компании
или нескольких участников-партнёров. Примеры цифровых экосистем:
Apple, Microsoft, Google, Tesla, Amazon, в России: Сбер, Яндекс, МТС,
Магнит и другие громкие бренды. Авторами экосистема знаний рас-
сматривается как развитие и специализация цифровой экосистемы [4].

Цифровая платформа. Согласно решению Высшего Евразийско-
го экономического совета от 11.10.2017 № 12 «Об основных направле-
ниях реализации цифровой повестки Евразийского экономического со-
юза до 2025 года», под цифровой платформой (ЦП) понимают систему
средств, поддерживающую использование цифровых процессов, ресур-
сов и сервисов значительным количеством субъектов цифровой экоси-
стемы и обеспечивающую возможность их бесшовного взаимодействия.
Иначе говоря, понятие ЦП для экосистемы знаний включает не только
компьютерные и математические модели, но и базы данных и знаний,
информационную и интеллектуальную подсистемы, подсистему визуа-
лизации и необходимые сервисы.
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2. Экосистемы знаний

Экосистемы знаний рассматриваются как инновационный подход к
управлению знаниями. Идея «Экосистемы знаний» представляет со-
бой подход к управлению знаниями, направленный на развитие взаимо-
действий между участниками обмена (агентами), упрощение процесса
принятия решений и стимулирование инноваций, благодаря эволюции
сотрудничества между агентами [5]. Это направление активно разви-
вается за рубежом (например, в [6] выполнен обзор 80 источников).
В России проблематика экосистем знаний проработана гораздо хуже,
что подтверждается, в том числе, расхождениями в терминологии: на-
пример, используются термины «знаниевые экосистемы», «экосистема
управления знаниями» [7, 8]. Важность проблемы управления знания-
ми подчеркивается в работе [9]. В ней отмечается, что существующие
подходы к управлению знаниями (УЗ) в российских компаниях носят
пока фрагментарный характер, фокусируясь лишь на отдельных аспек-
тах УЗ (например, на информационных технологиях).

Экосистемы знаний определяют, как «организации, состоящие из
различных акторов, объединенных совместным поиском ценных зна-
ний, и в то же время обладающих независимой деятельностью за пре-
делами экосистемы знаний» [10]. Одним из ключевых является понятие
«артефакты». В контексте экосистемы артефакты относятся к продук-
там и услугам, входам и выходам (включая материальные и нематери-
альные ресурсы), которые совместно создаются всеми участниками как
выход на уровне экосистемы [11, 12]. Субъектов, взаимодействующих с
экосистемой знаний, можно разделить на две категории: разработчики
(участники) и пользователи (бенефициары). Эти две категории не обя-
зательно исключают друг друга, и вкладчики (участники) могут стать
членами-бенефициарами и наоборот [13].

Экосистемы знаний отличаются от первоначальной концепции
бизнес-экосистемы по нескольким параметрам: 1) в основном географи-
чески сгруппированные или локализованные вокруг конкретной «горя-
чей точки», экосистемы знаний вращаются вокруг ключевого актора
или «опорного владельца»; 2) компании располагаются в этих конкрет-
ных географических горячих точках и вокруг них, чтобы развивать и
обмениваться неявными знаниями; краеугольным актором или игроком
часто выступает университет или исследовательская организация; 3) ос-
новная деятельность экосистемы знаний сосредоточена на разработке и
создании общей базы знаний, при этом основное внимание уделяется
совместному исследованию, а не использованию знаний [14].



558 Л. В. Массель, А. Г. Массель

Актуальность решения проблемы построения экосистем знаний в
России обусловлена в первую очередь возрастанием в современном ми-
ре роли управления знаниями (УЗ), в связи со сложностями идентифи-
кации актуальной и ценной для принятия решений информации из-за
возрастания ее объемов; быстрой потери актуальности знаний; а также
осознания того, что ошибки и игнорирование проблематики УЗ может
привести к фатальным последствиям [9]. В научных организациях эта
проблема также полностью не осознана, например, неявные знания уче-
ных и получаемые научные результаты, в частности, в исследованиях
энергетики, не трансформируются своевременно в прагматические зна-
ния, которые могут быть применены в энергетических организациях,
а это невозможно сделать без разработки теоретических основ, мето-
дов и средств управления знаниями. Предлагается подход, развиваемый
коллективом под руководством авторов, в котором ИТ-инфраструктура
системных исследований в энергетике, ядром которой является экоси-
стема знаний, рассматривается как научный прототип ЦП ППСР.

3. ИТ-инфраструктура системных исследований энергетики
как основа экосистемы знаний в области энергетики

Отличие экосистем знаний в бизнесе и науке состоит в том, что в
первом случае основное – накопление знаний как стратегического ре-
сурса и их обработка для обеспечения конкурентного преимущества.
Для экосистемы знаний в науке главное – накопление и обработка зна-
ний для получения новых знаний, в перспективе – применение накоп-
ленных знаний для практических целей, с учетом необходимости кон-
курентных преимуществ. Архитектура ИТ-инфраструктуры включает
четыре уровня: 1) математические, семантические и информационные
модели, интегрируемые с помощью авторского Языка управления зна-
ниями; 2) Инструментальная среда, включающая: интеллектуальную
ИТ-среду семантического моделирования; Хранилище данных и знаний;
онтологический портал, объединяющий онтологическое пространство
знаний в энергетике; инструментальную среду для построения цифро-
вых двойников энергетических объектов и систем; 3) цифровые двой-
ники (ЦД) агрегатов, объектов и систем и умные ЦД энергетических
систем и ТЭК в целом. Уровни построения ЦД соответствуют уров-
ням управления: оперативное, тактическое и стратегическое (уровень
умных ЦД). Подробно архитектура ИТ-инфраструктуры представлена
в [15]. Экосистема знаний в энергетике на основе онтологического пор-
тала рассматривается как ядро ИТ-инфраструктуры.
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4. Цифровая платформа поддержки принятия
стратегических решений в энергетике (ЦП ППСР)

Цель проекта – разработка цифровой платформы для анализа усло-
вий функционирования ТЭК при взаимосвязанной работе энергетиче-
ских отраслей, с учетом взаимосвязей энергетики и экономики, и под-
держки обоснования и принятия управленческих (стратегических) ре-
шений в целях обеспечения рационального и надежного топливо- и энер-
госнабжения потребителей энергоресурсов в перспективе.

Основные задачи, решаемые для достижения цели: 1) построение ин-
формационной модели ТЭК, включая разработку онтологических мо-
делей энергетических систем и ТЭК в целом, необходимых моделей
данных и структуры взаимосвязанных баз данных, используемых ма-
тематическими моделями; 2) определение системы необходимых мате-
матических моделей, включая модели энергетических отраслей страны,
модели ТЭК, модели взаимосвязей энергетики и экономики и их взаи-
модействия в рамках единого ТЭК страны; 3) определение требований
к web-сервисам, реализующим математические модели, и интерфейсам
разных категорий пользователей (ЛПР – лиц, принимающих решения);
экспертов, обеспечивающих обоснование решений; и лиц, обеспечиваю-
щих подготовку информации для экспертов); 4) подготовка информа-
ции для принятия управленческих решений в областях: оценки состо-
яния ТЭК (области, региона, федерального округа, страны) как в ста-
бильных условиях, так и в условиях предкризисных и кризисных ситу-
аций; прогнозирования направлений развития ТЭК и необходимых ме-
роприятий, с учетом требований энергетической безопасности; обосно-
вания решений по модернизации и/или строительству новых объектов
ТЭК; 5) адаптация и обеспечение возможности использования интел-
лектуальных систем (экспертных систем, систем семантического моде-
лирования, систем машинного обучения) для подготовки и обоснования
управленческих решений; 6) 3D-визуализация предлагаемых решений,
в том числе с помощью интерактивной геоинформационной системы
(ГИС).

Заключение

Предложен проект построения цифровой платформы для поддерж-
ки принятия стратегических решений (ЦП ППСР) по развитию энер-
гетики. В качестве основы этой ЦП предлагается рассматривать ИТ-
инфраструктуру системных исследований в энергетике, ядром которой,
в свою очередь, является экосистема знаний, интегрирующая типовые
компоненты СППР: информационную систему (включающую ГИС),
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модельно-программную систему и интеллектуально-аналитическую си-
стему. Новизна проекта построения ЦП ППСР по развитию энергетики
определяется, в том числе, инновационным подходом к управлению зна-
ниями в области энергетики (концепцией экосистемы знаний в энергети-
ке, обеспечивающей интеграцию информационных, интеллектуальных
и математических технологий). Имеется существенный задел, выпол-
ненный в рамках проекта по госзаказу ИСЭМ СО РАН «Методология
построения ИТ-инфраструктуры для разработки интеллектуальных си-
стем управления развитием и функционированием систем энергетики»
(2021-2025).
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ПОДГОТОВКА ДАННЫХ ДАТАСЕТА «VEHICLE
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Югорский Государственный Университет, г. Ханты-Мансийск, Россия

Перед подачей исходных данных в алгоритмы машинного обуче-
ния и методы построения ансамблей деревьев решений важным
процессом является анализ и предобработка данных. В данной
статье мы рассматриваем процесс предобработки данных, ис-
пользуя конкретный набор данных Vehicle Insurance Data от
страховой организации Эфиопии, содержащий информацию о
страховании транспортных средств за 2011 - 2018 год. Набор
данных включает в себя от 10 ключевых признаков, которые
будут использоваться для предсказания страховой премии на
основе методов построения деревьев решений и моделей ней-
ронных сетей. Мы подробно рассматриваем этапы очистки дан-
ных, обработки пропущенных значений, кодирования категори-
альных переменных, нормализации, масштабирования данных,
обработки временных данных с целью повышения точности ра-
боты будущей модели. Ключевые слова: страхование, предо-
бработка данных, машинное обучение, страховая премия.

Введение

В эпоху больших данных и машинного обучения качественная под-
готовка данных играет ключевую роль в успешном решении различ-
ных аналитических задач. Одной из таких задач является предсказание
страховой премии, что имеет особенное значение для страховых компа-
ний. В данной статье рассматривается процесс подготовки данных дата-
сета «Vehicle Insurance Data 2018» [1] с целью дальнейшего построения
модели машинного обучения для предсказания страховой премии.

Предсказание страховой премии является критически важной зада-
чей для страховых компаний, так как от точности этих предсказаний
зависит их прибыльность и конкурентоспособность. Правильное пред-
сказание позволяет устанавливать адекватные цены на страховые поли-
сы, обеспечивая баланс между привлекательностью предложений для
клиентов и финансовой устойчивостью компании.
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1. Обзор датасета

Датасет «Vehicle Insurance Data 2018» содержит информацию о стра-
ховых полисах, включающий обезличенные данные клиентов, характе-
ристики транспортных средств (далее ТС) и детали страховых догово-
ров. Этот набор данных представляет собой ценный ресурс для анализа
и построения прогнозных моделей, поскольку он охватывает широкий
спектр факторов, влияющих на расчет страховой премии. В необрабо-
танном виде он содержит 802036 записей за время работы Эфиопской
страховой организации с 2011 по 2018. Датасет содержит 12 ключевых
признаков, которые предстоит проанализировать в данной работе (см.
табл. 1).

Таблица 1
Описание признаков для набора данных «Vehicle Insurance Data 2018»

№ Наименование Тип Описание
0 SEX int64 Пол клиента
1 INSR_TYPE int64 Тип страхования
2 INSURED_VALUE float64 Стоимость ТС
3 PREMIUM float64 Страховая премия
4 PROD_YEAR float64 Год производства ТС
5 SEATS_NUM float64 Кол-во сидений в ТС
6 CARRYING_CAPACITY float64 Грузоподъемность ТС
7 TYPE_VEHICLE object Тип ТС
8 CCM_TON float64 Вес в тоннах для ТС.
9 MAKE object Марка ТС
10 USAGE object Цель использования ТС
11 CLAIM_PAID float64 Выплата по убыткам

Статистическе данные датасета содержат среднее значение 𝑚, меди-
ану𝑀 и среднеквадратическое отклонение 𝜎 для каждого из признаков
датасета.

На основе распределения данных в датасете можно судить о необхо-
димости в следующих этапах работы:

1. Провести маппинг числовых признаков «SEX» и «INSR_TYPE»
в соответствии с данными из справочника по страхованию [2].

2. Необходимость перевести некатегориальные данные «object»
в числовой тип данных для вторичных признаков «INSR_END»,
«INSR_BEGIN», «EFFECTIVE_YR».
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3. В виду сильной разницы между медианой 𝑀 и средним зна-
чением 𝑚, а также высокого среднеквадратического отклонения 𝜎,
для каждого и из признаков можно судить о наличии выбросов
в данных, соответственно, необходимо провести удаление выбросов
для признаков «INSURED_VALUE», «PREMIUM» «SEATS_NUM»,
«CARRYING_CAPACITY».

2. Очистка Данных

Качество данных напрямую влияет на производительность и точ-
ность моделей машинного обучения. Неполные и неточные данные мо-
гут привести к созданию моделей, которые делают неверные прогнозы
или принимают ошибочные решения. Очистка данных, включает в се-
бя удаление дубликатов, исправление ошибок и заполнение пропусков,
что позволяет повысить надежность исходных данных и как следствие
улучшить качество модели. Работа с данными проводилась на языке
программирования Python с использованием библиотек «pandas» [3] и
«numpy» [4] в среде разработки «Jupyter Notebook». Исходный файл
с проектом обработки данных можно найти в Github проекте автора
статьи [5].

Первым этапом очистки данных является преобразование всех воз-
можных нечисловых значений в числовой формат. Делается это с целью
последующей подачи обработанных данных в алгоритмы машинного
обучения. В данном случае, было выполнено преобразование строко-
вого значения дат с шаблоном строки «%d-%b-%y» в числовой фор-
мат «datetime» для двух признаков «INSR_BEGIN» и «INSR_END».
Выполнено преобразование признака «EFFECTIVE_YR» из строково-
го значения в числовой формат «float64».

Следующим этапом избавляемся от дубликатов и отрицательных
значений. Так как мы знаем, что признак «EFFECTIVE_YR» отоб-
ражает год вступления страхового полиса в силу, мы убираем отрица-
тельные значения для этого признака путем возведения числа в модуль.

В случае обработки пропусков, за пропуск мы считаем значе-
ние признака равного «NULL» (в признаке нет данных) или зна-
чение признака равного нолю. С целью упростить обработку про-
пусков, мы удалим «NULL» записи для признаков, в которых ко-
личество «NULL» значений меньше 600. Для текущего набора дан-
ных такими признаками оказались «EFFECTIVE_YR», «PREMIUM»,
«PROD_YEAR», «SEATS_NUM», «CCM_TON», «MAKE». Значения
для признака «CLAIM_PAID» заменяются на значение равное нолю,
так как данный признак отражает выплату по договору страхования, а
отсутствие данных означает что выплаты не было.
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Для признаков, значения которых равны нолю мы заменяем зна-
чения на медианные, ориентируясь на косвенные признаки. Так, для
признака «INSURED_VALUE» мы берем медианные значения ориен-
тируясь на признаки «TYPE_VEHICLE», «MAKE», «PROD_YEAR»

Похожие действия проделываются для признаков: «SEATS_NUM»,
«CCM_TON» и «CARRYING_CAPACITY». Для целевого признака
«PREMIUM» содержание нулевых значений в данных не несет для нас
никакой информативной ценности, такие значения удаляем.

В качестве метода определения выбросов для каждого числового
признака была использована Z-оценка [6] с использованием квантилей
Q1 (значение, ниже которого находятся 25% данных) и Q3 (значение,
ниже которого находятся 75% данных). На основе этих квантилей вы-
числялся интервальный размах IQR и определялись нижние и верх-
ние границы для определения и удаления выбросов. Для признаков
«INSURED_VALUE» и «PREMIUM» Z-оценка проводилась без при-
вязки к сторонним признакам.

В случае признаков «SEATS_NUM», «CARRYING_CAPACITY»,
«CCM_TON» удаление выбросов проводилось путем группировки зна-
чений по признаку типа автомобиля «TYPE_VEHICLE», так как каж-
дый тип автомобиля (автомобиль, автобус, мотоцикл и т.д.) имеет свои
средние значения по количеству мест, грузоподъемности и весу транс-
портного средства.

После очистки данных было проведено вычисление корреляции меж-
ду целевым признаком «PREMIUM» и вторичными признаками (см.
таблицу 2). Как можно видеть, в большинстве случаев корреляция
уменьшается, что в дальнейшем поможет повысить устойчивость и
обобщаемость модели машинного обучения.

Таблица 2
Корреляция между признаками до и после удаления выбросов

Коррелируемый признак Корреляция
до удаления
выбросов

Корреляция
после удале-
ния выбросов

INSURED_VALUE 0,574 0,387
SEATS_NUM 0,269 0,180
CARRYING_CAPACITY 0,067 0,052
CCM_TON 0,352 0,352
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3. Преобразование Данных

Различные типы данных могут иметь разные масштабы и единицы
измерения. Нормализация и стандартизация данных помогают приве-
сти их к единому виду, что облегчает обучение модели. Это особенно
важно для алгоритмов, чувствительных к масштабированию признаков,
к примеру: градиентный спуск.

В качестве метода кодирования категориальных признаков был вы-
бран метод — One-Hot Encoding [6, с. 205], в силу небольшого количе-
ства имеющихся категорий в данных. Как инструмент кодирования ин-
формации, был выбран метод «OneHotEncoder» из библиотеки Python
«sklearn». Для всех категориальных признаков было проведено One-Hot
кодирование, что увеличило размерность признаков с 13 до 563 (размер-
ность столбцов в наборе данных).

Окончательным этапом преобразования текущих данных является
нормализация. В качестве метода нормализации данных был выбран
«MinMaxScaler» [7, с. 130]. В качестве инструмента нормализации, была
выбрана функция «MinMaxScaler» из библиотеки Python «sklearn».

Однако, данное масштабирование выполнено только для обучения
одной модели машинного обучения и может не подойти для таких ал-
горитмов как деревья решений или случайные леса.

4. Визуализация Данных

В качестве инструмента визуализации данных была выбрана библио-
тека Python «seaborn», содержащая множество методов отображения
данных. На рисунке 1 видно распределение данных целевого признака
до и после удаления выбросов. Визуальное распределение отображает
однородность подготовленных данных, а также отсутствие обработан-
ных выбросов

Рис. 1. Распределение целевого признака страховой премии до и после обра-
ботки данных
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В процессе построения корреляционной матрицы для числовых при-
знаков была выявлена необходимость удаления признаков с корре-
ляцией выше значения 0,75 с целью улучшения обобщенности дан-
ных. Из таких признаков были выявлены и удалены: «INSR_BEGIN»,
«INSR_END», «OBJECT_ID». На рисунке 2 можно видеть матрицу
корреляции после удаления лишних признаков.

Рис. 2. Матрица корреляции после удаления лишних признаков

Заключение

В процессе данной работы была произведена обработка набора дан-
ных «Vehicle Insurance Data 2018». Были выполнены основные этапы
анализа и обработки данных: приведение данных к числовому фор-
мату, удаление дубликатов, обработка пропусков, удаление выбросов,
кодирование категориальных переменных, масштабирование числовых
признаков. В ходе анализа данных были выявлены и удалены призна-
ки с высокой корреляцией, что предположительно поможет улучшить
обобщаемость модели.

В ходе процесса удаления дубликатов было удалено 293537 дубли-
катов. В процессе заполнения пропущенных данных был использован
метод заполнения медианными значениями, что позволило заполнить
пропуски в 243873 экземплярах данных. С помощью метода Z-оценки
было произведено удаление 249944 выбросов для всех признаков дан-
ных. Визуализация данных до и после обработки наглядно демонстри-
рует улучшение распределения признаков, что подтверждает эффек-
тивность примененных методов.
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Развитие систем искусственного интеллекта (ИИ) требует тща-
тельного рассмотрения способов обеспечения безопасности и
комфорта пользователей. Необходимо понимать, что невозмож-
но подобрать универсальное решение, пригодное во всех странах
и социальных группах. Культурные, социальные, этические, ре-
лигиозные и законодательные нормы действуют в разных со-
обществах, и их нельзя разделять только по географическому
признаку. В данной работе акцентируется необходимость гиб-
кой адаптации систем ИИ под различные сообщества, рассмот-
рены возможные проблемы и пути решения данного вопроса.
Разработка различных профилей взаимодействия ИИ с пользо-
вателями является междисциплинарной проблемой, требующей
совместной работы как технических специальностей, так и в об-
ласти лингвистики, этики, религии, юриспруденции и других об-
ластей. Ключевые слова: этика искуственного интеллекта,
большие языковые модели, культурный профиль искуственного
интеллекта,локальная адаптация интеллектуальных систем

Введение

На сегодняшний день и в перспективе ближайшего будущего мож-
но утверждать, что искусственный интеллект (ИИ) становится полно-
ценным «партнером» человека в деловой и личной коммуникациях. Он
используется и применяется во многих сферах: образовательной, меди-
цинской, военной, научной, творческой, в сфере первичного отбора пер-
сонала и мониторинга, в сфере психологической диагностики, в сфере
отбора и адаптации персонала в международных компаниях, направ-
ленных на то, как согласно не только твердым навыкам и компетен-
циям, но и индивидуально-психологическому и культурному профилю

Иccледование выполнено в рамках научной программы Национального центра
физики и математики, направление № 9 «Искусственный интеллект и большие дан-
ные в технических, промышленных, природных и социальных системах
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подобрать кандидату наиболее релевантную вакансию. В психологии и
психотерапии на сегодняшний день получает распространение исполь-
зование электронных помощников в психотерапевтических практиках,
практиках улучшения навыков коммуникации и стратегии совладания
со стрессом (копинге), индивидуальном коучинге. Более того, ИИ, кото-
рый научится разбираться в кросс-культурной психологии и специфике
кросс-культурных коммуникаций, сможет осуществлять помощь и под-
держку в адаптации сотрудников из разных стран и улучшении ком-
муникаций в кросс-культурных командах. С помощью различного рода
приложений, онлайн ассимиляторов и рекомендательных сервисов мож-
но ускорить процессы адаптации к «новым когнитивным реальностям».
В ближайшем будущем множество рутинных трудовых функций будет
передано искусственному интеллекту и роботам и человек вынужден
будет с ними взаимодействовать, то возникнет вопрос выстраивания эф-
фективного взаимодействия человеческого и искусственного интеллек-
тов. Крайне важно обеспечить возможность комфортного и безопасно-
го взаимодействия, взаимопонимание и формирование положительных
впечатлений от общения с ИИ, а для этого важно обеспечить гибкость
и возможность индивидуальной настройки коммуникации.

1. Возможность обучения ИИ «пониманию» культурных
норм

Как человеческий, так и искусственный интеллект развивается и
проявляется благодаря обучению. С точки зрения этики, безусловно,
должен встать вопрос о том, что искусственный интеллект может вос-
приниматься как полноценный партнер по коммуникации. Отсюда вста-
ют вопросы о юридическом статусе искусственного интеллекта и фор-
мировании этических норм в данной коммуникации.

Очевидно, что есть необходимость интегрирования человеческих
культурных, социальных, религиозных и т.д. норм в системы ИИ. Зада-
ча эта крайне сложная, так как некоторые области могут быть крайне
острыми и чувствительными для пользователя. Первое, что необходимо
делать – это встраивать некоторую систему правил, инструкций и огра-
ничений в работу ИИ, для обеспечения нейтрально-доброжелательного
общения, базового уважения к собеседнику независимо от его убеж-
дений. Эта система правил должна разрабатываться и курироваться
учеными-юристами, специалистами по этике, психологии, религии, со-
циологии и т.д. и создаваться с учетом возможностей и ограничений
технических способов реализации.

Существует также обширный ряд инженерных проблем, особенно с
учетом того, что поведение многих интеллектуальных систем «непро-
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зрачно» и с трудом подается корректировке, поиск и исправление неже-
лательных эффектов может быть затруднено.

Следует повышать информированность и грамотность разработ-
чиков и пользователей о необходимости учета основных культурно-
языковых и этических профилях с целью обучения ИИ настройкам эф-
фективной и этической коммуникации (развивать «культурный интел-
лект ИИ»), развивать системы модерации и контроля действий пользо-
вателя для избегания нарушений закона или разжигания конфликтов.

Культурный интеллект ИИ – способность «понимать» и распозна-
вать каким образом мыслят представители разных культурных групп,
предсказывать их поведение в целях выстраивания эффективных ком-
муникаций. Безусловно, при воспитании ИИ важен как этический (об-
щий, универсальный), так и эмический (культурно-специфичный) ас-
пект.

Основной задачей разработчиков в контексте этик-подхода являет-
ся «научить» ИИ общаться исходя из общечеловеческих ценностей и
морально-этических принципов. То есть, в некотором смысле, быть об-
разцом поведения, даже если человек в коммуникации допускает гру-
бость и не совсем этичное поведение. Для примера возьмем Алису. Она
«научилась» достаточно этично вести себя с разными пользователями и
весьма корректно реагировать на не совсем этичные реплики. Однако в
кросс-культурных коммуникациях для достижения уровня этического
общения требуются дополнительные компетенции разработчиков, учет
различных культурных профилей, где помимо общей безопасности си-
стем ИИ с точки зрения потенциально возможного вреда для человека
и универсальных этических норм будут учитываться еще и культурные
параметры.

Одним из возможных решений этой проблемы является проведение
в некоторых системах мини-тестирования на основе принадлежности к
определенному культурному профилю. Например, система может спро-
сить о культурном происхождении человека и его личных убеждениях
для наиболее релевантной коммуникации в дальнейшем. Здесь крайне
важно обеспечить безопасность данных о пользователе и избежать воз-
можности утечки «досье» на пользователя, содержащего не только пер-
сональные данные, но и личностные особенности и убеждения.

2. Способы реализации гибкой настройки систем ИИ под
особенности пользователя

Выявление и учет дифференцированных культурно-когнитивных
параметров пользователей не является новой задачей, например, уже
довольно давно существуют исследования и работы об адаптации интер-
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фейсов, учебных материалов и т.д. под различные культурные особенно-
сти. Например, могут быть использованы инструменты учета влияния
культурных особенностей на специфику коммуникации, основу которых
составляют подходы Г. Хофстеде, Э. Холла [1]., Р Нисбетта, М. Холод-
ной. [2]. Г. Триандиса, [3]. Н. Лебедевой [5]. и др. Опираясь на выше-
перечисленные концепции, можно выделить ряд параметров, которые
лежат в основе анализа культурной специфики поведения, мышления
и деятельности и которые будут обуславливать собственно специфику
культурно-когнитивного профиля личности, коммуникации в целом и
этической коммуникации в частности: восприятие времени, простран-
ства и как следствие, специфика деятельности; специфика представле-
ния информации, специфика мышления и внимания; специфика соци-
альных коммуникаций; доминирующие ценности. [4].

В любой коммуникации можно условно выделить когнитивный и
операционный компоненты. Когнитивный компонент будет включать
в себя специфику когнитивного стиля, специфику принятия решений и
работы с информацией, специфику распределения внимания, специфи-
ку использования творческих подходов (креативности).

Операционный компонент – отношение ко времени, к инструкциям,
к целеполаганию, место в социуме, отношение к внешней среде, к ко-
мандной работе. Также будет значимым эмоциональный компонент, как
некий контекст, детерминирующий когнитивный и операционный ком-
поненты (контекстуальные параметры).

Используя данные инструменты можно построить модель культурно-
когнитивного профиля личности и, при необходимости, группы людей.
Далее, на основе выявленных личностных признаков возможно создать
несколько профилей ИИ, соответствующих основным культурным груп-
пам, между которыми ИИ сможет переключаться с появлением инфор-
мации о пользователе, с которым ведется взаимодействие. Набор этих
профилей и способы выбора между ними зависят от сферы применения
системы ИИ, масштаба, особенностей конкретной системы и решаемых
с ее помощью задач.

Таким образом, необходимо учитывать культуру, в которой фор-
мируется индивид как когнитивную и семиотическую системы. Любая
культура представляет собой определенный набор установок (так на-
зываемых культурных фреймов или схем, где четко описано ценности,
нормы, табу, включающие в себя отношение к возрасту (эйджизм) и по-
лу (гендерные нормы), отношение к статусу (имеет значение или «все
равны»), расовые стереотипы и предрассудки, отношение ко времени
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коммуникации, способы обработки информации и принятия решений и
т.п.

В идеале, речь идет о локализации работы ИИ в зависимости от при-
надлежности индивида к культурной группе. То есть речь идет о выра-
ботке общечеловеческих ценностей, которые впоследствии будут инте-
грированы в ядро интеллектуальных информационных систем (ИИС)
и будут определять «моральный облик ИИ». Речь идет о том, чтобы
научить в итоге ИИС различать этические и неэтические действия. То
есть помимо общечеловеческого этического и морального кодекса имеет
смысл добавить еще и культурно-специфический (по основным культур-
ным группам) свод этических правил и норм.

Можно критически относиться к этическому и ценностному кодек-
су других стран и культур, однако, необходимо понимать их генезис и
причины появления. Здесь не должно в конечном счете быть дихотомии
между универсализмом и культурной специфичностью. Поскольку язы-
ковые модели обучаются на большом объёме данных, то следует пред-
положить, что в зависимости от культуры и страны в ИИ будет так или
иначе воплощаться культура ( языковая, нравственная и этическая) его
создателей. Человечество в любом случае будет сталкиваться с кросс-
культурными различиями и до конца данные барьеры непреодолимы.

Научить ИИ этическому общению в рамках этнокультурных и ре-
лигиозных особенностей возможно, задав ему основные алгоритмы и
скрипты коммуникации, характерные для разных культур: базовые цен-
ности, специфика дискурса, табу, религиозные табу, стереотипы и пред-
рассудки и т.п.

3. Возможность цифровой эмпатии и более гибкой адаптации
к индивидуальным особенностям

Очень интересным в данном контексте будет выглядеть вопрос о
«цифровой эмпатии» и цифровом эмоциональном интеллекте. Посколь-
ку в настоящее время ИИ используется в разных сферах, то его необхо-
димо учить не только общеэтическим нормам, нормам коммуникации в
кросс-культурном контексте, межпрофессиональной коммуникации, но
и учету гораздо большему количеству личностных особенностей: воз-
раста, опыт, специальности, типа темперамента, особенностей социали-
зации, психологическим и интеллектуальным факторам.

Здесь же может быть реализована возможность инклюзии, учета
врожденных ограничений или вызванных заболеваниями. Опыт состав-
ления портрета личности и настройки способов коммуникации в зависи-
мости от этого уже есть у психологов, психиатров, специалистов спец-
служб и т.д. Но вот возможность учета этих параметров ИИ, с обеспече-
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ние безопасности пользователя, недопущению влияния на его мнение и
давления, соблюдения принципов «не навреди» - задача сложная, тре-
бующая дальнейших исследований и экспериментов.

Заключение

Системы ИИ развиваются стремительно и очевидно, что степень их
участия в жизни обычных людей будет увеличиваться. И для обеспече-
ния успешной и положительно окрашенной коммуникации необходимо
обучать и ИИ способам коммуникации с людьми и у людей формиро-
вать понимание основных принципов и основ функционирования тех-
нических интеллектуальных систем и их отличий от живого общения с
людьми.

Современное общество сейчас движется от идеи общего «выравнива-
ния» и усреднения к уважению к различиям между людьми и культура-
ми, возможности гибкой адаптации среды под человека для максималь-
ного раскрытия его способностей и талантов. И системы искусственного
интеллекта должны быть гибкими, адаптивными, эргатическими, инди-
видуально настраиваемыми.

Создание (проектирование) релевантных этнокультурных профилей
ИИ позволит существенно продвинуться в решении проблемы этической
коммуникации с учетом разницы культурных и личностных особенно-
стей, опыт создания таких профилей поможет разработке и внедрению
других адаптивных механизмов с упором на другие личностные особен-
ности.

Это сложная многоэтапная работа, но актуальная и целесообразная,
так как позволит избежать большого количества проблем, а, в некото-
рых случаях, и судебных исков.
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ДИАГНОСТИКИ СОСТОЯНИЯ ИЗОЛЯЦИИ

СИЛОВОГО ТРАНСФОРМАТОРА ПРИ
ОГРАНИЧЕННОМ НАБОРЕ ДАННЫХ

С.Ю. Петрова, А.Ю. Швец

Севастопольский государственный университет, г. Севастополь, Россия

Одним из ключевых препятствий на пути успешного примене-
ния искусственного интеллекта в задаче прогнозирования де-
фектов и предаварийного состояния электросетевого оборудова-
ния является недостаточное количество данных, характеризу-
ющих такого рода состояния. Исследование посвящено оценке
возможности применения моделей машинного обучения k-NN,
SVM, XGBoost, RandomForest, Prototypical Networks и Matching
Networks к задаче классификации аномальных состояний сило-
вого трансформатора. Работа проводилась с ограниченным ко-
личеством исходных маркированных данных, а именно, для обу-
чения модели были использованы 27 образцов, описывающих
аномальное технологическое состояние трансформаторов по 86
параметрам. Результаты сравнения показали, что Prototypical
Networks демонстрируют более сбалансированное и устойчивое
поведение на ограниченном обучающем наборе данных. Успеш-
ное выполнение экспериментов продемонстрировало практиче-
скую применимость методов One-Shot и возможность их исполь-
зования в реальных промышленных сценариях.
Ключевые слова: машинное обучение, неразрушающий кон-
троль оборудования, ограниченный набор исходных данных.

Введение

Cиловой трансформатор относиться к ключевому элементу электро-
энергетических систем, так как это дорогостоящее, сложное в ремонте
и обслуживании оборудование, отказоустойчивость которого непосред-
ственно влияет на надежность поставки электроэнергии. Состояние изо-

Работа поддержана Российским научным фондом в рамках программы: «Прове-
дение фундаментальных научных исследований и поисковых научных исследований
малыми индивидуальными научными группами» (региональный конкурс) № 24-21-
2001 «Искусственный интеллект в диагностике неисправностей и оценке состояния
электросетевого оборудования».. . .
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ляции силового трансформатора является важным параметром, от него
зависит надежность и безопасность эксплуатации.

Важно отметить, что традиционные методы диагностики трансфор-
маторов производят ограниченное количество данных, характеризую-
щих аномальные состояния оборудования, которые можно было бы ис-
пользовать в промышленных интеллектуальных агентах. Это являет-
ся несомненной проблемой, так как агенты искусственного интеллекта,
способные принимать решения с необходимой точностью, строятся на
алгоритмах машинного обучения, для обучения которых требуются ты-
сячи экземпляров дефектных состояний, маркированных экспертами.

Таким образом, возникает необходимость оценить существующие ме-
тоды машинного обучения и выработать рекомендации по их примене-
нию для разработки агентов искусственного интеллекта, диагностиру-
ющих состояние изоляции силового трансформатора при ограниченном
наборе исходных данных.

1. Описание исходных данных

Обычно, маркировка данных проводиться вручную и для сложных
предметных областей к этой работе привлекаются эксперты, облада-
ющие обширными знаниями соответствующей области. Такой процесс
аннотирования данных является дорогостоящим, занимает много вре-
мени и чреват ошибками.

Исследование проводилось на ограниченном объёме исходных мар-
кированных данных, а именно, для обучения моделей использовалось 27
экземпляров, описывающих технологическое состояние силовых транс-
форматоров с помощью 86 параметров. Данные были получены в ре-
зультате измерения электрических параметров изоляционных проме-
жутков, измерения сопротивлений постоянному току, потерь холостого
хода, измерения физико-химических показателей трансформаторного
масла, а также обследования и визуального осмотра конструктивных
элементов силовых масляных трансформаторов классом напряжения
10/0,4 кВ (см. табл. 1) У данных экземпляров был выявлен 31 тип де-
фектных состояний (см. табл. 2).

Анализ данных показал, что помимо ограниченности выборки, необ-
ходимо решать такие проблемы, как:

— Наличие пропусков в данных.
— Дисбаланс классов, а именно, существенное различие в количестве

данных, описывающих аномальные состояния, и данных, описыва-
ющих нормальную работу трансформатора.

— Данные разного масштаба и типа.
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Таблица 1
Cписок параметров технологического состояния трансформатора

Параметр ТР1 ТР2
Внешний осмотр вводов
Неудовлетворительное состояние уплотнений 2 2
Измерение электрических параметров изоля-
ционных промежутков
Сопротивление изоляции ВН-К, МОм 735 336
Тангенс угла диэлектрических потерь ВН-К, % 0.85 1.15
Измерение сопротивлений постоянному току
∆Rmin ВН (по всем ответвл.), % 0.4 19.5
Сопротивление обмотки НН фазы a, Ом 0.139 0.003
Сопротивление обмотки НН фазы c, Ом 0.242 0.034
∆Rmax НН, % 109 1244
Измерение потерь ХХ
Потери трехфазным методом, Вт 1097 1378
Измерение физико-химических показателей
трансформаторного масла
Пробивное напряжение масла, кВ 52.6 47.2
Влагосодержание масла, г/т 17 27
Кислотное число мг КОН/г 0.02 0.02
Температура вспышки, градусов 140 130
Тангенс угла диэлектрических потерь при 90∘ 4.13 3.29

Все вышеперечисленные проблемы были устранены посредством тща-
тельной предобработки данных, и внесением дополнительных функций
в реализуемые алгоритмы машинного обучения.

2. Экспериментальная часть

В работе исследовались алгоритмы способные классифицировать со-
стояние изоляции силового трансформатора. К таким алгоритмам отно-
сятся, например, SVM [1, 2], RandomForest [3], XGBoost [5] и k-NN [6].
Также была рассмотрена возможность использования более сложных
моделей, решающих проблему малого количества исходных данных, а
именно разновидность трансферного обучения, алгоритмы класса One-
Shot Learning: Prototypical Networks [7] и Matching Networks [8]. Оба
алгоритма позволяют модели обучаться распознавать новые классы на
основе всего одного обучающего примера данных.
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Таблица 2
Сокращенный список дефектов элементов силового трансформатора

Компонент Наименование дефекта
Магнитопровод Повреждение
Обмотки Увлажнение изоляции
Масло Низкий уровень масла
Масло Увлажнение
Масло Загрязнение
Вводы Повреждение уплотнений
Вводы Повреждение внешних контактов
ПБН Повреждение контактов
ПБН Отсутствие неповрежденных ответвлений

Радиаторы
Неудовлетворительное состояние поверхно-
сти

... ...

Цель экспериментов – определить смогут ли данные модели, обучен-
ные на ограниченном наборе маркированных экземпляров, эффективно
прогнозировать состояние изоляции силового трансформатора.

Оценка точности прогнозирования модели выполнялась с помощью
с помощью базовых метрик. Наиболее информативной метрикой для
решаемой задачи былаWeighted Average. Данная метрика хорошо рабо-
тает с несбалансированными классами, так как учитывает различную
степень важности чисел в наборе данных и дает адекватное представ-
ление о производительности модели. Метрика рассчитывается по фор-
мулам (1) и (2).

𝑊𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡𝑒𝑑𝐹1 =

∑︀
𝐹1𝑖𝑊𝑖∑︀
𝑊𝑖

, (1)

𝑊𝑖 =
𝑛− 𝑖
𝑁

. (2)

где 𝑁– общее количество экземпляров; 𝑛– количество экземпляров в
классе. Алгоритм расчёта следующий: для каждого класса состояний
создается задача бинарной классификации, в которой рассматриваемый
класс обозначается как положительный класс, а остальные классы – как
единый отрицательный класс. Данные по оценке качества и производи-
тельности каждой модели, сведены в таблицу (см. табл. 3).
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Таблица 3
Результаты оценки точности моделей

XGBoost
(Training Accuracy: 80.0%, Model Accuracy Score: 20.00%)

precision recall f1-score support
Micro avg 0.95 0.97 0.96 63
Macro avg 0.46 0.48 0.47 63
Weighted avg 0.94 0.97 0.95 63
Samples avg 0.95 0.97 0.96 63

RandomForest
(Training Accuracy: 100.0%, Model Accuracy Score: 16.67%)

precision recall f1-score support
Micro avg 0.91 0.96 0.93 74
Macro avg 0.44 0.47 0.45 74
Weighted avg 0.91 0.96 0.93 74
Samples avg 0.91 0.96 0.93 74

k-NN
(Training Accuracy: 20.0%, Model Accuracy Score: 0.0%)

precision recall f1-score support
Micro avg 0.84 0.80 0.82 61
Macro avg 0.36 0.35 0.35 61
Weighted avg 0.81 0.80 0.79 61
Samples avg 0.85 0.80 0.82 61

Prototypical Networks
(Training Accuracy: 86,7%, Model Accuracy Score: 65,3%, Loss: 0,35%)

precision recall f1-score support
Macro avg 0,83 0,83 0,83 2500
Weighted avg 0,83 0,83 0,83 2500

Matching Networks
(Training Accuracy: 92,5%, Model Accuracy Score: 39,4%, Loss:0,46%)

precision recall f1-score support
Macro avg 0,70 0,71 0,70 7500
Weighted avg 0,70 0,70 0,70 7500

3. Обсуждение результатов

Модель, обученная с помощью алгоритма RandomForest сильно пе-
реобучена, так как точность на обучающей выборке составляет 100%, в
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то время как точность на тестовой выборке очень низкая 16.67%. Это
указывает на то, что модель плохо обобщает на новых данных.

Модель, обученная с помощью метода k-NN, не справляется с зада-
чей классификации на тестовой выборке (0.0% точности). Это может
быть связано с тем, что алгоритм k-NN требует тщательного подбора
параметров и возможно, большего объема данных для адекватной ра-
боты.

XGBoost имеет самые высокие значения micro avg (precision 0.95,
recall 0.97, f1-score 0.96) и weighted avg (precision 0.94, recall 0.97, f1-
score 0.95), что указывает на его лучшую производительность для часто
встречающихся классов по сравнению с другими алгоритмами. XGBoost
также показал немного лучшие результаты по macro avg (precision 0.46,
recall 0.48, f1-score 0.47) по сравнению с RandomForest, что указывает
на лучшую работу с редкими классами.

Алгоритм классификации Matching Networks продемонстрировал
высокую способность к запоминанию обучающего набора данных, что
подтверждается высоким значением Training Accuracy (92.5%). Однако,
при оценке модели на новых данных, Model Accuracy Score оказалась
низкой (39%). Это свидетельствует о недостаточной обобщающей спо-
собности модели, что, вероятно, связано со способностью запоминать
даже шум в данных, который может приводить к недооценке обобща-
ющей способности модели при оценке на новых данных. Это особенно
заметно в условиях ограниченного и несбалансированного набора дан-
ных, а также при наличии различий в масштабе признаков. Для улуч-
шения производительности Matching Networks необходимо проводить
более тщательное управление переобучением, возможно, с использова-
нием регуляризации или аугментации данных.

Модель Prototypical Networks демонстрирует более сбалансирован-
ное и устойчивое поведение на данных. И хотя Training Accuracy у
Prototypical Network (86,7%) несколько ниже чем у Matching Networks
(92,5%), модель Prototypical Network показывает значительно лучшее
обобщение на новых данных, так как Model Accuracy Score у Prototypical
Network 65,3% значительно выше 39,4% у Matching Networks, что ука-
зывает на меньшее переобучение Prototypical Network.

Заключение

Таким образом, эксперимент подтвердил жизнеспособность исполь-
зования искусственного интеллекта для диагностики состояния изоля-
ции силовых трансформаторов. Исследование может быть полезным
для специалистов в области электроэнергетики, которые занимаются
проектированием, эксплуатацией и ремонтом силовых трансформато-
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ров. Результаты исследования могут быть использованы для оптимиза-
ции процессов обслуживания и ремонта трансформаторов, что в свою
очередь позволит снизить затраты на их эксплуатацию и ремонт.

Несмотря на удовлетворительные результаты обучения, данная те-
матика имеет значительный потенциал для дальнейшего развития.
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Авторы критикуют распространённый в России подход, прежде
всего в правительственных кругах и в сфере подготовки кад-
ров высшей квалификации и высшего образования, переоцени-
вающий роль искусственного интеллекта в современной бухгал-
терской деятельности, и недооценивающий труд специалиста-
бухгалтера с высшим образованием и/или с ученой степенью.
Для обоснования ценности профессионального бухгалтерского
суждения в сфере бухгалтерского управленческого учета приво-
дится ряд примеров, в том числе из лучших зарубежных прак-
тик, о необходимости обоснования специалистом-бухгалтером
непростого выбора из ряда альтер-нативных решений. Фокуси-
руется внимание на сохранении западными аудиторскими ком-
паниями своей ниши на российском рынке аудиторских услуг на
фоне целенаправленного снижения государством уровня подго-
товки отечественных специалистов-бухгалтеров.
Ключевые слова: бухгалтерский управленческий учёт, бухгалтеры-
специалисты с высшим образованием (бакалавры, магистры),
бухгалтеры-кадры высшей квалификации (кандидаты и докто-
ра наук по научной специальности 08.00.12 «Бухгалтерский
учет, статистика»), искусственный интеллект (ИИ), запад-
ные аудиторские компании.

Введение

В 2020 году министр финансов РФ А. Силуанов назвал бухгалтер-
скую профессию вымирающей ввиду применения новых технологий и
искусственного интеллекта. Добавим к этому исключение с 2021 года
научной специальности 08.00.12 «Бухгалтерский учет, статистика» из
перечня специальностей подготовки кадров высшей квалификации, по
которым присуждаются ученые степени. Таким образом, в последние
годы в России, прежде всего в правительственных кругах и в сфере
подготовки кадров высшей квалификации и высшего образования ак-
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тивно распространяется мнение о том, что искусственный интеллект
(далее – ИИ) в самом ближайшем будущем вытеснит специалистов по
бухгалтерскому учету с рынка труда.

Посмотрим на ситуацию с другой стороны. Современный бухгалтер-
ский управленческий и финансовый учёт в силу своей высокой значи-
мости для задач управления организацией/бизнесом определяется во
многом как деятельность специалистов с высшим образованием (ба-
калавры, магистры) и высшей квалификации (с учёной степенью по
прежней научной специальности «Бухгалтерский учет, статистика»).
Деятельность в сфере бухгалтерского учёта нацелена на создание и со-
провождение информационной системы, которая не просто измеряет,
но обрабатывает и передает информацию о хозяйствующем субъекте
разного рода пользователям. Ошибочно думать, что бухгалтеры ком-
паний заняты только сбором и несложной обработкой информации. В
сферу деятельности бухгалтерского управленческого учёта включают-
ся все сложные процессы: прогнозирования, планирования, выполне-
ния показателей и контроля. Сам современный термин «бухгалтерский
управленческий учет» как нельзя лучше отражает его важнейшую роль
в управлении компанией и диктует высокий уровень требований к ква-
лификации занятых здесь сотрудников.

Кроме того, бухгалтеры выполняют критично важную для коллек-
тивов работников коммуникативную функцию. Немалая часть рабочего
времени бухгалтеров тратится на непосредственное общение с сотруд-
никами компаний и с их клиентами, на передачу, пояснения и интерпре-
тацию бухгалтерских показателей разным пользователям, чтобы предо-
ставляемая им информация была максимально доступна для понима-
ния.

Подчеркнём, что в учётной политике современных компаний очень
много развилок, что требует учёта факторов разной природы, техноло-
гической, технической, финансовой и социальной. Так, ярким приме-
ром в контексте текущей повестки обеспечения технологического суве-
ренитета РФ является развилка для технологических компаний – ко-
гда именно списать расходы на НИОКР и сформировать, таким обра-
зом, прибыль или убыток в текущем или будущем отчетном периоде.
Другим примером развилки являются вопросы распределения прибы-
ли. Например, на годовом собрании-2021 акционеров Тесла Илон Маск
заявил, что компания никогда не платила, не платит и не собирается
платить дивиденды, поскольку лучше остальных понимает как разви-
ваться дальше и как финнсировать это развитие [1]. Новостью прошло-
го года стало то, что компания Alphabet – владелец Google впервые в
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истории выплатит дивиденды. «Объявленные компанией Alphabet вы-
платы дивидендов и обратный выкуп в дополнение к стабильным пока-
зателям прибыли —- это не только глоток свежего воздуха для техно-
логического рынка в целом, но и очень разумная стратегия для гиганта
поисковых систем, переживающего трудное время года»[2]. Именно в
поле зрения специалистов-бухгалтеров находится структура формиро-
вания обобщающего финансового результата компаний. Например, чи-
стая прибыль уже упомянутой выше американской Тесла определяется
регулятивными ZEV-кредитами в большей степени, чем эффективно-
стью операционной деятельности. Этот факт подтолкнул компанию к
принятию сложного решения о снижении цен на производимую про-
дукцию. Анализ структуры формирования чистой прибыли российских
экспортёров показывает большую значимость курсовой ренты, чем при-
были от продаж несмотря на многолетнюю недооценность российского
рубля по зарубежным оценкам [3]. Продолжая рассуждения о выполне-
нии бухгалтерами коммуникативной функции в коллективе работников,
отметим важную роль специалистов бухгалтерского управленческого
учета в достижения взаимопонимания между администрацией и вла-
дельцами компании. Всё вышеперечисленное позволяет определить, к
примеру, функцию управления в части ценообразования как искусство.
Под силу ли данное искусство искусственному интеллекту? Сомневаем-
ся в этом, поскольку большая часть данных, которыми оперируют спе-
циалисты в области бухгалтерского управленческого учёта составляет
коммерческую тайну и не обнародуется ни в каком виде. Это относится
к размерам надбавок розничной торговли и оптового посредника, нор-
мам прибыли производителей, оценкам текущих и капитальных затрат,
а также к большинству показателей в физических единицах измерения.

Заключение

В контрасте с российскими подходами государственного регулиро-
вания подготовки кадров бухгалтеров в современной России принципи-
альной особенностью международных стандартов бухгалтерского учета
является поступательное расширение функций и отвественности бух-
галтеров. Как следствие этого мы наблюдаем прочное закрепление за-
падных аудиторских компаний на российском рынке аудиторских услуг,
прежде всего для отечественных крупнейших компаний. Сегодня, в 2024
году, на фоне рекордного количества санкций в отношении нашей стра-
ны особенно отчетливо заметно отсутствие запрета на оказание ауди-
торских услуг западными компаниями российским. Например, «быв-
шее российское подразделение Ernst & Young (EY) сменило название на
ООО «Центр аудиторских технологий и решений – аудиторские услу-
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ги». Это первые наследники «большой четверки», сменившие название»
[4]. Мы обратились к официальному ресурсу бухгалтерской финансовой
отчётности БФО [5], который публикует аудиторские заключения рос-
сийских компаний, в том числе самых крупнейших (ПАО Лукойл, ПАО
НК Роснефть, ПАО Сбер) и отмечаем сохранение позиций прежних за-
падных аудиторов в новейшей истории.
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Обсуждаются возможности применения алгоритмов метода вы-
деления структур при обработке эмпирических данных различ-
ной природы. Этот метод может быть отнесен к кластерным
методам, и он позволяет отыскивать в массивах многомерных
данных латентные структуры, фактически осуществляя проце-
дуру классификации объектов. Постановка и решение большого
количества практических задач очень близка к задачам имен-
но классификации: распределить все множество объектов, ха-
рактеризуемых общей системой признаков, на небольшое чис-
ло классов, руководствуясь поставленной целью и выбранными
критериями. Рассмотрены примеры решаемых задач.
Ключевые слова: кластерный анализ, структура, графы,
компонента связности, поток случайных событий.

Введение

Данная работа посвящена демонстрации возможностей применения
метода выделения структур (МВС) в различных модификациях к
исследованию геофизических данных.

Понятие структура подразумевает наличие множества элементов,
связанных между собой. В геофизических задачах сигналы могут иметь
разную физическую природу. Одной из основных задач геофизических
исследований является обнаружение скрытых объектов, обладающих
отличными от фона физическими свойствами (электрическими, маг-
нитными, упругими и т.д.). Обычно данные получают на некоторой
пространственной сетке (𝑥, 𝑦) (не обязательно равномерной) или на от-
дельных трассах (профилях). В любом случае каждой пространствен-
ной точке ставится в соответствие свой сигнал 𝑆(𝑥, 𝑦, 𝑡). Если сигналы
в двух точках мало отличаются друг от друга, то можно считать, что в
них и примерно одинаковое измеряемое свойство среды.

Иными словами, из данных исследований надо найти такие сигна-
лы, которые близки между собой, но отличаются от сигналов в других
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точках. В этом плане, постановка геофизических задач очень близка к
задачам классификации: распределить все множество объектов, харак-
теризуемых общей системой признаков, на небольшое число классов,
руководствуясь выбранным критерием.

1. Алгоритмы Метода Выделения Структур (МВС)

Методы многомерного анализа, к которым принадлежит МВС, сей-
час широко развиваются, и этот процесс не может быть отнесен только
к математической или прикладной статистике [1]. Эти методы применя-
ются при решении большого количества практических задач [2,3]. МВС
был разработан для нахождения явных и латентных структур в чис-
ловом массиве данных любой природы и включает в себя 3 алгоритма:
APFLOW, BINREL, MRS [4]. Для использования любого из алгорит-
мов МВС данные должны быть представлены в виде матрицы Объект-
Признак и матрица расстояний 𝐷𝑖𝑗 между каждой парой объектов c
номерами 𝑖 и 𝑗, выбрав метрику, как правило, Евклида или Хемминга.

Для описания работы алгоритмов МВС удобно использовать язык
теории графов. Вершины графа – объекты, рёбра – попарные расстоя-
ния𝐷𝑖𝑗 между объектами. АлгоритмыМВС в матрице𝐷 удаляют часть
ребер, получая для исходного полного графа несвязный подграф, каж-
дая связная часть которого называется компонентой связности. Этот
подграф объявляется структурой, которая называется «естественной».
МВС предусматривает и отыскания структур, обладающих определен-
ными, заранее заданными критериями. В этом случае, компонента связ-
ности становится отдельной структурой, если свойства объектов, ей
принадлежащих, удовлетворяют этим критериям. Критерии – это набор
требований к выделенному кластеру (отдельной структуре), которые
могут формулироваться как с использованием основных, так и вспо-
могательных признаков. Например, объекты выделенной компоненты
связности должны быть близки как в пространстве признаков, так и в
реальном пространстве.

Так, алгоритм APFLOW разработан для решения «потоковых» за-
дач, т.е. когда имеется множество объектов или событий, каким-то об-
разом упорядоченных в пространстве или во времени, и характеризуе-
мых только одним признаком (одномерные данные). Алгоритм разбива-
ет весь поток на участки, называемые «интервалами стационарности»
(ИС) по критерию близости значения этого признака. Этот алгоритм
был первоначально разработан для аппроксимации потока случайных
событий подходящим МС-потоком, поэтому в адаптированном варианте
сохранилась изначальная терминология.
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BINREL эффективен при обработке пространственных многомер-
ных данных, особенно, в задачах отыскания малоконтрастных объектов
или отделения объектов от фона.

MRS – классический дивизимный алгоритм кластерного анализа.
Этот алгоритм позволяет разбить все множество объектов на неболь-
шое число подмножеств. Подмножество фиксируется в качестве клас-
са, если элементы его связаны между собой сильнее, нежели с другими
объектами.

Примеры задач, решаемых МВС

Пример 1. Исследование отраженного электромагнитного
сигнала от поверхности материалов. Решалась задача о возмож-
ности использования электромагнитного сигнала в качестве детектора,
реагирующего на состояние объектов, перемещающихся по ленте кон-
вейера. Схожие по постановке задачи были рассмотрены в [5]. Лента с
объектами движется с определенной скоростью, над лентой закреплен
радар, излучающий электромагнитный сигнал определенной частоты.
Отраженный от материала, находящегося на ленте, сигнал периоди-
чески записывается. Проведенные экспериментальные исследования со
средами, отличающимися друг от друга диэлектрическими параметра-
ми, показали, что в качестве информационного признака, реагирующего
на состояние объекта, может выступать максимальное или минималь-
ное значение отраженного сигнала, т.е. одномерный поток случайных
данных. На рис.1 приведены поведение максимальных значений отра-
женного сигнала для модельной среды, (песок, бетон, сухие и влажные
опилки), вместе с результатами работы APFLOW [6].

Рис. 1. Поведение максимального значения отраженного сигнала от разных
поверхностей (пунктирная линия) и рассчитанные средние значения ИС
(сплошная линия).
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Пример 2. Гамма-каротаж. Задача, решаемая методом гамма-
каротажа, заключается в нахождении литологических границ в разрезе
с привязкой их по глубине. В этом методе гамма-кванты из окружающей
среды поступают на медленно опускающийся с постоянной скоростью в
скважину прибор с детектором, который фиксирует суммарное количе-
ство импульсов 𝑁(𝑡) за единицу времени. Поток гамма-квантов, дости-
гающий детектора в скважине, представляет собой случайный процесс.
И в каждой точке отсчета (на своей глубине) фиксируется случайная
величина – интенсивность 𝑁(𝑡). Н). На рис.2 представлены данные мо-
дельного эксперимента, имитирующего опускание датчика в скважину
и полученные алгоритмом APFLOW средние значения найденных ИС.

При фиксированном положении прибора на определенной глубине,
𝑁(𝑡) будет распределена по закону Пуассона. Для каждой породы при
одних и тех же условиях измерения характерна своя интенсивность из-
лучения гамма-квантов, и на этом факте построена методика выделения
слоев и нахождения их границ. Исследования показали, что алгоритм
надежно выделяет границы ИС в том случае, когда средние значения
интенсивности соседних слоев различаются на величину порядка 10%
[7].

Рис. 2. Экспериментальные интенсивности и рассчитанные средние значения
ИС (черная линия).

Пример 3. Гамма-спектрометрия. Методы, основанные на изу-
чении потоков естественной радиации, применяются не только в сква-
жинах, но и других геофизических работах. Широко используются
гамма-спектрометрические методы в экологических исследованиях, в
частности, при поиске зон повышенного радиационного фона искус-
ственного или естественного происхождения. Приборы, называемые
гамма-спектрометром, фиксируют гамма-кванты в каждом узком энер-
гетическом канале. Несколько тысяч таких каналов охватывают широ-
кий диапазон энергий фотонов (до 4 Мэв). В этом случае, мы имеем дело
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с многомерными данными и можно применять, наряду с APFLOW, и
другие алгоритмы. При реальных скоростях перемещения датчика, осо-
бенно с использованием самолетов или БПЛА, количество фотонов, по-
павших в конкретный энергетический канал очень мало. В этом случае
имеет смысл группировать исходные интенсивности в небольшое число
«интегральных» каналов. В наших исследованиях мы использовали 5
таких каналов. В каждом интегральном канале 𝑁(𝑡) получалось сумми-
рованием по 750-900 идущим подряд аппаратурным каналам. Причем,
границы каналов подбирались таким образом, чтобы выделенные обла-
сти энергии включали в себя пики, соответствующие гамма излучению
атомов 𝐶𝑠,𝐾,𝑈 и 𝑇ℎ. В этом случае каждой пространственной точке
(объект) исследуемых профилей присваивался упорядоченный набор из
5 чисел (признаков). Такой подход был применен к решению задачи об-
наружения возможных радиационных аномалий на полигоне твердых
бытовых отходов. Использовались все алгоритмы МВС, причем MRS
и BINREL применялись в многомерном варианте, с учетом сразу всех
5 признаков, а APFLOW находил ИС отдельно для каждого канала.
Анализ результатов показал, что использование всех алгоритмов дает
возможность более корректно выделять аномальные зоны (рис.3).

Рис. 3. Распределение ИС на исследуемой территории для каждого инте-
грального канала.

Пример 4. Исследование классовой динамики. Для нахожде-
ния закономерностей поведения метеорологических полей также можно
использовать МВС, поскольку, по сути, цель одна и та же – найти тер-
ритории, обладающие одинаковым поведением измеряемого парамет-
ра. Однако структуры метеорологических данных в отличие от гео-
физических исследований, обладают высокой изменчивостью [8]. Для
выявления устойчивых закономерностей в поведении метеопараметров
полезно использовать среднемесячные данные (температуры, влажно-
сти, давления, количество осадков, концентрации парниковых газов и
т.д.) за большой период времени [9]. В последнее 10-15 лет наблюда-
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ется усиление интереса исследователей к использованию для анализа
геофизических полей процедуры классификации методами кластерно-
го анализа [10,11]. Это объясняется, в частности тем, что в отличие
от других методов многомерной статистики, результаты разбиения на
кластеры хорошо интерпретируемы. Классификация, т.е. распределе-
ние пунктов измерения (метеостанций) по классам, дает возможность
находить общие территории для различных систем признаков. Под об-
щими территориями для 𝑘 наборов признаков понимаются территории,
на которых находятся станции, одновременно попадающие в класс но-
мер 𝑚1 для первого набора, в класс номер 𝑚2 для второго и т.д. и,
наконец, в класс номер 𝑚𝑘 для 𝑘-ого набора. Для описания динами-
ки пространственного распределения классов внутри года предлагается
процедура, использующая результаты классификации отдельно за каж-
дый календарный месяц. Каждая пространственная точка (станция) в
каждый месяц принадлежит к определенному классу, т.е. за год ей бу-
дет соответствовать последовательность из 12 чисел – номеров классов.
Назовем эту последовательность годовой траекторией станции, а груп-
пу станций с одинаковой траекторией – «траекторным классом». Ясно,
что ареал, на котором располагается определенный траекторный класс,
будет демонстрировать, в целом, одинаковое поведение метеопараметра
в течение всего года или сезона. На рис. 4 в качестве примера приведе-
ны траекторные классы для «зимних» месяцев среднемесячной темпе-
ратуры территории Северного полушария. Осуществив классификацию
территории по нескольким параметрам, можно выделить области с оди-
наковым поведением уже не одного, а целой группы параметров. Анализ
расположения таких областей может служить базисом для последующе-
го анализа с целью выявления факторов, влияющих на климатическую
систему Земли.

Рис. 4. Траекторные классы для зимних месяцев.

Заключение

Приведенные примеры показывают широкие возможности метода
выделения структур при решении разнообразных практических задач.
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В статье приводится описание прототипа интеллектуальной ре-
комендательной системы поддержки формирования списка тре-
бований для вакансии по актуальным требованиям рынка труда.
Кратко описываются методы, лежащие в основе прототипа, опи-
сывается модель прототипа системы и процесс его разработки.
Приводятся результаты оценки эффективности использования
прототипа системы на реальных данных. Ключевые слова:
интеллектуальные рекомендательные системы, рынок труда,
требования вакансии, машинное обучение, нейросетевые моде-
ли .

Введение

В настоящее время, с ростом числа вакансий на рынке труда, линей-
ным руководителям и специалистам по подбору персонала в процессе
формирования списка требований для вакансий становится все сложнее
проводить анализ существующих тенденций востребованности отдель-
ных знаний и навыков на рынке труда. Учитывая разнообразие требова-
ний на рынке труда, возникает необходимость в разработке интеллек-
туальных рекомендательных систем, способных предложить удобный
инструмент анализа и создания оптимального списка требований для
вакансии.

В данной статье приводится описание и апробация прототипа интел-
лектуальной рекомендательной системы поддерки формирования спис-
ка требований для вакансий, с учетом актуальных тенденций рынка
труда на уровне анализа отдельных сущностей требований, таких как
знания и навыки/компетенции. Разработка и апробация такой системы
позволит не только ускорить професс формирования списка требований
для вакансий, но и в целом позволит повысить эффективность процесса
подбора персонала.



Прототип системы поддержки формирования требований для вакансий 595

1. Методология

В основе прототипа системы лежат ранее разработанные модели, ме-
тоды и алгоритмы. Модель и метод извлечения отдельных сущностей
требований представлены в работы [1] (общая схема метода представле-
на на рисунке 1). Интеллектуальный метод формирования списка тре-
бований профиля должности представлен в работе [2]. (общая схема
метода представлена на рисунке 2).

Рис. 1. Общая схема метода извлечения отдельных сущностей требований

Рис. 2. Общая схема формирования списка требований для вакансии
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2. Разработка прототипа

Программная реализация прототипа системы выполнена на языке
Python 3.9 с использованием веб-фреймворка Flask, в качестве СУБД
использовалась MySQL. Для обучения нейросетевых моделей BERT [3]
и классификаторов на основе нейронных сетей использовалась библио-
тека HuggingFace [4], для остальных алгоритмов классификации и кла-
стеризации, а также для оценки качества проводимых экспериментов
использовалась библиотека scikit-learn. Для извлечения сущностей из
текстов вакансий использовалась открытая библиотека Yargy. Для по-
строения графов использовалась библиотека NetworkX, а для их ви-
зуализации библиотека plotly. Структура прототипа представлена на
рисунке 3.

Рис. 3. Структура прототипа системы поддержки формирования списка тре-
бований вакансии по актуальным требованиям рынка труда

В качестве ЛПР (лица принимающего решения) могут выступать:
линейные и функциональные руководители служб, отделов, структур-
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ных подразделений; специалисты по подбору персонала; эксперты из
профессионального сообщества.

3. Использование прототипа

Прототип системы позволяет строить несколько типов диаграмм для
анализа отдельных сущностей требований и связей между ними:

— Карта смежных сущностей требований с учетом их совместной
встречаемости (см. рисунок 4);

— Дерево синонимов отдельных сущностей требований (см. рисунок 5).

Рис. 4. Пример карты совместной встречаемости смежных сущностей требо-
ваний для профессии «web-разработчик»
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Рис. 5. Пример дерева синонимов для навыка/компетенции «описание бизнес-
процессов»

4. Результаты

Для оценки эффективности прототипа системы были использованы
следующие метрики: оценка изменения среднего времени формирова-
ния описания вакансии; оценка изменения среднего количества соиска-
телей; оценка изменения среднего времени закрытия одной вакансии.

Для вычисления перечисленных метрик на базе двух предприятий
ЮНИИТ (г. Ханты-Мансийск) и ООО Фирма «Интерсвязь» (г. Челя-
бинск) в период с 2022 по 2024 год была собрана информация о подго-
товке 87 вакансий до внедрения системы, и о 57 вакансиях после внедре-
ния системы. Результаты оценки трех метрик представлены в таблице 1.

Эффективность управленческих решений, принятых с использова-
нием прототипа системы, заключается в повышении степени соответ-
ствия списка формируемых требований проекта вакансии с реальными
требованиями рынка труда, и тем самым повышается эффективность
процесса кадрового обеспечения.
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Таблица 1
Результаты оценки эффективности использования прототипа

Метрика Было Стало %
Время подготовки вакансии (часов) 4 1,5 _62,5%
Кол-во соискателей на 1 вакансию (шт.) 3,7 4,3 ^16,2%
Время закрытия 1 вакансии (дней) 17,7 15,1 _14,7%

Заключение

Разработан прототип интеллектуальной рекомендательной системы
поддержки формирования требований в проектах вакансий.Проведена
апробация прототипа в нескольких организациях. По результатам экс-
пертной оценки, отмечается высокая релевантность предлагаемых си-
стемой рекомендаций вариантов отдельных сущностей требований.
Проведена комплексная оценка эффективности использования интел-
лектуальной рекомендательной системы в процессе подбора персонала
по нескольким метрикам.
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В данной обзорной статье рассматривается стратегия абстра-
гирования данных, какой смысл она несет в контексте машин-
ного обучения и мультимодальной обработке данных, рассмат-
риваются методы, подходы и алгоритмы, а также какие поло-
жительные эффекты несет в себе эта стратегия. В работе рас-
сматриваются теоретические основы абстрагирования, её связь
с теорией информации. Особое внимание уделяется различным
методам абстрагирования, включая выделение признаков, пони-
жение размерности, кластеризации и использованию автоэнко-
деров. Статья исследует применение этих методов в ключевых
областях машинного обучения, таких как компьютерное зрение,
обработка естественного языка и т. д. Ключевые слова: аб-
страгирование данных, машинное обучение, выделение призна-
ков, понижение размерности, глубокое обучение, интерпрети-
руемость моделей

Введение

Абстрагирование — когнитивный процесс и методологический при-
ем, заключающийся в выделении существенных свойств и связей пред-
мета и отвлечении от других, несущественных в данном контексте
свойств. Это позволяет создать обобщенное представление о предмете
или явлении, выявить его ключевые характеристики и закономерности
[1].

В контексте машинного обучения, абстрагирование это процесс и
метод преобразования сырых данных в более компактные и информа-
тивные представления, выделяющие ключевые признаки и паттерны,
релевантные для решения конкретной задачи. Включает в себя различ-
ные техники сокращения размерности, выделения признаков и создания
высокоуровневых представлений данных, что позволяет повысить эф-
фективность и обобщающую способность моделей машинного обучения
[2].
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1. Значимость темы в современных исследованиях
машинного обучения

На современном этапе развития машинного обучения особое внима-
ние уделяется мультимодальной обработке данных – процессу, при ко-
тором системы искусственного интеллекта способны одновременно об-
рабатывать и интегрировать информацию из различных модальностей,
таких как текст, изображения, звук или видео [3].

Стратегия абстрагирования особенно важна для оптимизации вы-
числительных ресурсов и повышения обобщающей способности модели
[4]. Абстрагирование применяется как на этапе предобработки данных и
обучения моделей, так и при их непосредственном функционировании,
позволяя создавать высокоуровневые представления, инвариантные к
незначительным изменениям во входных данных [5].

2. Теоретические основы абстрагирования данных и связь с
теорией информации

Абстрагирование в машинном обучении основывается на выделении
существенных признаков, игнорировании несущественных деталей [6],
создании иерархических представлений данных [7], достижении инвари-
антности к незначительным изменениям [5] и эффективной компрессии
информации [8].

Теория информации играет ключевую роль в абстрагировании. Ин-
формационная энтропия Шеннона уменьшает избыточность данных,
сохраняя их информативность [9]. Принцип минимальной длины описа-
ния (MDL) Риссанена помогает выбрать оптимальный уровень абстрак-
ции [10]. Взаимная информация оценивает значимость признаков [11],
а теорема кодирования источника определяет пределы сжатия данных,
связанного с сохранением важной информации [12].

3. Выделение признаков и понижение размерности как
методы абстрагирования

Выделение признаков — ключевой аспект абстрагирования в машин-
ном обучении, представляющий процесс преобразования сырых данных
в информативные характеристики [11]. Методы варьируются от про-
стых статистических подходов до сложных алгоритмов глубокого обу-
чения [4]. Например, сверточные нейронные сети (CNN) автоматически
извлекают иерархию признаков от простых краев до сложных объектов
[12].

Выделение признаков связано с уменьшением размерности. Мето-
ды, такие как анализ главных компонент (PCA) и t-SNE, представляют
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данные в пространстве меньшей размерности, сохраняя важную инфор-
мацию [13]. В глубоком обучении автоэнкодеры создают сжатые пред-
ставления данных [14].

Понижение размерности — это метод машинного обучения, направ-
ленный на уменьшение количества признаков в данных при сохранении
максимального объема информации.

4. Кластеризация и сегментация данных

Абстрагирование кадров в видео, как показано на изображении (Рис.
1), можно рассматривать как форму сегментации данных. В этом слу-
чае, видеопоток сегментируется на отдельные кадры, которые затем
классифицируются как «хорошие» (зеленые) или «плохие» (красные)
на основе определенных критериев. Этот процесс по сути является би-
нарной кластеризацией, где каждый кадр относится к одному из двух
кластеров.

Рис. 1. Абстрагирование кадров видеоконтента

Эти критерии могут включать:

1. Наличие артефактов: Кадры, содержащие визуальные искаже-
ния, пиксельные ошибки или другие технические дефекты, классифи-
цируются как "плохие"(красные).

2. Вмешательство в кадр: Например, когда преподаватель пересека-
ет область презентации, загораживая важную информацию на слайде,
такой кадр также отмечается как "плохой"(красный).

Абстрагирование по сценам представляет собой высокоуровневую
сегментацию, анализируя последовательность кадров для выявления
значительных изменений в содержании или визуальных характеристи-
ках, указывающих на смену сцены. В свою очередь абстрагирование
по кадрам фокусируется на мелком уровне детализации, выделяя клю-
чевые кадры, которые наилучшим образом представляют содержание
видео или сцены.
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5. Применение абстрагирования в компьютерном зрении

Изображение (Рис. 2), представленное в качестве примера, демон-
стрирует сложный процесс выделения признаков (Feature extraction) и
классификации объектов в контексте современных методов компьютер-
ного зрения и машинного обучения.

Рис. 2. Выделение (Извлечение) признаков и их классификация

Центральным элементом изображения является человек в темной
одежде, что представляет классическую задачу обнаружения и клас-
сификации объектов. Рядом расположены текстовые блоки с матема-
тическими формулами и описаниями дифференциальных уравнений в
частных производных, демонстрируя способность систем распознавать
и классифицировать научный текст. В нижней части изображена трех-
мерная визуализация, иллюстрирующая возможности машинного обу-
чения в анализе сложных графических данных и научных визуализа-
ций.

Для такого анализа можно использовать различные архитектуры
нейронных сетей и алгоритмы. YOLO и SSD подходят для быстрого
обнаружения и локализации объектов, а ResNet и EfficientNet — для
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точной классификации, включая распознавание человеческих фигур и
графических элементов. Для сегментации изображений применяются
U-Net и Mask R-CNN, создающие точные маски для объектов. Рас-
познавание текста осуществляется с помощью OCR-систем, таких как
Tesseract, работающих даже со сложными математическими формула-
ми.

6. Мультимодальное обучение

Абстрагирование в мультимодальном обучении представляет собой
комплексный подход к анализу и интерпретации данных из различных
источников восприятия, таких как текст, изображения, аудио и видео.
В предыдущих главах мы рассмотрели процессы абстрагирования от-
дельных модальностей.

Мультимодальное обучение идет дальше, объединяя эти отдельные
абстракции для создания более полного и контекстно-богатого пред-
ставления информации. Важно отметить, что мультимодальность мо-
жет подразумевать не только параллельную обработку различных ти-
пов данных, но и итоговую компиляцию абстракций отдельных модаль-
ностей.

Заключение

В данном обзоре были рассмотрены ключевые аспекты абстраги-
рования данных в контексте машинного обучения. Проанализированы
теоретические основы абстрагирования, связь с теорией информации,
а также различные методы, включая выделение признаков, понижение
размерности и кластеризация. Особое внимание уделено применению
абстрагирования в таких областях, как компьютерное зрение и муль-
тимодальное обучение, что демонстрирует универсальность и важность
этого подхода для современных систем искусственного интеллекта.

Результаты обзора указывают на значительный потенциал методов
абстрагирования для повышения эффективности и интерпретируемости
моделей машинного обучения.
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