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НАПРАВЛЕНИЯ РАЗВИТИЯ ТЕОРИИ
ОЧЕРЕДЕЙ И ЕЁ ПРИМЕНЕНИЕ

ПРИ ПРОЕКТИРОВАНИИ
ТЕЛЕКОММУНИКАЦИОННЫХ СЕТЕЙ

В.М. Вишневский1

1Институт проблем управления им. В. А. Трапезникова РАН, г. Москва,

Россия

В настоящем докладе дано описание основных направлений и этапов
развития теории очередей и их тесной связи с прогрессом в области те-
лекоммуникационных сетей. Следует отметить, что выделение этапов
является достаточно условным, но оно отражает основные тенденции
развития теории очередей от момента её становления до настоящего
времени. На конкретных примерах проектирования телекоммуникаци-
онных систем и сетей обоснована необходимость и эффективность при-
менения моделей теории очередей.

Первый этап связан с появлением в конце 19-го в. телефонных сетей
и, соответственно, проектированием автоматических телефонных стан-
ций (АТС). Впервые возникла проблема доступа к ограниченному ком-
муникационному ресурсу. Её разрешил русский инженер М.Ф. Фрейден-
берг, представивший инженерный расчёт по оценке производительности
АТС в зависимости от числа абонентов и вероятности отказа в обслу-
живании абонентов. Строгая математическая модель была разработана
основоположником теории очередей датским математиком и инжене-
ром А.К. Эрлангом в рамках его работ по исследованию телефонных
сетей в период 1909–1922 гг. В дальнейшем развитие теории очередей
шло в направлении усложнения моделей СМО. Появились многочислен-
ные статьи и книги по исследованию многолинейных и приоритетных
СМО, систем стохастического поллинга и т.д., а также СМО с пуас-
соновским входным потоком и произвольной функцией распределения
времени обслуживания. Были развиты методы анализа стационарных
характеристик таких систем, включая метод вложенных цепей Марко-
ва, метод введения дополнительного события и т.д.

Второй этап развития теории очередей связан с появлением и ши-
роким внедрением компьютерных сетей, в которых использовался эф-
фективный метод коммутации пакетов в отличие от метода коммута-
ции каналов, применявшегося в телефонных сетях. Возникла проблема
разработки нового математического аппарата – исследование моделей
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сетей массового обслуживания (СеМО). Решению этой проблемы по-
священы работы американского учёного Леонарда Клейнрока [1]. Его
исследования по открытым СеМО эффективно использовались для син-
теза топологической структуры, управления маршрутизацией, выбора
оптимальных параметров сетевых протоколов и т.д. В дальнейшем ре-
зультаты Д. Клейнрока были расширены и обобщены на класс замкну-
тых, открытых и смешанных СеМО с мультипликативным представле-
нием вероятности состояний, удовлетворяющих ограничениям теоремы
ВСМР.

Новый импульс развития теоретических исследований (3-й этап)
связан с появлением цифровых сетей интегрального обслуживания, ин-
формационные потоки в которых являются не стационарными и глав-
ное – коррелированными. В связи с этим в 80-е гг. возникла пробле-
ма разработки математической модели коррелированных потоков, адек-
ватно описывающих информационные потоки в технических и социаль-
ных сетях нового поколения. Эта проблема была решена двумя группа-
ми научных коллективов – американского под руководством М. Ньютса
и российского под руководством Г.П. Башарина, предложивших в каче-
стве такой модели МАР-потоки и их обобщение ВМАР, ММАР и т.д. До
настоящего времени ведутся активные исследования СМО с коррелиро-
ванными входящими потоками. В 2000 г. появилась одна из первых книг
этого направления [2], в которой систематизированы методы и подходы
анализа СМО с коррелированными входными потоками.

Однако до настоящего времени осталось множество задач по ис-
следованию СМО и СеМО большой размерности с входящим МАР-
потоком, для решения которых применение традиционных методов и
алгоритмов отыскания численных решений либо затруднено, либо во-
все невозможно. Поэтому современный этап развития теории очередей
характеризуется разработкой новых методов, включая методы машин-
ного обучения. В связи с этим в заключительной части доклада, будет
рассмотрен пример проектирования современной широкополосной бес-
проводной сети с использованием модели многофазной СМО большой
размерности, c входящим МАР-потоком и РН-распределением времени
обслуживания на фазах, для исследования которой эффективно приме-
няются методы машинного обучения [2, 3].

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
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с коррелированными потоками. Теория и применение в телекоммуникаци-
онных сетях. М.: ТЕХНОСФЕРА, 2018. 564 с.
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ПАРАДОКС ВОССТАНОВЛЕНИЯ И ПРОЦЕССЫ
ОБСЛУЖИВАНИЯ

А.В. Зорин1

1Национальный исследовательский Нижегородский государственный

университет им. Н.И. Лобачевского, г. Нижний Новгород, Россия

В теории случайных процессов часто рассматривается следующая
конструкция. Пусть𝑋1,𝑋2, . . . — независимые, одинаково распределен-
ные случайные величины с функцией распределения 𝐵(𝑥) (она предпо-
лагается абсолютно непрерывной):

𝑆0 = 0, 𝑆𝑛 = 𝑋1 +𝑋2 + . . .+𝑋𝑛,

𝑁(𝑡) = max{𝑛 : 𝑆𝑛 ⩽ 𝑡} — число восстановлений. Вводят так называе-
мые функционалы в процессе восстановления (см.: [1]):

𝛾𝑟(𝑡) = 𝑆𝑁(𝑡)+1 − 𝑡, 𝛾𝑒(𝑡) = 𝑡− 𝑆𝑁(𝑡)

есть оставшееся время до следующего после момента 𝑡 восстановления и
прошедшее время с последнего перед моментом 𝑡 восстановления. В тео-
рии восстановления парадоксом восстановления называется утвержде-
ние о том, что закон распределения величины 𝛾𝑒(𝑡) + 𝛾𝑟(𝑡) отличается
от закона распределения, порожденного ф.р. 𝐵(𝑥) (см., например, [2]).
Совместное распределение 𝐻𝑡(𝑢, 𝑣) = P(𝛾𝑒(𝑡) > 𝑢, 𝛾𝑟(𝑡) > 𝑣)) изучалось,
например, в [1]. Однако следующая теорема в такой формулировке не
встречалась автору ни в теоретических монографиях, ни в сборниках
задач. Фактически она позволяет строго вычислять вероятность скачка
марковского процесса {𝛾𝑒(𝑡); 𝑡 ⩾ 0}.

Теорема 1. Пусть существует плотность 𝑈 ′(𝑡) для функции вос-
становления 𝑈(𝑡) = 1+

∑︀∞
𝑘=1𝐵

𝑘*(𝑡), 𝑡 ⩾ 0. Тогда имеет место равенство
P(𝛾𝑟(𝑡) < 𝑣 | 𝛾𝑒(𝑡) = 𝑢) = (𝐵(𝑢+ 𝑣)−𝐵(𝑢))/(1−𝐵(𝑢)) .

Необходимость изучения условной вероятности такого вида возни-
кает, когда в системе массового обслуживания с входными потоками
рекуррентного вида вводят, следуя Коксу [3], дополнительную компо-
ненту вида оставшегося времени до поступления следующего требова-
ния. Обычно, наперекор парадоксу восстановления, в ходе рассуждений
часто возникает утверждение: «поскольку интервал, накрывающий мо-
мент 𝑡, имеет функцию распределения 𝐵(𝑥), то. . . ». Итоговая формула
оказывается верной, но промежуточное утверждение неверно.
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Оказывается, строго вычислить вероятность скачка для такой до-
полнительной компоненты типа прошедшего времени с последнего со-
бытия, когда известно это прошедшее время в момент 𝑡, уже составляет
трудоемкую проблему. Мы продемонстрируем трудности на примере си-
стемы типа M/G/1/∞.

Пусть в однолинейную систему поступает простейший поток с ин-
тенсивностью 𝜆 > 0, очередь без ограничений размера, длительности
обслуживания требований н.о.р. с ф.р. 𝐵(𝑥). Пусть 𝐿(𝑡) — число тре-
бований в системе в момент 𝑡. В начальный момент очередь пуста,
𝐿(0) = 0. Требования обслуживаются в порядке поступления соглас-
но дисциплине FIFO.

Следующие случайные величины считаются заданными или опреде-
ляются явно:

— моменты поступления требований, 𝜏
(𝑖)
𝑛 , 𝑛 = 1, 2, . . . , таковы, что

(𝜏
(𝑖)
𝑛 − 𝜏

(𝑖)
𝑛−1), 𝑛 = 1, 2, . . . , суть независимые, с показательным рас-

пределением с параметром 𝜆 и 𝜏
(𝑖)
0 = 0 (верхний символ 𝑖 означает

input, «входные»);
— длительности обслуживания 𝑆𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . , — н.о.р. с ф.р. 𝐵(𝑥);
— длительности ожидания (рекуррентные уравнения Линдли) и мо-

менты выхода

𝑊1 = 0, 𝑊𝑛 = max{0,𝑊𝑛−1 + 𝑆𝑛−1 − (𝜏 (𝑖)𝑛 − 𝜏
(𝑖)
𝑛−1)},

𝜏 (𝑜)𝑛 = 𝜏 (𝑖)𝑛 +𝑊𝑛 + 𝑆𝑛,

т.е. первое требование не ждет, поступает в пустую систему;
— считающий процесс входного потока

𝜂(𝑡) = max{𝑛 : 𝜏 (𝑖)𝑛 ⩽ 𝑡}, 𝑡 ⩾ 0,

есть классический процесс Пуассона с непрерывными справа траек-
ториями, 𝜂(𝑡) считает требования на [0, 𝑡];

— считающий процесс выходного потока

𝜉(𝑡) = max{𝑛 : 𝜏 (𝑜)𝑛 ⩽ 𝑡}, 𝑡 ⩾ 0,

(верхний индекс 𝑜 означает output, «выходной»), так же непрерывен
справа.

Тогда число требований в системе в момент 𝑡 равно 𝐿(𝑡) = 𝜂(𝑡) −
𝜉(𝑡) и {𝐿(𝑡); 𝑡 ⩾ 0} — процесс с непрерывными справа траекториями.
Кроме того, введем прошедшее и оставшееся времена для обслуживания
требования, находящегося на приборе в момент 𝑡:

𝛾𝑒(𝑡) = max{0, 𝑡−
(︀
𝜏
(𝑖)
𝜉(𝑡)+1 +𝑊𝜉(𝑡)+1

)︀
}, 𝛾𝑟(𝑡) = 𝜏

(𝑜)
𝜉(𝑡)+1 − 𝑡.



Парадокс восстановления и процессы обслуживания 11

Обозначим

𝐺𝑛(𝑡, 𝑥) = P(𝜏 (𝑜)𝑛 < 𝑡, 𝐿(𝜏 (𝑜)𝑛 ) = 𝑥), 𝑔𝑛(𝑡, 𝑥) =
𝑑

𝑑𝑡
𝑔𝑛(𝑡, 𝑥).

Теорема 2. Имеют место соотношения (𝑢 > 0, 𝑣 > 0):

P(𝐿(𝑡) = 𝑥, 𝛾𝑒(𝑡) > 𝑣, 𝛾𝑟(𝑡) > 𝑢) =

= 𝜆𝑒−𝜆𝑡

𝑡−𝑣∫︁
0

(1−𝐵(𝑡+ 𝑢− 𝑦))
(𝜆(𝑡− 𝑦))𝑥−1

(𝑥− 1)!
𝑑𝑦+

+

∞∑︁
𝑛=1

(︂ 𝑡−𝑣∫︁
0

(︂
𝜆𝑒−𝜆(𝑡−𝑦)

𝑡−𝑣∫︁
𝑦

(1−𝐵(𝑢+ 𝑡− 𝑧))
(𝜆(𝑡− 𝑧))𝑥−1

(𝑥− 1)!
𝑑𝑧

)︂
𝑑𝑦𝐺𝑛(𝑦, 0)+

+

𝑥∑︁
𝑙=1

𝑡−𝑣∫︁
0

(︂
(1−𝐵(𝑢+ 𝑡− 𝑦))

(𝜆(𝑡− 𝑦))𝑥−𝑙

(𝑥− 𝑙)!
𝑒−𝜆(𝑡−𝑦)

)︂
𝑑𝑦𝐺𝑛(𝑦, 𝑙)

)︂
,

P(𝛾𝑟(𝑡) > 𝑢 | 𝐿(𝑡) = 𝑥, 𝛾𝑒(𝑡) = 𝑣) =
1−𝐵(𝑢+ 𝑣)

1−𝐵(𝑢)
, 𝑥 = 1, 2, . . . ;

P(𝛾𝑟(𝑡) > 𝑢 | 𝐿(𝑡) > 0, 𝛾𝑒(𝑡) = 𝑣) =
1−𝐵(𝑢+ 𝑣)

1−𝐵(𝑢)
.

Как отмечают (без строгого доказательства) немногие авторы (см.,
например, [4]), распределение величины 𝛾𝑒(𝑡)+𝛾𝑟(𝑡) при условии 𝐿(𝑡) >
0отличается от распределения 𝐵(𝑥). Это также легко видеть, используя
компьютерную имитационную модель. К сожалению, гораздо чаще при
выводе дифференциальных уравнений Колмогорова в модели с допол-
нительной компонентой явно делается противоположное предположе-
ние о совпадении условного распределения с распределением 𝐵(𝑥).
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ПРОЦЕССЫ И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ

В.В. Рыков1,2, Н.М. Иванова3

1Российский государственный университет нефти и газа
НИУ им. И. М. Губкина, г. Москва, Россия

2Российский университет дружбы народов (РУДН), г. Москва, Россия
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Многие случайные явления природы и поведение стохастических
систем могут быть описаны с помощью процессов с дискретным вме-
шательством случая (ПДВС). Марковские, полумарковские процессы
с конечным или счётным множеством состояний, регенерирующие, по-
лурегенерирующие, обобщённые полурегенерирующие процессы можно
отнести к такому классу процессов.

В работах [1-5] в развитие идеи ПДВС была предложена модель
маркированных марковских процессов (ММП), достаточно адекватно
описывающих поведение сложных стохастических систем. Под ММП
понимается последовательность с дискретным параметром

𝑍(𝑡) = {(𝐽(𝑡),V(𝑡)), 𝑡 = 0.1, . . . }

по моментам 𝑆(𝑡) вмешательства случая, где:

— последовательность 𝐽(𝑡) описывает состояния системы с множе-
ством 𝒥 ≤ ∞ ;

— последовательностьV(𝑡) представляет собой набор случайных меток
V(𝑡) = {V𝑗(𝑡) : 𝑗 ∈ 𝒥 }, дополняющих процесс 𝑍 до марковского.
Метки принимают значения в измеримых пространствах (𝐸𝑗 , ℰ𝑗).
Такой процесс задаётся:

— переходными вероятностями 𝑝𝑖𝑗(V𝑖) = P{𝐽(𝑡+1) = 𝑗|𝐽(𝑡) = 𝑖,V𝑖(𝑡)};
— операторами преобразования меток Φ𝑖𝑗(V𝑖);
— набором последовательностей независимых одинаково распределен-

ных случайных величин 𝜉𝑡, 𝜂𝑡 (𝑡 = 1, 2, . . . ), задающих исходную ин-
формацию о модели, и их распределениями.

Данная последовательность определяет вероятностное пространство
(Ω,ℱ ,P), на котором определены все остальные компоненты модели.

Публикация выполнена при поддержке Программы стратегического академиче-
ского лидерства РУДН.
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Предложенный аппарат показал свою эффективность при исследо-
вании нескольких достаточно сложных стохастических систем, в част-
ности при исследовании системы надёжности < 𝐺𝐼𝑘≤𝑛|𝐺𝐼|𝑙 > [3, 4] и
системы массового обслуживания (𝐺𝐼|𝐺𝐼|𝑚,𝑛) [5]. В работах были до-
казаны теоремы о преобразовании меток для указанных систем, раз-
работаны процедуры расчета вероятностно-временных характеристик
производительности и надежности в терминах меток, предложены ал-
горитмы численного расчета этих характеристик, основанные на ими-
тационном моделировании преобразования меток. Кроме того, предла-
гаемый подход позволил исследовать чувствительность характеристик
систем к исходным распределениям и их параметрам.

В докладе предлагается более подробный обзор этих работ и полу-
ченных результатов, а также задачи для дальнейших исследований.
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В работе рассматриваются сети массового обслуживания с запре-
тами на переходы между узлами сети, определяющими протокол их
работы [1]. В графе переходных интенсивностей сети выделяется мно-
жество базовых вершин (пропорциональное числу ребер) и ставится во-
прос об удалении некоторого его подмножества так, чтобы стационар-
ное распределение марковского процесса, описывающего функциониро-
вание сети, сохранялось. Чтобы это условие выполнялось, достаточно,
чтобы множество вершин графа переходных интенсивностей после уда-
ления подмножества базовых вершин совпадало с множеством состо-
яний марковского процесса и этот граф был связным. Доказано, что
отношения числа оставшихся базовых вершин к общему их числу 𝑛
сходится к 1/2 при 𝑛→ ∞.
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Рассмотрим систему массового обслуживания, состоящую из 𝑐 оди-
наковых серверов и общей FCFS очереди [1-5]. Заявки приходят через
экспоненциально распределённое время с интенсивностью 𝜆, каждая за-
явка имеет 2 параметра – случайное число серверов, необходимых для
обслуживания, и случайный объём работы, зависящий от необходимо-
го заявке числа серверов. Скорость обслуживания заявок зависит от
текущего режима работы системы 𝑖, переключение между режимами
происходит в моменты прихода и ухода заявок случайным образом со-

гласно марковским цепям с матрицами 𝑃
(𝑎)
𝑛×𝑛 и 𝑃

(𝑑)
𝑛×𝑛 соответственно.

Такая система может быть рассмотрена как обобщённый процесс
рождения и гибели, который является Марковской цепью в непрерыв-
ном времени с блочной трёхдиагональной матрицей 𝑄.

Переходные вероятности марковской цепи выражаются как решение
системы уравнений Колмогорова–Чепмэна:

𝑑𝜋(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜋(𝑡)𝑄,

𝜋(0) = 𝜋(0),

(1)

где 𝜋(𝑡) – вектор, описывающий вероятностное распределение состоя-
ний системы в момент времени 𝑡 ≥ 0 при начальном состоянии 𝜋(0).

Существует несколько методов численного решения уравнения (1).
Среди них использование матричной экспоненты, униформизация, ме-
тод Дженсена, общие численные методы решения дифференциальных
уравнений и их систем.

Более применимым в случае уравнения (1) методом решения явля-
ется разложение уравнения (1) в ряд Тейлора. Для уравнения (1) метод
Тейлора 𝑛-го порядка принимает вид

𝜋(𝑖) = 𝜋(𝑖−1)
(︀
𝐼 +

ℎ

1!
𝑄+

ℎ2

2!
𝑄2 + · · ·+ ℎ𝑛

𝑛!
𝑄𝑛
)︀
= 𝜋(𝑖−1)𝐸̂(𝑛), (2)

где матрица 𝐸̂(𝑛) – конечная сумма первых 𝑛 членов ряда Тейлора. Для
этого метода можно доказать следующие 3 теоремы:
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Теорема 1. Если ℎ ≤ −𝛼−1, где 𝛼 = min(𝑄), то матрица 𝐸̂(𝑛)

является стохастической.

Теорема 2. Пусть ℎ = 𝛿
−𝛼 , где 𝛿 ∈ (0, 1], 𝛼 = min(𝑄). Тогда накоп-

ленную к моменту 𝑡 ошибку аппроксимации для любого 𝑖-го компонента
вектора 𝜋(𝑡) можно оценить сверху как

|𝑟𝑛,𝑖(𝑡)| ≤ min

(︂
1,

⌈︂
𝑡

ℎ

⌉︂
𝛿𝑛+1𝑒𝑘
(𝑛+ 1)!

)︂
, (3)

где 𝑒𝑘 ≤ 𝑒𝑘+1 – любое из

𝑒1 = max abs(𝑃 𝑛+1), 𝑒2 =
⃒⃒
max(𝑃𝑛)−min(𝑃𝑛)

⃒⃒
,

𝑒3 = max(𝐼 +𝐶)𝑛, 𝑒4 =
(︀
1 + 3max𝐶

)︀
2𝑛−2, 𝑒5 = 2𝑛,

(4)

где
𝑃 = −𝛼−1𝑄, 𝐶 = 𝐼 + 𝑃 . (5)

Теорема 3. Если у цепи Маркова с матрицей переходов 𝑄 суще-
ствует стационарное распределение 𝜋 и ℎ ≤ −𝛼−1, где 𝛼 = min(𝑄),
то

lim
𝑡→+∞

𝜋(𝑡) = lim
𝑖→+∞

𝜋(𝑖) = 𝜋. (6)

Объединение всех трёх предыдущих теорем позволяет добиться от
метода разложения в ряд Тейлора следующих желаемых, применитель-
но к Марковским цепям, свойств:

— отсутствие отрицательных вероятностей и вероятностей больше 1 в
численном решении;

— сумма всех вероятностей, равна 1 на любом шаге численного метода;
— метод сходится к стационарному распределению при 𝑡→ +∞;
— простая оценка для ошибки численного метода.
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RQ-системы (Retrial Queue) – системы массового обслуживания с
повторными вызовами. Характерной чертой таких систем является на-
личие повторных обращений заявок к обслуживающему прибору спустя
некоторое случайное время после неудачной попытки обслуживания [1].

В работе исследуется RQ-система𝑀2|𝑀2|1 с двумя источниками по-
вторных вызовов. Это RQ-система с одним обслуживающим прибором,
на вход которой поступают простейшие потоки заявок с параметрами 𝜆1
и 𝜆2. Время обслуживания заявок распределено по экспоненциальному
закону с параметрами 𝜇1 и 𝜇2 соответственно. Если прибор свободен, то
поступающая заявка его занимает, если прибор занят, то заявка отправ-
ляются на соответствующую орбиту, где они осуществляют случайную
задержку, продолжительность которой имеет экспоненциальное распре-
деление с параметрами 𝜎1и 𝜎2 соответственно. Доступ заявок с каждой
орбиты описывается политикой FIFO. Ставится задача нахождения ста-
ционарного распределения вероятностей числа заявок на каждой орби-
те.

Для описанной математической модели была составлена система
дифференциальных уравнений Колмогорова и были получены урав-
нения баланса в стационарном режиме. Методом характеристических
функций были получены условия стационарного функционирования си-
стемы. Выполнен асимптотический анализ системы в условии высокой
интенсивности потока одного из классов заявок, т.е. при приближении
интенсивности потока первого класса заявок 𝜆1 к пороговому значе-
нию 𝑆1, соответствующему границе устойчивости. В результате полу-
чено выражение для маргинального асимптотического распределения
вероятностей числа заявок второго класса на орбите.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Artalejo J. R., Gomez-Corral A. Retrial Queueing Systems. A Computational
Approach. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2008. 267 p.



ШТМО – 2025

ОБ АНАЛИЗЕ НЕКОТОРЫХ ХАРАКТЕРИСТИК
СИСТЕМЫ С РАЗДЕЛЕНИЕМ

И ПАРАЛЛЕЛЬНЫМ ОБСЛУЖИВАНИЕМ

А.В. Горбунова1

1Институт проблем управления им. В. А. Трапезникова Российской

академии наук, г. Москва, Россия

Рассматривается система с разделением и параллельным обслужи-
ванием заявок с пуассоновским входящим потоком с параметром 𝜆 > 0
и показательным распределением времени обслуживания на приборах
с параметром 𝜇 > 0, 𝜆 < 𝜇. При поступлении в данную систему заявка
разделяется на 𝐾 подзаявок, после чего каждая подзаявка поступает
в одну из 𝐾 очередей на обслуживание (рис. 1). Заявка считается об-
служенной только после обслуживания всех изначально составляющих
ее подзаявок. С помощью описанной системы массового обслуживания
моделируются различные типы физических структур, в которых проис-
ходит разделение исходной задачи на 𝐾 частей для сокращения време-
ни решения. С некотрыми результатами исследования системы можно
ознакомится, например, в [2-4].
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Рис. 1. Схема системы с разделением и параллельным обслуживанием заявок

В работе предлагается аналитическая оценка для квантилей распре-
деления одной из важнейших характеристик производительности по-
добных систем — времени отклика системы, т.е. времени пребывания
заявки в системе. Время отклика системы 𝑅𝐾 определяется максималь-
ным временем обслуживания одной из изначально составляющих заяв-
ку подзаявок, т.е.

𝑅𝐾 = max{𝜉1, ..., 𝜉𝐾}, (1)
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где 𝜉𝑖 — время пребывания 𝑖-й подзаявки в 𝑖-й подсистеме, 𝑖 = 1, ...,𝐾.
Вывод выражения для оценки квантилей времени отклика основы-

вается на элементах теории копул и их диагональных сечений [5, 6],
визуальном анализе данных (как одной из составляющих data mining),
применения методов оптимизации, а также на имитационном модели-
ровании системы с разделением и параллельным обслуживанием. Под-
ход был успешно применен для анализа частного случая системы для
𝐾 = 2 [1].

В результате применения подхода получается следующая оценка для
квантилей распределения:

̂︀𝑅𝐾,𝑝 = − ln(1− 𝑝
1

𝐾1−(𝐶1−𝐶2𝑝2)𝜌) )

𝜇− 𝜆
, (2)

где
𝐶1 ≈ 0.390797, 𝐶2 ≈ 0.221811.

Формула (2) демонстрирует хорошее качество приближения на изна-
чально выбранном диапазоне значений параметров, а именно число под-
систем (подзаявок)𝐾 меняется от 2 до 20, коэффициент загрузки систе-
мы 𝜌 = 𝜆/𝜇 = {0.10, 0.15.., 0.45}, а уровень квантилей, т.е. вероятность
𝑝 = {0.20, 0.25, ..., 0.90}. В частности, модуль максимального значения
погрешности приближения не превышает 5.5%, а ее среднее значение
составляет примерно 1.1%.
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В данной работе рассматривается система массового обслуживания
с двумя входными потоками Π1,Π2 и одним обслуживающим устрой-
ством. Поток Π𝑗 – пуассоновский неординарный поток с интенсивно-
стью 𝜆𝑗 > 0 для поступления групп. Группа из одной машины посту-
пает с вероятностью 1 − 𝛼𝑗 , группа из 𝑛 ⩾ 2 машин – с вероятностью
𝛼𝑗(1 − 𝛽𝑗)𝛽

𝑛−2
𝑗 , где 0 < 𝛼𝑗 ⩽ 1, 0 ⩽ 𝛽𝑗 < 1 [1]. Требования поступа-

ют в неограниченные накопители 𝑂1, 𝑂2. Обслуживающее устройство
в каждый момент времени обслуживает не более одного потока. По-
ток Π𝑗 обслуживается в течение фиксированного времени, после чего
включается режим переналадки и управления также в течение фик-
сированного времени, затем начинается обслуживание другого пото-
ка. Обслуживающее устройство имеет 2 режима, режим определяет
конкретные длительности обслуживания и переналадок, смена режи-
ма происходит только в конце переналадки после обслуживания второ-
го потока. Правило выбора режима определяется некоторой функцией
𝐷(·, ·) : (N ∪ {0}) × (N ∪ {0}) → {1, 2}, где 1 и 2 — номера режимов.
Закон обслуживания очередей определяется величинами ℓ𝑗,𝑚, характе-
ризующими максимально возможное число обслуженных требований из
очереди 𝑂𝑗 в режиме 𝑚. Обслуженные заявки покидают систему.

Для построения математической модели используется представле-
ние системы обслуживания в виде кибернетической управляющей си-
стемы [2, 3]. Пусть 𝜏𝑖 — момент 𝑖-го переключения обслуживающего
устройства (𝑖 = 1, 2, . . .), причем 𝜏0 = 0. Введем множество состояний
обслуживающего устройства Γ = {Γ(1,1),Γ(2,1),Γ(3,1),Γ(4,1),Γ(1,2),Γ(2,2),
Γ(3,2), Γ(4,2)}. Состояние Γ(𝑟,𝑚) означает, что устройство находится в
режиме 𝑚 и обслуживается очередь 𝑗, если 𝑟 = 2𝑗 − 1; если 𝑟 = 2𝑗,
то устройство находится в состоянии переналадки после обслуживания
требований из очереди 𝑂𝑗 . За 𝑇𝑟,𝑚 обозначим длительность пребывания
обслуживающего устройства в состоянии Γ(𝑟,𝑚), причем 𝑇𝑟,𝑚 — неслу-
чайная положительная величина. Пусть 𝜂𝑗,𝑖 — случайное число требо-
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ваний, поступивших по потоку Π𝑗 за временной полуинтервал (𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1],
а 𝜉𝑗,𝑖 – число требований потоков насыщения Π*

𝑗 за то же время. Вве-
дем вектора 𝜂𝑖 = (𝜂1,𝑖, 𝜂2,𝑖) и 𝜉𝑖 = (𝜉1,𝑖, 𝜉2,𝑖). Входной полюс системы
обслуживания будем описывать последовательностью пар {(𝜂𝑖, 𝜉𝑖); 𝑖 =
1, 2, . . .} в терминах их условных распределений. Пусть κ𝑗,𝑖 — число за-
явок потока Π𝑗 находящихся в очереди 𝑂𝑗 в момент времени 𝜏𝑖. Введем
вектор κ𝑖 = (κ1,𝑖,κ2,𝑖). Математическим описанием внешней памяти
будем считать последовательность векторов {κ𝑖; 𝑖 = 0, 1, . . .}. Пусть Γ𝑖

есть состояние обслуживающего устройства на промежутке (𝜏𝑖−1, 𝜏𝑖], Γ0

— в момент времени 𝜏0. Последовательность {Γ𝑖; 𝑖 = 0, 1, . . .} задается
рекуррентным образом в зависимости от состояний некоторых других
блоков системы.

Результатом работы являются следующие теоремы:

Теорема 1. При заданном начальном распределении вектора
(Γ0,κ1,0,κ2,0) последовательность {(Γ𝑖,κ1,𝑖,κ2,𝑖); 𝑖 = 0, 1, . . .} является
марковской.

Теорема 2. При заданной функции переключения 𝐷(𝑥1, 𝑥2), при-
нимающей значение 1 при 𝑥2 ⩽ 𝑎𝑥1 + 𝑏 и значение 2 при 𝑥2 > 𝑎𝑥1 + 𝑏,
где 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑎 ⩾ 0, 𝑏 ⩾ 0, состояния, принадлежащие множеству 𝐶𝑢 =
= {(Γ(1,2), 𝑥1, 𝑥2) : 𝑥1 ⩾ 0, 0 ⩽ 𝑥2 ⩽ 𝑏}, являются несущественными.
Состояния, не принадлежащие множеству 𝐶𝑢, образуют один класс су-
щественных с периодом четыре.

Получены рекуррентные соотношения для производящих функций

𝜓𝑖(𝑧1, 𝑧2, 𝑟,𝑚) =
∞∑︀

𝑥1=0

∞∑︀
𝑥2=0

𝑧
𝑥1,𝑖

1 𝑧
𝑥2,𝑖

2 P(Γ𝑖 = Γ(𝑟,𝑚),κ1,𝑖 = 𝑥1,𝑖,κ2,𝑖 = 𝑥2,𝑖),

где 𝑧1, 𝑧2 ∈ C, |𝑧1| < 1, |𝑧2| < 1. Например, 𝜓𝑖(𝑧1, 𝑧2, 2,𝑚) = 𝑞1(𝑧1, 𝑇2,𝑚)×
×𝑞2(𝑧2, 𝑇2,𝑚)𝜓𝑖−1(𝑧1, 𝑧2, 1,𝑚), где 𝑞𝑗(𝑧, 𝑇 ) =

∑︀
𝑥⩾0

𝑧𝑥𝜙𝑗(𝑥, 𝑇 ), а 𝜙𝑗(𝑥, 𝑇 )

есть вероятность поступления 𝑥 требований по потоку Π𝑗 за время 𝑇 .
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Рассматривается закрытая двухфазная система массового обслужи-
вания с конечным числом пользователей 𝑁 [1-3]. Каждому пользовате-
лю соответствует одна заявка, и общее число заявок в системе постоян-
но.

Каждая заявка может находиться в одном из двух состояний:

— активная фаза — заявка потребляет вычислительные ресурсы и
энергию;

— пассивная фаза — заявка «отдыхает» и не потребляет ресурсы.

Переходы между фазами происходят независимо для каждой заяв-
ки. Время пребывания в активной и пассивной фазах является случай-
ным и подчиняется экспоненциальному закону распределения. Интен-
сивности переходов из активной фазы в пассивную и обратно обознача-
ются как 𝜇1(𝑘) и 𝜇2 соответственно, где 𝑘 — текущее число активных
заявок.

В модели предполагается, что только заявки, находящиеся в ак-
тивной фазе, потребляют энергию. При этом энергопотребление одной
активной заявки представляется случайной величиной. Возможны три
подхода к заданию энергозатрат:

— детерминированный случай — энергия постоянна и известна зара-
нее;

— дискретный случай — энергия описывается случайной дискретной
величиной с заданными вероятностями;

— непрерывный случай — энергия задаётся непрерывной неотрицатель-
ной случайной величиной с известной функцией распределения.

Суммарное энергопотребление в системе в каждый момент времени
определяется как сумма энергий всех активных заявок. Таким образом,
общая нагрузка может существенно варьироваться в зависимости от
числа активных пользователей и распределения энергозатрат.
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Для более точного моделирования поведения системы при высокой
нагрузке вводится функция деградации, которая учитывает влияние
количества активных заявок на производительность. Эта функция кор-
ректирует интенсивность перехода из активной фазы в пассивную в
зависимости от текущей нагрузки.

Интенсивность выхода из активной фазы определяется выражением

𝜇1(𝑘) = 𝜇1 · 𝑓(𝑘),

где 𝜇1 — базовая интенсивность, а 𝑓(𝑘) — функция деградации, завися-
щая от числа активных заявок 𝑘.

Функция деградации отражает снижение эффективности системы
по мере роста нагрузки. При большом числе одновременно активных
заявок производительность падает, что позволяет реалистично учиты-
вать ограниченность ресурсов и ухудшение отклика системы в условиях
перегрузки.

На основе построенной математической модели удалось рассчитать
стационарные вероятности числа активных заявок в системе. Прове-
дён анализ энергопотребления, учитывающий различные варианты рас-
пределения энергозатрат одной заявки – как в дискретной, так и в
непрерывной постановке. Получены плотности распределения суммар-
ной энергии в зависимости от числа активных заявок.

Результаты позволяют глубже понять поведение вычислительного
узла при различной степени загрузки и дают количественные харак-
теристики энергопотребления. На основе проведённого анализа в даль-
нейшем возможно построение более точной и адаптивной модели вы-
числительного узла, учитывающей деградацию производительности и
вероятностную природу энергозатрат.

Предложенный подход демонстрирует эффективность применения
марковских моделей для описания и оптимизации ресурсов в вычисли-
тельных и облачных системах.
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Теория массового обслуживания еще с 70-х гг. прошлого века счи-
тается одним из эффективных математических инструментов для ис-
следования и прогнозирования работы причалов в морских портах [1].
Большая часть современных исследований в данном направлении по-
священа контейнерным терминалам [2, 3]. Однако большинство портов
относится к классу универсальных, которые обрабатывают разные ти-
пы груза и поэтому имеют более сложную технологию работы. Таким
образом, изучение этого класса портов является актуальной задачей.

Все порты, как правило, включают четыре подсистемы: якорную
стоянку для судов, причальную зону, складские площадки и наземный
грузовой фронт. В подсистемах регулярно выполняются однотипные
операции с грузами, а на их продолжительность оказывает влияние
большое число случайных факторов, в частности погода. Универсаль-
ные порты имеют две отличительные особенности. Во-первых, суще-
ственно меняется технология разгрузки и погрузки судна в зависимости
от типа груза. Во-вторых, размеры партий зависят от типа судна и его
вместимости.

Рассмотрим математическую модель функционирования универ-
сального морского порта на основе сетей массового обслуживания
(СеМО). Грузы, прибывающие на морском и наземном транспорте, опи-
сываются отдельными неординарными потоками заявок. Для модели-
рования работы различных элементов порта используются узлы СеМО
нескольких типов:

— работа складов, бункеров и ворот с автостоянкой – */𝑀𝑋/𝑛/𝑚;
— работа якорной стоянки, кранов на складах и перевозка грузов меж-

ду подсистемами на грузовиках – */𝑀𝑋/𝑛/0;
— разгрузка судов на причале – */𝑀/𝑛/𝑚;
— погрузка судов – */𝑀𝑌 /1/𝑌 , где 𝑌 – случайная величина, которая

описывает размер отправляемой партии грузов на судне.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№24-21-00264).
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Дисциплина обслуживания очереди во всех узлах – FIFO.
Структурная и параметрическая идентификация модели выполне-

на для универсального порта Куангнинь, который является одним из
крупнейших систем данного типа во Вьетнаме. Он расположен в одно-
именной провинции – ожидаемой конечной точкой планируемого транс-
портного коридора Россия – Вьетнам.

На рис. 1 представлена схема СеМО, включающая 19 узлов и три
входящих неординарных потока заявок, которые описывают поступ-
ление грузов на грузовиках, речных баржах и морских судах. Узлы
моделирую работу следующих элементов: 1 и 13 – якорных стоянок;
2, 9− 12, 14 и 15 – причалов, береговых кранов и конвейерной системы
на них; 4, 5 и 19 – автомобильной стоянки и пропускных пунктов; 6, 8, 16
и 18 – движение грузовиков; 7 и 17 – открытого и закрытого складов.

Рис. 1. Схема СеМО

На основе результатов численного исследования СеМО установлено,
что порт имеет запас пропускной способности порядка 40% и не нуж-
дается в модернизации. Тем не менее в случае открытия транспортного
коридора производительности конвейерной системы осуществляющей
загрузку экспортных товаров в суда, будет недостаточно и потребуется
увеличение ее скорости работы.
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Теория массового обслуживания (ТМО) является важным инстру-
ментом для анализа систем, в которых происходит обслуживание боль-
шого количества заявок. ТМО находит применение в телекоммуника-
циях, логистике, экономике и других сферах, где необходимо оптими-
зировать процессы обслуживания. Особый интерес представляют мно-
голинейные системы с двумя потоками разнотипных заявок, поскольку
они позволяют учитывать не только стандартные потоки заявок, но и
потоки отрицательных заявок, способных уничтожать или изменять по-
ступающие запросы.

Целью исследования является анализ многолинейной системы мас-
сового обслуживания, в которую поступают два потока заявок: положи-
тельный и отрицательный. Такие системы были впервые предложены
Е. Геленбе [1] и первоначально применялись для моделирования био-
физических нейронных сетей, но в настоящее время используются в
телекоммуникациях и социально-экономических задачах.

Рассматривается многолинейная система массового обслуживания,
в которой поступившая положительная заявка переходит в блок об-
служивания и встает на прибор. Время обслуживания имеет экспонен-
циальное распределение. Если в момент обслуживания положительной
заявки в систему приходит отрицательная заявка, то она искажает об-
служивание положительной, положительная заявка переходит в блок
восстановления, а отрицательная заявка уничтожается. Данная модель
отличается от классических моделей массового обслуживания где за-
явка либо успешно завершает обслуживание, либо теряется наличием
блока восстановления. Он позволяет учитывать возможность повтор-
ной обработки заявок, что приближает модель к реальным системам
с механизмом отката или коррекции ошибок. В блоке восстановления
положительная заявка находится случайное время, распределенное по
экспоненциальному закону, после чего переходит вновь на обслужива-
ние. Если в момент обслуживания положительной заявки в систему не
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приходит отрицательная заявка, то после окончания обслуживания по-
ложительная заявка покидает систему. Если в блоке обслуживания нет
заявок, то поступившая отрицательная заявка, никак не влияя на со-
стояние системы, уничтожается.

Исследование проводилось с помощью метода асимптотического
анализа в условиях длительного восстановления заявок, что позволяет
оценить поведение системы при различных параметрах. Была получена
производящая функция и построены графики распределения вероятно-
стей числа заявок в блоке обслуживания, демонстрирующие динамику
системы при различных параметрах входных потоков. Результаты ис-
следования могут быть полезны для проектирования и оптимизации
подобных систем в области телекоммуникаций, компьютерных сетей и
других технологических процессов.
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Системы с повторными попытками (Retrial Queue) представляют со-
бой стохастические модели, активно применяемые для анализа и опти-
мизации процессов в телекоммуникациях, облачных платформах, call-
центрах и других распределённых системах [1-4]. Их отличительной
чертой является механизм повторного обращения: если заявка не об-
служивается из-за занятости ресурса, она не покидает систему, а пере-
ходит в орбиту — буфер ожидания, откуда через случайный интервал
времени повторно запрашивает обслуживание. Это позволяет более ре-
алистично моделировать работу систем с ограниченными ресурсами и
высокой нагрузкой.

В рамках данной работы рассматривается многоклассовая RQ-
система, обрабатывающая заявки различных типов, каждая из которых
характеризуется собственными параметрами поступления, обслужива-
ния и задержки в орбите. Такой подход позволяет учитывать гетероген-
ность трафика — от голосовых вызовов и видеопотоков до IoT-данных
и задач облачных вычислений.

Исследуемая модель представляет собой RQ-систему 𝑀𝑁 |𝑀𝑁 |1 с 𝑁
простейшими входящими потоками с интенсивностями 𝜆𝑛, 𝑛 = 1, 𝑁
(рис. 1). Время обслуживания заявок распределено по экспоненциаль-
ному закону с параметрами 𝜇𝑛. Если прибор занят, заявка направляется
в орбиту, где ожидает случайное время (экспоненциальное распределе-
ние с параметром 𝜎𝑛), после чего повторно пытается получить обслу-
живание. Модель реализует множественный случайный доступ: любая
заявка с орбиты может обратиться за обслуживанием.

Обозначим через 𝑖𝑛(𝑡) количество заявок класса 𝑛 в орбите в момент
времени 𝑡, а 𝑘(𝑡) — состояние обслуживающего прибора:

𝑘(𝑡) =

{︂
0, если прибор свободен в момент времени 𝑡,
𝑛, если прибор занят заявкой класса 𝑛.

Таким образом, динамика системы описывается (𝑁+1)-мерным мар-
ковским процессом 𝑘(𝑡), i(𝑡), где i(𝑡) = 𝑖1(𝑡), . . . , 𝑖𝑁 (𝑡) — вектор числа
заявок каждого класса на орбите.
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Рис. 1. RQ-система 𝑀𝑁 |𝑀𝑁 |1

Целью исследования является получение вероятностных характери-
стик такой многоклассовой RQ-системы. Для этого применяется много-
мерный гауссовский асимптотический анализ и дискретно-событийный
подход имитационного моделирования, что позволяет как теоретически,
так и экспериментально оценить поведение системы в условиях высокой
нагрузки и конкуренции между потоками.
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В данной работе рассматривается RQ-система 𝑀2|𝑀2|1 с приори-
тетными заявками [1]. Система состоит из прибора, к которому на вход
поступают 2 простейших потока событий с интенсивностью 𝜆1 (интен-
сивность приоритетного потока) и 𝜆2. Прибор обслуживает эти заявки
с интенсивностью 𝜇1 и 𝜇2 соответственно. Если прибор свободен и по-
ступает заявка первого или второго потока, она занимает прибор для
обслуживания. Если же прибор не свободен, то возможно одно из сле-
дующих событий:

— Обслуживается заявка первого потока, и поступает заявка первого
потока. Поступившая заявка теряется [2].

— Обслуживается заявка первого потока, и поступает заявка второго
потока. Поступившая заявка уходит на орбиту где она осуществляет
случайную задержку в течение экспоненциального времени 𝜎.

— Обслуживается заявка второго потока, и поступает заявка первого
потока. Обслуживаемая заявка вытесняется на орбиту.

— Обслуживается заявка второго потока, и поступает заявка второго
потока. Поступившая заявка уходит на орбиту.

Пусть 𝑘(𝑡) – состояние прибора в момент времени 𝑡. Этот процесс мо-
жет принимать следующие значения: 0 – прибор свободен, 1 – прибор
занят обслуживанием заявки первого потока, 2 – прибор занят обслу-
живанием заявки второго потока. Процесс 𝑖(𝑡) – число заявок на орбите
в момент времени 𝑡. Для распределения вероятностей

𝑃𝑘(𝑖, 𝑡) = 𝑃{𝑘(𝑡) = 𝑘, 𝑖(𝑡) = 𝑖} (1)

можно записать систему уравнений Колмогорова в стационарном режи-
ме
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−(𝜆1 + 𝜆2 + 𝑖𝜎)𝑃0(𝑖) + 𝜇1𝑃1(𝑖) + 𝜇2𝑃2(𝑖) = 0,

−(𝜆2 + 𝜇1)𝑃1(𝑖) + 𝜆1𝑃0(𝑖) + 𝜆2𝑃1(𝑖− 1) + 𝜆1𝑃2(𝑖− 1) = 0,

−(𝜆1 + 𝜆2 + 𝜇2)𝑃2(𝑖) + 𝜆2𝑃0(𝑖) + 𝜎(𝑖+ 1)𝑃0(𝑖+ 1)+

+𝜆2𝑃2(𝑖− 1) = 0.

(2)

Система (2) решена с помощью метода асимптотичеcкого анализа для
определения распределений вероятностей состояния прибора и числа
заявок на орбите.
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Рассматривается call-центр, в котором оператор может сам перезва-
нивать клиентам в случаях, когда клиент совершил звонок в момент
занятости оператора. Такой подход позволяет сократить время простоя
оператора и снизить эксплуатационные расходы. Кроме того, это поз-
воляет уменьшить время ожидания клиента.

В статье [1] рассматривается математическая модель подобного call-
центра. Авторы разработали численный метод расчета распределения
вероятностей числа заявок на орбите, предполагая, что суммарная ин-
тенсивность вызывания заявок из орбиты зависит от текущего числа
заявок на орбите. Также Фунг-Дук и его соавторы рассматривали RQ-
системы с вызываемыми заявками, где вызывание происходило не из
орбиты, а извне [2, 3].

Рассматривается система массового обслуживания с повторными об-
ращениями (RQ-система). На вход поступает простейший поток заявок
с интенсивностью 𝜆. Заявка входящего потока, поступившая в систему
и обнаружившая прибор свободным, занимает его и обслуживается в те-
чение экспоненциально распределенного времени с параметром 𝜇. Если
же в момент поступления заявка застает прибор занятым, она мгновен-
но уходит на орбиту и повторяет попытку занять прибор по истечении
случайного времени, распределенного экспоненциально с параметром
𝜎. Также когда прибор свободен, он вызывает заявки из орбиты с ин-
тенсивностью 𝛽. Суммарная интенсивность вызывания постоянна и не
зависит от числа заявок на орбите.

Обозначим процесс 𝑘(𝑡) – состояние прибора в момент времени 𝑡.
Этот процесс может принимать следующие значения: 0, если прибор
свободен; 1, если прибор обслуживает заявку из входящего потока или
орбиты. Также введем случайный процесс 𝑖(𝑡) – число заявок на орби-
те в момент времени 𝑡. Для нахождения распределения вероятностей
случайного процесса {𝑘(𝑡), 𝑖(𝑡)} применяется метод асимптотического
анализа в предельном условии большой задержки заявок на орбите
(𝜎 → 0, 𝛽 → 0). Для согласования порядка малости 𝜎 и 𝛽 представим
их в виде 𝜎 = 𝛾1𝜀

2, 𝛽 = 𝛾2𝜀
2.
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Для такой системы показано, что предельное распределение числа
заявок на орбите является нормальным. Получены формулы для пара-
метров распределения вероятностей

κ1 =
𝜆2

𝜎(𝜇− 𝜆)
, κ2 =

𝜆2𝜇

𝜎(𝜇− 𝜆)2
.

Стационарные вероятности состояний прибора находим по формуле

𝑟0 = 1− 𝜆

𝜇
, 𝑟1 =

𝜆

𝜇
.

Предлагается аппроксимировать распределение вероятностей числа
заявок на орбите распределением Гаусса следующего вида:

𝐻(𝑢) ≈ exp

{︂
𝑗𝑢κ1 +

(𝑗𝑢)2

2
κ2

}︂
.
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В работе решается задача нахождения параметров МАР-потока при
наличии информации о значениях только некоторых числовых характе-
ристик длин интервалов в потоке. Будем полагать, что известна средняя
длина интервалов, коэффициент вариации (𝐶𝑉 𝑎𝑟) длин интервалов и
коэффициент корреляции (𝐶𝐶𝑜𝑟) соседних длин интервалов.

Задача сводится к тому, чтобы найти такие матрицы Q, Λ, D [1],
определяющие MAP-поток, чтобы вычисленные по ним теоретические
числовые характеристики (𝐶𝑉 𝑎𝑟𝑇 , 𝐶𝐶𝑜𝑣𝑇 ) длин интервалов [2] были
близки к заданным.

В качестве меры близости вводится функция ошибки [3]:

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=0

(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
2.

Чтобы данная функция подходила под задачу, её нужно отнорми-
ровать, поскольку коэффциент вариации может быть достаточно боль-
шим, а коэффициент корреляции изменяется от −1 до 1. Поэтому фи-
нальный вариант функции ошибки

𝑓𝑖𝑡 =
(𝐶𝑉 𝑎𝑟𝑇−𝐶𝑉 𝑎𝑟

𝐶𝑉 𝑎𝑟 )2 + (𝐶𝐶𝑜𝑣𝑇−𝐶𝐶𝑜𝑟
1+|𝐶𝐶𝑜𝑟| )2

2
.

Вычисление теоретичских числовых характеристик производится
при помощи матриц 𝐷0, 𝐷1, предварительно преобразовав матрицы Q,
𝜆, D.

Для нахождение параметров MAP-потока предлагается использо-
вать в разных комбинациях три модификации алгоритма перебора па-
раметров:

1) базовый генетический алгоритм с одновременным перебором всех
параметров;

2) последовательный перебор значений элементов матриц Q, Λ, D;
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3) перебор параметров в матрицах Q, Λ, D в заданной окрестности
определенных значений.

В результате получили, что генетический алгоритм работает доста-
точно долго и точность (значение функции ошибки) найденного реше-
ния достигает 5 знаков после запятой.

Алгоритм, который основывается на переборе матриц работает в
несколько раз быстрее, и достигается точность в 6 знаков после запятой.

Алгоритм, который перебирает параметры матриц Q, Λ, D по от-
дельности по скорости вычисляется примерно так же, как и предыду-
щий, но точность достигается до 9 знаков после запятой.
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Введение. Рассматривается имитационная модель двухфазной за-
крытой системы массового обслуживания с конечным числом пользо-
вателей [1, 2]. Заявки циклически переходят между активным и пассив-
ным состояниями. Учитывается потребление оперативной памяти каж-
дой заявкой, что позволяет исследовать временные характеристики и
распределение памяти.

Модель построена на стохастическом подходе с функцией деграда-
ции и дискретным или непрерывным распределением потребления па-
мяти. В основе модели лежат принципы анализа марковских процессов.

Заявки циклически переходят из одной фазы в другую, характери-
зуясь случайными моментами начала и завершения обработки. Каждая
заявка потребляет случайное количество памяти, заданное дискретным
или непрерывным распределением (например, равномерным или экспо-
ненциальным).

Переходы между фазами:

— 𝜆0 – интенсивность перехода в пассивное состоянии;
— 𝜆1 – интенсивность перевода в активное состояние.

Состояние системы в момент времени 𝑡 можно описать парой
(𝑛(𝑡),𝑚(𝑡)), где

— 𝑛(𝑡) ∈ [0, 𝑁 ] — число активных заявок в системе;
— 𝑚(𝑡) ∈ R+ — суммарный объём используемой оперативной памяти.

Функция деградации. Для учёта снижения производительности
при увеличении нагрузки введена функция деградации 𝐷(𝑛), завися-
щая от числа активных заявок 𝑛. Эта функция модулирует интенсив-
ность перехода заявки из активного состояния в пассивное следующим
образом:

𝜆(𝑛) = 𝜆0 ·𝐷(𝑛),

где 𝜆0 — базовая интенсивность обслуживания, 𝐷(𝑛) ≤ 1 — монотонно
убывающая функция.
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Это позволяет моделировать реалистичное поведение системы, при
котором рост числа активных заявок приводит к нелинейному сниже-
нию скорости обработки.

Цель работы – построить имитационную модель использования опе-
ративной памяти вычислительного узла в условиях ограниченного чис-
ла пользователей с помощью закрытой двухфазной системы массового
обслуживания.

Задачи:

— Разработать модель закрытой двухфазной системы массового обслу-
живания, учитывающую:
— переход заявок между двумя фазами обслуживания;
— случайное потребление оперативной памяти заявками.

— Реализовать функцию деградации производительности системы при
увеличении числа активных заявок.

— Рассчитать вероятностные характеристики системы:
— стационарные вероятности числа активных заявок;
— распределение общего объёма используемой оперативной памяти.

Результаты. На основе разработанной имитационной модели, по-
строенной с использованием стохастического подхода, были получены
следующие ключевые результаты:

— Рассчитаны стационарные вероятности числа активных заявок в си-
стеме, позволяющие оценить степень загрузки вычислительного уз-
ла;

— Построено распределение общего объёма используемой оперативной
памяти при различных сценариях потребления ресурсов;

— Реализована функция деградации производительности, отражаю-
щая снижение скорости обработки заявок при увеличении числа ак-
тивных процессов.
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Многомодальные потоки данных представляют собой интегрирован-
ную совокупность информации различных типов, включая голосовые,
текстовые и видеоданные, что приводит к необходимости использования
непуассоновских моделей для их описания [2, 3]. В качестве математиче-
ской модели предлагается ресурсная система массового обслуживания,
где интенсивность потоков изменяется в зависимости от состояний мар-
ковской случайной среды. Требования из различных потоков поступают
для обслуживания в один из двух блоков, содержащих неограниченное
количество приборов, где обслуживаются за произвольно распределен-
ное случайное время. При этом марковская среда не влияет на процесс
обслуживания. Во время обслуживания требование занимает некото-
рый объем ресурса соответствующего блока. Проводится исследование
двумерного случайного процесса суммарно занятых ресурсов в системе
в условиях высокой интенсивности входящих требований.

Описание модели. На вход системы поступает три потока, один
из которых содержит требования одного типа, поступающие для обслу-
живания в первый блок, другой – второго типа, поступающие на второй
блок обслуживания (рис. 1). Третий поток содержит сдвоенные заявки,
поступающие одновременно в оба блока обслуживания. Интенсивности
каждого из потоков задаются индивидуально и зависят от состояния
некоторой управляющей среды, представленной в модели в виде непре-
рывной цепи Маркова с конечным числом состояний 𝑘(𝑡) = 1, 2, ...,𝐾,
заданной матрицей инфинитезимальных характеристик Q= ‖𝑞𝑖,𝑗‖.

Таким образом, входящие потоки являются марковски модулиро-
ванными пуассоновскими потоками с общим управляющим процессом
𝑘(𝑡) и определяются диагональными матрицами условных интенсивно-

стей Λ(1),Λ(2) и Λ с элементами 𝜆
(1)
𝑘 , 𝜆

(2)
𝑘 и 𝜆𝑘 на главных диагоналях

соответственно [1]. Поступающее требование мгновенно занимает сво-
бодный прибор в блоке, соответствующий его типу, и обслуживается в
течение случайного времени с произвольной функцией распределения
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𝐵𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2. При этом требование занимает ресурс соответствующего
блока случайного объема 𝑣𝑖 с функцией распределения 𝐺𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, 2.

Обозначим 𝑉𝑖(𝑡) – суммарный объем ресурсов, занимаемый требова-
ниями 𝑖-го типа, находящимися в системе в момент времени 𝑡.

Рис. 1. Ресурсная СМО с входящими MMPP-потоками и двумя блоками
обслуживания

Задача исследования двумерного процесса 𝑉 (𝑡) = {𝑉1(𝑡), 𝑉2(𝑡)} ре-
шается с помощью метода динамического просеивания, а также метода
асимптотического анализа в условии высокой интенсивности входящих
потоков. Построена аппроксимация распределения вероятностей дву-
мерного случайного процесса суммарных занятых объемов ресурсов в
системе в виде двумерного нормального распределения с параметрами,
определяемыми первыми и вторыми начальными моментами парамет-
ров обслуживания и входящих потоков.
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Рассматривается задача анализа характеристик производительно-
сти композиции веб-сервисов, используемой в информационных систе-
мах с сервис-ориентированной архитектурой [1]. Описание взаимодей-
ствия веб-сервисов и их объединения в единый функциональный про-
цесс выполняется на языке BPEL.

Предлагается математическая модель композиции веб-сервисов в ви-
де открытой экспоненциальной сети массового обслуживания с од-
ним классом требований — сети Джексона [2]. Отдельные веб-сервисы
композиции представляются системами массового обслуживания ти-
па 𝑀/𝑀/𝑘. Процесс обращений к различным веб-сервисам при выпол-
нении запроса пользователя, формализованный в виде программных
конструкций языка BPEL, отображается переходами требований между
системами массового обслуживания, определяемыми маршрутной мат-
рицей сети. Для того чтобы оценить среднее время отклика композиции
веб-сервисов и характеристики отдельных веб-сервисов, вычисляются
математическое ожидание длительности пребывания требований в сети
массового обслуживания и другие стационарные характеристики сети.
Исследуются зависимости характеристик композиции веб-сервисов от ее
параметров.
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В работе освещаются вероятностные характеристики стационарного
режима работы замкнутых СМО с поликомпонетным потоком заявок,
в которых имеют место отказы, ожидание и ограничение на длину оче-
реди [1-3]. Рассмотрим замкнутую систему массового обслуживания с
входящими ожидающими требованиями, максимальное число которых
составляет 𝑁 . Потоки требований имеют случайную интенсивность 𝜆𝑘 и
подчиняются свойствам пуассоновского распределения. Для отображе-
ния процессов, происходящих в описанной системе, используется граф
состояний СМО (рис 1).
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Рис. 1. Граф состояний СМО



СМО с ожиданием, отказами и ограничением по длине очереди 43

Выразив вероятности состояний СМО из системы уравнений Кол-
могорова через 𝑃0, получим стационарное распределение вероятностей:

𝑃𝑘 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑁 [𝑘]𝑅
𝑘
0

𝑘!
𝑃0, 𝑘 ≤ 𝑚;

𝑁 [𝑘]

(︂
𝑅1

𝑚

)︂𝑘−𝑚
𝑅𝑚

0

𝑚!
𝑃0, 𝑚 < 𝑘 ≤ 𝑚+ 𝐸;

𝑁 [𝑘]
(︁ 𝜌
𝑚

)︁𝑘−𝑚−𝐸
(︂
𝑅1

𝑚

)︂𝐸
𝑅𝑚

0

𝑚!
𝑃0, 𝑚+ 𝐸 < 𝑘 ≤ 𝑁.

Вероятность немедленного обслуживания:

𝑃но =
1

𝑁 − 𝑘

𝑚−1∑︁
𝑘=0

(𝑁 − 𝑘)𝑃𝑘 =
1

𝑅0(𝑁 − 𝑘)

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑘𝑃𝑘.

Вероятность ожидания:

𝑃ож =
1

𝑁 − 𝑘

[︃
Λ1

Λ0

𝑚+𝐸−1∑︁
𝑘=𝑚

(𝑁 − 𝑘)𝑃𝑘 +
𝜆

Λ0

𝑁−1∑︁
𝑘=𝑚+𝐸

(𝑁 − 𝑘)𝑃𝑘

]︃
.

Вероятность отказа:

𝑃отк = 1− 𝑃но − 𝑃ож.

Результаты данной работы могут быть полезны для моделирования
реальных объектов, попадающих под определение замкнутых систем и
в которых возникает поток требований неоднородного характера.
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В современных исследованиях телекоммуникационных и сотовых си-
стем большую роль играют математические модели RQ-систем массово-
го обслуживания [1], обеспечивающие эффективный анализ их функци-
онирования и оптимизацию параметров. В работе исследуется одноли-
нейная RQ-система, которая, помимо орбиты бесконечной длины, имеет
бункер длины 𝑁 − 1, используемый для хранения заявок перед обслу-
живанием на приборе (рис. 1).

Рис. 1. RQ-система с бункером и орбитой

Входящий поток заявок является простейшим с параметром 𝜆. Вре-
мя обслуживания заявок на приборе представляет собой экспоненци-
ально распределённую случайную величину с параметром 𝜇, а время
ожидания на орбите также распределено экспоненциально с парамет-
ром 𝜎. Поступившие в систему заявки обращаются к прибору и начи-
нают обслуживаться, если он свободен. В противном случае они встают
в очередь в бункере. Если места в бункере отсутствуют, заявка отправ-
ляется на орбиту. После ожидания заявка повторно обращается к при-
бору и бункеру. Если свободные места снова отсутствуют, заявка вновь
отправляется на орбиту, где время её ожидания распределено экспо-
ненциально с тем же параметром 𝜎. Таким образом, в данной системе
исключена потеря заявок из-за отсутствия мест в бункере или на при-
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боре. Для определения длины бункера в исследуемой системе, помимо
распределения вероятностей количества заявок на орбите и среднего
числа заявок на орбите, можно использовать такую характеристику,
как время ожидания заявки [2] – период с момента её поступления из
входящего потока до момента попадания на прибор или в бункер. Таким
образом, ставится задача исследования времени ожидания заявки ме-
тодом асимптотического анализа в условии большой задержки заявок
на орбите (𝜎 → 0). По итогу работы найдено распределение вероят-
ностей времени ожидания в виде экспоненциального распределения с
параметром 𝜎(1− 𝜌), где κ1 – среднее число заявок на орбите и

𝜌 =
1

1 +
𝑁∑︀

𝑛=1
( 𝜇
𝜆+κ1

)𝑛
.
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В работе рассматривается СМО с двумя входными потоками и од-
ним обслуживающим устройством (ОУ). Входные потоки Π𝑗 , 𝑗 = 1, 2,
являются неординарными пуассоновскими потоками и описываются па-
раметрами 𝜆𝑗 ∈ (0,+∞), 𝛼𝑗 ∈ (0, 1], 𝛽𝑗 ∈ [0,+∞), 𝛾𝑗 ∈ [0, 1]. Группа из
одного требования прибывает с вероятностью 𝛼𝑗 , а из 𝑎 = 2, . . . , 𝑁 с ве-
роятностью 𝛼𝑗𝛽𝑗𝛾

𝑎−1
𝑗 [1]. Требования поступают в накопители неогра-

ниченного размера 𝑂1, 𝑂2. Обслуживание 𝑂𝑗 происходит в течение фик-
сированного времени, затем принимается решение о продлении.

Для построения математической модели используется представле-
ние системы обслуживания в виде кибернетической управляющей си-
стемы [2, 3]. Зададим дискретную временную шкалу {𝜏0, 𝜏1, 𝜏2, . . . },
𝜏0 = 0. Моменты времени 𝜏𝑖 являются случайными и соответствуют
моменту смены состояния ОУ. Пусть Γ = {Γ(1),Γ(2),Γ(3),Γ(4),Γ(5),Γ(6)}
есть множество состояний ОУ. Время нахождения в состоянии Γ(𝑠) ∈ Γ,
𝑠 ∈ {1, 2, . . . , 6}, есть неслучайная величина 𝑇𝑠 ≥ 0. В состоянии Γ(1)

обслуживаются требования из первого накопителя. По завершении на-
хождения в Γ(1) возможен переход в состояние продления Γ(5) или в
состояние переналадки Γ(2). Затем в состоянии Γ(3) обслуживаются тре-
бования из второго накопителя с возможным продлением в Γ(6). После
переналадки в Γ(4) вновь начинается обслуживание первого накопите-
ля. Случайная переменная Γ𝑖 ∈ Γ характеризует состояние ОУ на про-
межутке (𝜏𝑖−1, 𝜏𝑖], Γ0 — в момент 𝜏0. Наличие продления определяется
неслучайными функциями ℎ𝑘 : 𝑋

2 → {0, 1}, ℎ𝑘(0, 0) = 0, 𝑋 = N ∪ {0},
где 0, 1 соответствуют отсутствию и наличию продления.

Случайный вектор κ𝑖 = (κ1,𝑖,κ2,𝑖),κ𝑗,𝑖 ∈ 𝑋 характеризует количе-
ство требований, накопленных в 𝑂1, 𝑂2 в момент 𝜏𝑖. Пусть 𝜂𝑗,𝑖 ∈ 𝑋 –
количество требований поступивших по потоку Π𝑗 за промежуток
[𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1). Для описания обслуживания требований будем использовать
потоки насыщения Π*

1, Π
*
2. Закон обслуживания определяется величи-

нами ℓ𝑠, характеризующими максимальное количество требований, об-
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служенных за время 𝑇𝑠. Также введём 𝜉𝑗,𝑖 — максимальное количество
требований, которые будут обслужены по Π*

𝑗 на [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1).
Результатом работы являются следующие теоремы:

Теорема 1. Последовательность {(Γ𝑖,κ𝑖) ; 𝑖 = 0, 1, . . . } является
цепью Маркова при заданных распределениях Γ0,κ0.

Теорема 2. Пусть

𝐷1 = {(Γ(5), 𝑥1, 𝑥2) : 𝑥1 ≥ 𝑥1 − ℓ5, 𝑥2 ≥ 𝑥2 : ℎ1(𝑥1, 𝑥2) = 1},

𝐷2 = {(Γ(6), 𝑥1, 𝑥2) : 𝑥1 ≥ 𝑥1, 𝑥2 ≥ 𝑥2 − ℓ6 : ℎ2(𝑥1, 𝑥2) = 1}.
Тогда состояния, принадлежащие

𝑀 = 𝐷1 ∪𝐷2 ∪ {(Γ(𝑟), 𝑥1, 𝑥2) : (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑋2, 𝑟 ∈ {1, 2, 3, 4}},

образуют единственный класс существенных сообщающихся состояний,
а состояния из Γ×𝑋 ×𝑋 ∖𝑀 являются несущественными.

Теорема 3. Существуют ℎ1(𝑥1, 𝑥2), ℎ2(𝑥1, 𝑥2), такие, что марков-
ская цепь {(Γ𝑖,κ𝑖) ; 𝑖 = 0, 1, . . . } имеет различный период.

Также в работе получены рекуррентные соотношения для частич-
ных производящих функций одномерных распределений марковской
последовательности 𝜓𝑖(𝑧1, 𝑧2, 𝑠) = M[𝑧

κ1,𝑖

1 𝑧
κ2,𝑖

2 𝐼(Γ𝑖 = Γ(𝑠))]. Например,
для состояния Γ(2) соотношение имеет вид

𝜓𝑖+1(𝑧1,𝑧2, 2) = 𝑞1(𝑧1, 𝑇2)𝑞2(𝑧2, 𝑇2)×

×
(︁
𝜓𝑖(𝑧1, 𝑧2, 5) +M[𝑧

𝜂1,𝑖

1 𝑧
𝜂2,𝑖

2 𝐼(Γ𝑖 = Γ(1), ℎ1(κ1,𝑖,κ2,𝑖) = 0)]
)︁
,

где 𝑞𝑗(𝑧, 𝑡) = M(𝑧𝜂𝑗,𝑖) =
∑︀
𝑥∈𝑋

𝑧𝑥𝜙𝑗(𝑥, 𝑡), а 𝜙𝑗(𝑥, 𝑡) — вероятность поступ-

ления 𝑥 требований по потоку Π𝑗 за время 𝑡.
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Введение

Для выходящих потоков систем массового обслуживания с неогра-
ниченным числом приборов и простейшим входящим потоком есть ряд
классических результатов [1, 2]. В них доказано, что если входящий
поток является простейшим и времена обслуживаний заявок независи-
мы и одинаково распределены, то выходящий поток будет также про-
стейшим. В данной работе рассматривается выходящий поток системы
𝑀 |𝑀𝑖|∞ [3], в котором интенсивность обслуживания зависит от числа
заявок в системе 𝑖(𝑡) в момент времени 𝑡. В этом случае интенсивность
обслуживания зависит от состояния системы и меняется для всех заявок
одновременно. В этом случае получается, что времена обслуживания не
могут быть гарантированно независимыми, соответственно выходящий
поток данной системы не удовлетворяет условиям классических резуль-
татов середины XX в.

Описание выходящего потока в терминах MAP

Для рассматриваемой системы число заявок в системе 𝑖(𝑡) в момент
времени 𝑡 является цепью Маркова. Распределение вероятностей кото-
рой r было получено в работе [3].

Заметим, что события в выходящем потоке наступают только при
уменьшении на единицу значения процесса 𝑖(𝑡) (один из приборов завер-
шил обслуживание). То есть число заявок в системе является управляю-
щей цепью Маркова для выходящего потока. Соответственно, его мож-
но описать в терминах MAP-потока. Для этого необходимо определить
значения элементов матриц, которые определяют MAP-поток. Матрица
Q совпадает с матрицей интенсивностей перехода процесса 𝑖(𝑡). Матри-
ца Λ является нулевой, поскольку при сохранении значения числа за-
нятых приборов события выходящего потока не наступают. Матрица D
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вероятностей наступления событий при изменении состояния управляю-
щего процесса содержит единицы под главной диагональю, а остальные
элементы равны нулю, так как события в выходящем потоке наступа-
ют только при уменьшении на единицу значения процесса 𝑖(𝑡). Из этих
матриц составляется матрица-генератор B, на диагонали которой стоят
элементы матрицы Λ, а внедиагональные элементы равны произведе-
нию соответствующих элементов матриц Q и D.

Пуассоновское свойство выходящего MAP-потока

В работе [4] сформулированы условия, при которых МАР-поток яв-
ляется пуассоновским. Мы смогли описать наш выходящий поток в виде
MAP-потока, поэтому для его параметров можем проверить выполне-
ние этих условий. В результате получили, что для нашего выходящего
потока выполняется одно из условий из статьи [4]:

rB = 𝜆B, (1)

где 𝜆 – интенсивность входящего (и выходящего) потока системы.
Соответственно, мы показали, что выходящий поток в системе с

пуассоновским входящим потоком, неограниченным числом приборов
и зависимостью скорости обслуживания от числа заявок в системе, яв-
ляется простейшим.

Данный результат обобщает классические результаты для выходя-
щих потоков систем с неограниченным числом приборов и может приме-
няться при анализе сетевого трафика, телекоммуникационных систем
и других стохастических процессов.
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Рассматривается система с повторными вызовами [2] и отказами,
двумя типами входящих потоков и 𝑁 обслуживающими приборами
(рис. 1). На вход системы поступают два простейших потока событий с
интенсивностью 𝜆1 и 𝜆2 соответственно. Если хотя бы один из 𝑁 при-
боров свободен, то поступающие заявки первого потока (приоритетного
потока [1]) занимают его и обслуживаются экспоненциальное время с
параметром 𝜇1. Заявки второго потока могут обслуживаться только на
𝑁 -ом приборе. Если 𝑁 -ый прибор свободен, то заявки второго потока,
поступающие в систему, занимают его и обслуживаются случайное экс-
поненциальное время с параметром 𝜇2. Если поступившая заявка перво-
го потока застает все приборы занятыми обслуживанием заявки первого
потока, она теряется. Если поступившая заявка первого потока заста-
ет 𝑁 -ый прибор занятым обслуживанием заявки второго потока, она
вытесняет заявку второго потока на орбиту, где та осуществляет слу-
чайную задержку в течение экспоненциального времени с параметром
𝜎, а сама начинает обсуживаться экспоненциальное время с парамет-
ром 𝜇1. Если поступившая заявка второго потока застает 𝑁 -ый прибор
занятым обслуживанием заявки первого или второго потока, она не те-
ряется, а уходит на орбиту, где осуществляет случайную задержку в
течение экспоненциального времени с параметром 𝜎.

Обозначим процесс 𝑘(𝑡) как состояние 𝑁 -го прибора в момент вре-
мени 𝑡. Этот процесс может принимать следующие значения: 0 – при-
бор свободен, 1 – прибор занят обслуживанием заявки первого потока,
2 – прибор занят обслуживанием заявки второго потока. Также введем
случайный процесс 𝑖(𝑡) – число заявок на орбите в момент времени 𝑡
и процесс 𝑛(𝑡) – число занятых приборов заявками первого потока в
системе в момент времени 𝑡.

Ставится задача нахождения стационарного распределения вероят-
ностей значений процесса {𝑘(𝑡), 𝑛(𝑡), 𝑖(𝑡)} при 𝑘 = 0, 1, 2, при 𝑁 = 3.
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Рис. 1. Система с отказами, двумя типами входящих потоков и 𝑁 обслужи-
вающими приборами

Для распределения вероятностей 𝑃𝑘(𝑛, 𝑖, 𝑡) = 𝑃{𝑘(𝑡) = 𝑘, 𝑛(𝑡) = 𝑛,
𝑖(𝑡) = 𝑖}, 𝑘 = 0, 1, 2, составлена система дифференциальных уравнений
Колмогорова. Система была записана в стационарном виде и исследова-
на асимптотическим методом в предельном условии большой задержки
заявок на орбите (𝜎 −→ 0).
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Современные телекоммуникационные сети требуют точного анализа
потоков событий для оптимизации ресурсов. Оценка параметров рас-
пределений интервалов между событиями позволяет прогнозировать
нагрузку и снижать задержки. В данной работе рассматривается при-
менение методов машинного обучения для оценки параметров распре-
делений. В работе исследованы длины интервалов между моментами
наступления событий в рекуррентном потоке с различными функция-
ми распределения вероятностей (Парето, Фишера, Леви, Фреше, Бура
XII, обратное Гамма, Ломакса). Проведено сравнение оценки парамет-
ров с использованием двух наборов данных: интервалов между момен-
тами наступления событий и числовых характеристик интервалов. В
качестве алгоритмов для оценки параметров был использован гради-
ентный бустинг (CatBoost). Для оценки обобщающей способности мо-
делей использовались следующие метрики: MAPE (средняя абсолютная
процентная ошибка) и 𝑅2 (коэффициент детерминации).

Построены модели для каждого распределения на двух наборах дан-
ных: интервалах между моментами наступления событий и числовы-
ми характеристиками интервалов (математическое ожидание, среднее
квадратичное отклонение, дисперсия, коэффициент вариации, шесть
квантилей: 0,1; 0,25; 0,5; 0,75; 0,9; 0,95).

Использование числовых характеристик дало значительное улучше-
ние точности оценок. Например, для параметра 𝜇 распределения Леви
метрика 𝑅2 увеличилась с 0,032 до 0,851, а метрика MAPE снизилась
в 3,6 раза. Для многопараметрических распределений (Фреше и Бура
XII) также наблюдается рост точности, например, для параметра 𝑚
распределения Фреше метрика MAPE снизилась с 235,35 до 52,19.

Использование числовых характеристик длин интервалов распреде-
лений в качестве данных для обучения моделей демонстрирует значи-
тельное преимущество перед использованием моментов времени наступ-
ления событий и интервалов между моментами наступления событий.
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Рассмотрим замкнутую экспоненциальную HM-сеть массового об-
служивания [1], между узлами которой циркулирует 𝐾 однородных за-
явок. Перемещение заявок порождает последовательность вознаграж-
дений (доходов), соответствующих переходам сети из одного состояния
в другое. Предположим, что сеть включает конечное число узлов с но-
мерами 0, 1, . . . , 𝑛. Узел 𝑆0 является IS-узлом (Infinite Server): число
идентичных экспоненциальных линий данного узла равно общему чис-
лу заявок в сети – 𝐾. IS-узел выступает как конечный источник потока
заявок, направляемых на узлы 𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑛. Интенсивность пуассонов-
ского потока, исходящего из IS-узла 𝑆0 на вход 𝑆𝑖, составляет 𝜆0𝑘0𝑝0𝑖,

где 𝜆0 — параметр потока, 𝑘0 — число заявок в 𝑆0, 𝑖 = 1, 𝑛,
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑝0𝑖 = 1.

Определим характеристики и режим работы узлов 𝑆𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛. Каж-
дый из этих узлов представляет собой СМО с 𝑚𝑖 идентичными обслу-
живающими приборами и неограниченным буфером для заявок. Дли-
тельности обслуживания заявок каждым прибором СМО 𝑆𝑖 имеют экс-
поненциальное распределение с параметром 𝜇𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛. Очередь заявок
в узлах организована по принципу FIFO. Заданы маршрутные вероят-
ности 𝑝𝑖0, 𝑝𝑖1, . . . , 𝑝𝑖𝑛, которые определяют, с какой вероятностью за-
явка, обслуженная в узле 𝑆𝑖, 𝑖 = 0, 𝑛, направляется в один из узлов
0, 1, . . . , 𝑛. Матрица 𝑃 = (𝑝𝑖𝑗)𝑖,𝑗=0,𝑛 является стохастической, причем

полагаем, что она неразложима и 𝑝𝑖𝑖 = 0, 𝑖 = 0, 𝑛.
В каждый момент времени 𝑡 состояние исследуемой сети описыва-

ется 𝑛-мерным случайным вектором k(𝑡) = (𝑘1(𝑡), 𝑘2(𝑡), . . . , 𝑘𝑛(𝑡)), где
𝑘𝑖(𝑡) — это число заявок в 𝑖-м узле в момент 𝑡, 𝑖 = 1, 𝑛. Процесс k(𝑡)
представляет собой цепь Маркова с непрерывным временем и конечным
числом состояний.

Предположим, что при переходе заявки с узла 𝑆𝑖 на узел 𝑆𝑗 HM-
сеть зарабатывает 𝑅𝑖𝑗 у. е., 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 𝑛. Мы называем 𝑅𝑖𝑗 возна-

Работа выполнена при поддержке Государственной программы научных исследо-
ваний Республики Беларусь «Конвергенция-2025» (подпрограмма «Математические
модели и методы»).
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граждением, ассоциированным с переходом заявки из 𝑆𝑖 в 𝑆𝑗 , а 𝑅(k) —
вознаграждением за единицу времени пребывания HM-сети в состоя-
нии k. Обозначим 𝑉 (k, 𝑡) общее вознаграждение HM-сети, которое сеть
получит, находясь к конечному моменту времени 𝑡 в состоянии k.

В отличие от [1] в данной работе получено не обратное, а прямое
дифференциально-разностное уравнение для 𝑉 (k, 𝑡), в котором фигури-
рует производная по конечному моменту времени 𝑡. Однако его решение
связано с очевидными техническими затруднениями, что вынуждает
прибегнуть к приближенному анализу. В качестве метода исследова-
ния выбран асимптотический анализ HM-сети в случае большого числа
заявок 𝐾, что позволяет получить приближенные результаты с опреде-
ленной точностью [1]. В результате осуществлен предельный переход от
цепи Маркова k(𝑡) к непрерывному марковскому процессу, компоненты
𝑘𝑖(𝑡)/𝐾 которого отражают число заявок в СМО сети, 𝑖 = 1, 𝑛. Итогом
является обобщенное прямое уравнение Фоккера–Планка–Колмогорова
для плотности вознаграждения 𝑣(x, 𝑡):

𝜕𝑣(x, 𝑡)

𝜕𝑡
= −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝐴𝑖(x, 𝑡)𝑣(x, 𝑡))+

+
1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(𝐵𝑖𝑗(x, 𝑡)𝑣(x, 𝑡)) + 𝑞(x),

(1)

𝐴𝑖(x, 𝑡) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗 min(𝑚𝑗/𝐾, 𝑥𝑗)(𝑝𝑗𝑖 − 𝛿𝑗𝑖) + 𝜆0

(︃
1−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

)︃
𝑝0𝑖,

𝐵𝑖𝑖(x, 𝑡) =
1

𝐾

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗 min(𝑚𝑗/𝐾, 𝑥𝑗)(𝛿𝑗𝑖 + 𝑝𝑗𝑖) +
1

𝐾
𝜆0

(︃
1−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

)︃
𝑝0𝑖,

𝐵𝑖𝑗(x, 𝑡) = − 1

𝐾
𝜇𝑖 min(𝑚𝑖/𝐾, 𝑥𝑖)𝑝𝑖𝑗 , 𝑖 ̸= 𝑗,

где x — состояние сети в момент времени 𝑡, 𝛿𝑗𝑖 — символ Кронекера,
𝑞(x) — ставка вознаграждения, установленным образом определяемая
вознаграждениями 𝑅𝑖𝑗 и 𝑅(x).

На основе (1) можно определить плотность вознаграждения, инте-
грируя которую, можно рассчитать вознаграждение сети в момент 𝑡.
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Процесс подачи и обслуживания заявок в технической системе, в
которой происходит передача сведений через обслуживающий прибор –
шлюз безопасности, занимающийся кодированием данных для взаимо-
действия с системой межведомственного электронного взаимодействия
(СМЭВ), передаваемых ему заявок от разных участников взаимодей-
ствия предлагается моделировать в виде циклической модели массового
обслуживания (системы поллинга), которая исследуется в работах [1, 2].
На вход системе поступает 𝑀 простейших потоков с интенсивностями
𝜆𝑚, 𝑚 = 1, . . . ,𝑀 (рис. 1).

Рис. 1. Модель системы массового обслуживания с одним обслуживающим
прибором

Заявки каждого потока образуют свою очередь бесконечной длины.
Прибор посещает очереди в циклическом порядке, начиная с первой оче-
реди и заканчивая 𝑀 -й, потом цикл повторяется. Время пребывания
прибора у 𝑚-й очереди имеет произвольное распределение с функци-
ей 𝑇 (𝑥). В течение этого времени прибор обслуживает заявки, которые
накопились в очереди с экспоненциальной функцией распределения, за-
данной параметром 𝜇. Если заявок в очереди нет, то прибор все равно
обращен к очереди, пока не истечет время подключения. Будем исследо-
вать исходную систему массового обслуживания методом декомпозии и
рассмотрения системы с прогулками прибора, как представлено в рабо-
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те [3], во время прогулки прибор обслуживает другие очереди (рис. 2).

Рис. 2. Модель системы с прогулками прибора

Будем полагать, что продолжительности интервалов обращения к
очереди и прогулки случайные и определяются функциями распреде-
ления 𝑇1(𝑥) и 𝑇2(𝑥) соответственно. Введем случайный процесс 𝑛(𝑡) –
число заявок в системе в момент времени 𝑡. Для нахождения распреде-
ления вероятностей этого процесса и состояний прибора 𝑇1(𝑥) и 𝑇2(𝑥)
применяется метод асимптотического анализа в условии большой за-
грузки системы.
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Гибридные системы – это комбинированные решения, которые объ-
единяют элементы различных типов систем для повышения эффектив-
ности, гибкости и надежности. Такие системы создают синергетический
эффект, позволяя компенсировать недостатки отдельных компонентов
за счет их взаимодополняемости. Гибридные системы встречаются в
различных сферах, например в сетях связи [1, 2] и энергетических си-
стемах [3, 4]. В данном исследовании анализ таких систем проводится с
использованием методов теории массового обслуживания (далее СМО).

В данной работе предлагается математическая модель управления
гибридными системами в виде СМО с двумя блоками приборов, один
из которых ненадежный. В первом блоке (альтернативной электроэнер-
гии) ограниченное число приборов. Во втором блоке (городской элек-
троэнергии) количество приборов не ограничено. Данные блоки могут
работать совместно, второй блок работает всегда, а первый включает-
ся и выключается с некоторой периодичностью. Время работы первого
блока распределено по экспоненциальному закону. Когда накопленная
энергия в первом блоке заканчивается, использующий её блок выключа-
ется и остается работать только второй блок с городской электрической
сетью. В систему поступает простейший поток заявок (запросов на элек-
троэнергию), приоритетным считается обслуживание на первом блоке,
если он включен и не переполнен. Если обслуживание на первом блоке
невозможно, то заявка начинает обслуживание на втором блоке. Время
обслуживания заявки в блоках распределено по экспоненциальному.

Для описанной модели получены формулы моментов первого и вто-
рого порядка числа заявок в системе, т.е. объёма потребления. Выпол-
нен сравнительный анализ гибридной системы с системой с одним бло-
ком обслуживания. Сделаны выводы об экономической эффективности
гибридной системы в заданных условиях.

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ, грант №24-71-00022,
https://rscf.ru/project/24-71-00022/.
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В работе приводится математическое описание вероятностных ха-
рактеристик стационарного режима работы замкнутых СМО с трехком-
понентным потоком заявок и ограничением на время ожидания заявки
в очереди. Рассмотрим СМО с количеством обслуживающих устройств
𝑚, интенсивностью ухода заявок 𝜈, скоростью обслуживания 𝜇, ко-
личеством заявок в источнике 𝑁 и входящим потоком ожидающих и
нетерпеливых требований с интенсивностью Λ0 и Λ1 соответственно.
При построении математической модели СМО полезным инструментом
является граф состояний и переходов системы (рис. 1), учитывающий
структуру рассматриваемой СМО.
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Рис. 1. Граф состояний СМО

Выразив вероятности состояний СМО из системы уравнений Кол-
могорова через 𝑃0, получим

𝑃𝑘 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑁 !𝑅𝑘

0

(𝑁 − 𝑘)!𝑘!
𝑃0, 𝑘 ≤ 𝑚;

(︂
𝑅1

𝛽

)︂𝑘−𝑚
[︃(︂

𝑚

𝛽
+ 1

)︂
𝑘−𝑚

]︃−1
𝑁 !𝑅𝑚

0

(𝑁 − 𝑘)!𝑚!
𝑃0, 𝑚 < 𝑘 ≤ 𝑁.
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Вероятность отказа:

𝑃отк =
𝜆0
Λ0

1

𝑁 − 𝑘

𝑁−1∑︁
𝑘=𝑚

(𝑁 − 𝑘)𝑃𝑘 =
𝜆0
Λ0

1

𝑁 − 𝑘

𝑁∑︁
𝑘=𝑚

(𝑁 − 𝑘)𝑃𝑘.

Вероятность ожидания:

𝑃ож =
Λ1

Λ0

1

𝑁 − 𝑘

𝑁−1∑︁
𝑘=𝑚

(𝑁 − 𝑘)𝑃𝑘 =
Λ1

Λ0

1

𝑁 − 𝑘

𝑁∑︁
𝑘=𝑚

(𝑁 − 𝑘)𝑃𝑘.

Вероятность немедленного обслуживания:

𝑃но =
1

𝑁 − 𝑘

𝑚−1∑︁
𝑘=0

(𝑁 − 𝑘)𝑃𝑘.

Результаты данной работы могут применяться для проектирования
систем и объектов, для математического описания которых применя-
ются модели системы массового обслуживания схожего типа.
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Предлагается модель обработки заявок двух типов — приоритетных
и неприоритетных. Время обслуживания заявок случайное с экспонен-
циальным распределением вероятностей, причем его параметры соот-
ветствуют типу заявки. У каждого типа заявок имеется свой бункер
ожидания, ограниченный по объему. Информация, находящаяся в оче-
реди, обладает сроком жизни, после истечения которого ее передача
может стать неактуальной. Срок жизни — случайная величина, также
имеющая экспоненциальное распределение. Для рассматриваемой си-
стемы реализован алгоритм поиска технических характеристик путем
вычисления стационарного распределения вероятностей, что, в свою
очередь, достигается автоматическим построением матриц коэффици-
ентов. Необходимость создания данного алгоритма объясняется нередко
возникающими сложностями при моделировании систем с приоритета-
ми [1, 2], что как раз и связано с ограниченной емкостью бункеров ожи-
дания [3] и необходимостью учета нетерпеливости заявок. Представлен
обновленный [4] алгоритм для системы с абсолютным приоритетом.

Сформулируем постановку задачи. Пусть 𝑖(𝑡)— число приоритетных
заявок в бункере в момент времени 𝑡, 𝑗(𝑡) — число неприоритетных за-
явок в бункере, 𝑘(𝑡) — состояние прибора в момент времени 𝑡: 𝑘(𝑡) = 0 —
прибор свободен, 𝑘(𝑡) = 1 – прибор занят приоритетной заявкой, 𝑘(𝑡) =
2 – прибор занят неприоритетной заявкой. Ставится задача нахождения
стационарного распределения вероятностей трехмерного марковского
процесса {𝑘(𝑡), 𝑖(𝑡), 𝑗(𝑡)}: 𝑃𝑘(𝑖, 𝑗) = lim

𝑡→∞
𝑃{𝑘(𝑡) = 𝑘, 𝑖(𝑡) = 𝑖, 𝑗(𝑡) = 𝑗} при

следующих параметрах системы: 𝜆𝑝 — интенсивности потоков, 𝜇𝑝 —
интенсивности обслуживания, 𝛼𝑝 — интенсивности выхода из бункеров,
𝑁𝑝 — количество мест для ожидания в бункере, 𝑝 = 1, 2.

Ключевым событием, в котором кроется различие обработки заявок
в системе с абсолютным приоритетом сравнительно с относительным,
является приход заявки приоритетного типа. Таким образом, если при-
бор занят неприоритетной заявкой и 1-й бункер свободен, то пришедшая
приоритетная заявка вытесняет неприоритетную, и если во 2-м бунке-
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ре есть место, то число заявок во 2-м бункере увеличивается на 1, со-
стояние прибора равно 1. Способность приоритетной заявки вытеснять
неприоритетную при абсолютном приоритете дает хоть и незначитель-
ное, но снижение вероятности отказа в обслуживании приоритетных
заявок. В сценариях реальной жизни, моделируемых системами с абсо-
лютным приоритетом, счет может идти на секунды — например, оказа-
ние медицинской помощи в экстренных случаях.
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Исследование представляет обзор систем массового обслуживания
с дисциплиной поступления «выбор кратчайшей очереди» («Join-the-
Shortest-Queue» (JSQ)), разработанной для оптимизации времени ожи-
дания начала обслуживания заявки и общей загрузки системы. Кратко
сформулирована классическая модель с основными полученными для
нее результатами, приведены дальнейшие варианты развития данной
дисциплины (функционирование системы в экстремальных условиях;
выбор системы для поступления из некоторого подмножества систем).
Кроме того, приведены некоторые альтернативы для JSQ-модели.

Классическая JSQ-модель и ее разновидности. Для системы
массового обслуживания, состоящей из нескольких параллельных под-
систем, каждая из которых включает в себя накопитель и один либо
несколько обслуживающих устройств, дисциплина поступления JSQ ха-
рактеризуется тем, что поступающий поток заявок выбирает подсисте-
му с минимальной длиной очереди [1]. В случае, если при поступлении
заявки все подсистемы имеют одинаковые длины очередей, заявка с
заданной вероятностью выбирает одну из подсистем [1].

Впервые данная модель, состоящая из двух подсистем с неограни-
ченным числом мест в очереди и отдельным для каждой подсистемы
обслуживающим прибором, была рассмотрена в 1958 г. [2].

Анализ классической модели с большим числом накопителей явля-
ется более трудоемкой задачей в связи с увеличением размерности со-
стояния системы, однако похожие на классическую модели (например,
с одним обслуживающим прибором) при трех и более накопителях бы-
ли исследованы с помощью марковского процесса размножения и гибе-
ли [3]. Затем с помощью аналогичных методов было проведено исследо-
вание классической модели с большим числом очередей и приборов [4].

На рис. 1 представлены основные виды JSQ-моделей.
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Рис. 1. Развитие JSQ-моделей

В качестве альтернативных моделей JSQ имеются другие подходы
для оптимизации обслуживания и увеличения эффективности работы
системы: политика Idle-One-First (I1F), требующая меньше информа-
ции о состоянии серверов, чем JSQ, но при этом достигающая той же
асимптотической производительности за счет отдачи приоритета сна-
чала пустым очередям, а затем очередям с одной заявкой [5]; модель
Join-the-Least-Workload (JLW) [6], в которой заявка поступает в оче-
редь с наименьшей текущей загрузкой, и модель RSQ(d) (Replicate to
the Shortest Queues), являющаяся обобщением JSQ и JLW моделей [7].
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Сети массового обслуживания с изменяемыми параметрами различ-
ных классов могут использоваться в качестве математических моделей
дискретных стохастических сетевых систем с отказами и восстановле-
нием элементов, а также для анализа разработки методов управления
такими системами [1].

Рассматривается экспоненциальная замкнутая сеть систем массово-
го обслуживания типа𝑀/𝑀/𝑘 и одним классом требований. Параметры
этой сети обслуживания выбраны таким образом, что математическое
ожидание числа требований во всех системах обслуживания одинако-
во. Используя известные методы анализа сетей массового обслужива-
ния [2], проведена серия экспериментов с сетью обслуживания при раз-
личных параметрах структуры и интенсивностях обслуживания требо-
ваний в системах обслуживания.

Проведенное исследование показало, что уменьшение числа прибо-
ров или интенсивности обслуживания требований в отдельной системе
обслуживания оказывает существенное влияние на стационарные ха-
рактеристики этой системы. При этом изменение стационарных харак-
теристик в других системах сети незначительно, особенно в сетях боль-
шой размерности.

Дальнейшие исследования могут быть направлены на разработку
метода адаптивного управления маршрутной матрицей замкнутой сети
массового обслуживания.
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In this work, we contribute to queueing theory by applying queueing-
theoretic methods as an economic management tool aimed at controlling
customer behavior within retail loyalty programs considering system eco-
nomic state.

Our framework models each loyalty level as a finite-capacity service sta-
tion within a queueing network. Here, each level represents a section of the
customer–product matrix that reflects the ability of customers who have
achieved certain shopping milestones to purchase certain products at a dis-
count. Each level has capacity constraints reflecting discount budgets or
eligibility limits. Customers, modeled as jobs arriving stochastically (e.g.,
via a Poisson process with rate 𝜆), are processed sequentially through these
levels. The progression from level 𝐴𝑖 to level 𝐴𝑖+1 is governed by the state-
update equation:

𝑥𝑖+1(𝑡+ 1) = 𝑥𝑖+1(𝑡) + 𝑢𝑖(𝑡) · 𝜇𝑖 𝑥𝑖(𝑡)−𝐷𝑖+1(𝑡), (1)

where 𝑥𝑖(𝑡) denotes the number of customers at level 𝐴𝑖; 𝑢𝑖(𝑡) ∈ {0, 1} is
a control variable indicating admission to the next level; 𝜇𝑖 is the progres-
sion rate (the scaling factor determining the size of the delta from 𝑥𝑖(𝑡));
𝐷𝑖+1(𝑡) captures departures from level 𝐴𝑖+1. The model enforces capacity
constraints:

𝑥𝑖(𝑡) ≤ 𝐶𝑖, ∀ 𝑖, 𝑡, (2)

which effectively block further transitions when a level is full. This blocking
mechanism accounts for additional economic information about the system
state and serves as the control lever to regulate customer flow and prevent
over-discounting.

By extending the state-dependent F-policy approach, our framework
provides a systematic method for dynamically controlling customer pro-
gression. Its goal is to optimize key financial metrics by aligning discount
allocation with customer behavior, ensuring that discount strategies remain
both attractive and financially sustainable [1, 2].
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Distributed computer systems will respond to queries reliably and cor-
rectly, minimizing the risks of time loss and incorrect behavior of the whole
system applying the probabilistic approach to the mathematical modeling.
Research is based on the concept of transforming the discrete-time Markov
chain formula into the container virtualization distributed computer system
under conditions of uncertainty and approval of its applicability. Theoreti-
cal model demonstrates the applicability of the discrete-time Markov chain
to the container virtualisation.

Introduction. Queuing theory solves the issues with distribution of
the requests making it probabilistic and countable. Distributed comput-
ing research has led to significant advances in container virtualization, a
technology that enables efficient resource management and increased appli-
cation scalability. However, in contexts characterized by uncertainty, pre-
dictability and performance optimization remain open challenges. A promis-
ing approach to address these issues is the application of the discrete-time
Markov chain, a mathematical technique used to model stochastic systems
and predict their future behavior based on previous states. Transforming
the Markov chain formula into a container virtualization-based distributed
computing system allows for the development of more robust control and
optimization algorithms. The main objective of this research is to analyze
the feasibility and effectiveness of this approach, assessing its applicability
under uncertainty and its impact on dynamic resource management.

Theoretical background. The implementation of the discrete-time
Markov chain in container virtualization distributed computing systems is
based on a mathematical model that describes the probability of transition
between different states of the system over time. We define the system as
a series of states 𝑆 = {𝑠1, 𝑠2, ..., 𝑠𝑛}, where each state represents a specific
configuration of the system, such as resource allocation or CPU and memory
utilization level. The dynamics of the system is described by a transition

Supported by academic advisor Professor V.V.Bogatyrev, Doctor of technical sci-
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matrix 𝑃 , where each element 𝑝𝑖𝑗 represents the probability of transition
from state 𝑠𝑖 to state 𝑠𝑗 in a discrete time interval 𝑡 [1].

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑝11 𝑝12 · · · 𝑝1𝑛
𝑝21 𝑝22 · · · 𝑝2𝑛
...

...
. . .

...
𝑝𝑚1 𝑝𝑚2 · · · 𝑝𝑚𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦ , (1)

where the sum of the probabilities of each row is equal to 1:

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗 = 1, ∀𝑖. (2)

The state of the system at a given instant 𝑡 is described by a probability
vector 𝜋(𝑡), where each element 𝜋𝑖(𝑡) indicates the probability that the
system is in state 𝑠𝑖 at time 𝑡. The temporal evolution of 𝜋(𝑡) follows the
relation:

𝜋(𝑡+ 1) = 𝜋(𝑡)𝑃. (3)

In the long run, the system tends to reach a stationary distribution 𝜋*,
which satisfies the following equation:

𝜋*𝑃 = 𝜋*. (4)

Under uncertainty, system transitions may be influenced by external
factors, such as unexpected workload fluctuations or temporary resource
failures. In this case, the model can be extended using a Markov chain
with non-deterministic transitions, where the matrix P is replaced by a
set of matrices {𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑚} representing possible scenarios of system
condition variations.

An extension of the model includes the use of fuzzy logic to handle
uncertainty in state transitions. We define a set of membership functions
𝜇(𝑠𝑖) to represent the degree of membership of a state to a given load
category (low, medium, high). The update of the probability vector can
then be represented as:

𝜋(𝑡11) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘 𝜋(𝑡)𝑃𝑘. (5)

Results. The experimental implementation of the proposed approach
was conducted in a simulated container virtualization environment using
tools such as Kubernetes and Docker. Resource management modeling was
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performed by building a Markov chain with states representing different sys-
tem operating conditions, including variable workload, application response
times, and resource failure rate. Results showed that using the Markov chain
formula transformation allows for a more accurate prediction of resource al-
location needs compared to traditional approaches based on static heuristics.
Furthermore, integrating the model with a machine learning-based manage-
ment system allowed dynamically adapting scheduling decisions to changing
system conditions. The effectiveness of the method was evaluated based on
metrics such as average response latency, CPU utilization, and load balanc-
ing frequency. Simulations highlighted a significant reduction in downtime
and increased efficiency in resource use, demonstrating the validity of the
proposed approach.

Conclusion. The transformation of the discrete-time Markov chain
formula into the container virtualization distributed computing system has
proven to be an effective method to address the uncertainty issues in dy-
namic resource management. Theoretical analysis has confirmed that the
model can be adapted to real-world scenarios, while experimental results
have demonstrated significant improvements in operational efficiency and
system resilience. Integration with machine learning and advanced opti-
mization techniques could further enhance the predictive and adaptive ca-
pabilities of the model, opening up new prospects for the use of Markov chain
theory in intelligent management of distributed systems. Future research
could focus on extending the model to multi-cloud systems and evaluating
its performance in large-scale production environments.
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We adopt the classical wrap-around model [1, 2] by reducing the in-
finite 1D lattice of base stations (BS) to a single periodic segment. BS
are positioned at 𝑥𝑗 = 𝑗𝐷, 𝑗 ∈ Z, with inter-site distance 𝐷 > 0. Ow-
ing to spatial homogeneity, we normalise 𝐷 ≡ 1. For any absolute posi-
tion 𝑥(𝑡) ∈ R define: 𝑠(𝑡) = {𝑥(𝑡)} ∈ [0, 1) ∼= 𝑆1, 𝑗(𝑡) = ⌊𝑥(𝑡)⌋ ∈ Z,
so that 𝑥(𝑡) = 𝑗(𝑡) + 𝑠(𝑡). Under uniform motion 𝑥(𝑡) = 𝑥(0) + 𝑣0𝑡,
one obtains: 𝑠(𝑡) = {𝑥(0) + 𝑣0𝑡}, 𝑗(𝑡) = ⌊𝑥(0) + 𝑣0𝑡⌋. Thus, all anal-
ysis reduces to motion on the compact manifold 𝑆1. The mean received
power is modelled as a sum of a spatial baseline and a velocity-dependent
penalty: 𝑞(𝑠, 𝑣0) = 𝑞*(𝑠) + ∆𝑞(𝑣0). To regularise the nondifferentiable
minimum function 𝑑(𝑠) = min{𝑠, 1 − 𝑠}, we use a 𝐶∞-approximation:
𝑑𝜀(𝑠) =

√︀
𝑠(1− 𝑠) + 𝜀2, 0 < 𝜀≪ 1, and define:

𝑞*(𝑠) = 𝑞0 − 𝑎 𝑑𝜀(𝑠)
𝛾 , 𝛾 ∈ [2, 4], 𝑎, 𝑞0 > 0. (1)

We also take into consideration a velocity penalty :

∆𝑞(𝑣0) = −𝑏𝑣0 − 𝑐 ln(1 + 𝑣0), 𝑏, 𝑐 > 0, 𝑣0 ≥ 0. (2)

Combining (1) and (2) we derived the total mean signal :

𝑞(𝑠, 𝑣0) = 𝑞0 − 𝑎 𝑑𝜀(𝑠)
𝛾 − 𝑏𝑣0 − 𝑐 ln(1 + 𝑣0), (𝑠, 𝑣0) ∈ 𝑆1 × R+. (3)

This function is smooth in 𝑠, periodic, and strictly decreasing in 𝑣0.
Let the state process be

𝑋𝑡 := (𝑄𝑡, 𝑆𝑡) ∈ 𝒳 := [𝑞min, 𝑞max]× 𝑆1, 𝑆𝑡 := {𝑥(0) + 𝑣0𝑡},

where 𝑞min < inf
𝑠,𝑣0

𝑞(𝑠, 𝑣0) and 𝑞max > 𝑞0. We assume reflecting boundaries

at 𝑞min, 𝑞max and periodicity in 𝑆1. The dynamics are:

𝑑𝑆𝑡 = 𝑣0 𝑑𝑡, (4)

𝑑𝑄𝑡 = −𝛼
(︀
𝑄𝑡 − 𝑞(𝑆𝑡, 𝑣0)

)︀
𝑑𝑡+ 𝜎(𝑄𝑡, 𝑣0) 𝑑𝑊𝑡, (5)

𝜎2(𝑞, 𝑣0) := 𝜎2
0(1 + 𝛽𝑣20), 𝛼, 𝜎0, 𝛽 > 0.
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The variable 𝑄𝑡 follows an Ornstein–Uhlenbeck-type diffusion with
space–velocity-dependent equilibrium 𝑞(𝑠, 𝑣0), see (3). For 𝑓 ∈ 𝐶2(𝒳 )
smooth and periodic in 𝑠 with Neumann conditions in 𝑞, the generator:
ℒ𝑣0𝑓(𝑞, 𝑠) = 𝑣0𝜕𝑠𝑓 − 𝛼(𝑞 − 𝑞(𝑠, 𝑣0)) 𝜕𝑞𝑓 + 1

2𝜎
2(𝑞, 𝑣0) 𝜕𝑞𝑞𝑓. The process 𝑋𝑡

is time-homogeneous, as all coefficients are time-independent.

Theorem 1 Stationarity. For any 𝑣0 > 0, the process 𝑋𝑡 admits a
unique stationary density 𝜋𝑣0 ∈ 𝐶∞(𝒳 ) satisfying:

−𝑣0𝜕𝑠𝜋 + 𝜕𝑞
[︀
𝛼(𝑞 − 𝑞(𝑠, 𝑣0))𝜋

]︀
− 1

2𝜕𝑞𝑞[𝜎
2(𝑞, 𝑣0)𝜋] = 0, (𝑞, 𝑠) ∈ 𝒳 (6)

with reflecting conditions in 𝑞 and periodicity in 𝑠.
Moreover, 𝜋𝑣0 admits the explicit representation:

𝜋𝑣0(𝑞, 𝑠) =
1

𝑍𝑣0

∫︁ 1/𝑣0

0

1

𝜎2(𝑞, 𝑣0)
exp

{︂
2

∫︁ 𝑞

𝑞min

−𝛼(𝑥− 𝑞(𝑠+ 𝑣0𝜏, 𝑣0))

𝜎2(𝑥, 𝑣0)
𝑑𝑥

}︂
𝑑𝜏

(7)
with normalisation

∫︀
𝒳
𝜋𝑣0 = 1.

Theorem 2 Stability Criterion. Let 𝜆in be the arrival rate. Then the
system is stable (positive recurrent) iff

𝜆in < 𝜇(𝑣0) :=

∫︁
𝑆1

∫︁ 𝑞max

𝑞min

𝑢(𝑞)𝜋𝑣0(𝑞, 𝑠) 𝑑𝑞 𝑑𝑠, (8)

i.e. the average service rate exceeds the load, where the throttling policy is
given by:

𝑢(𝑞) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜇norm, 𝑞 ≥ 𝑞good,

𝜇slow exp{−𝜂(𝑞good − 𝑞)}, 𝑞poor < 𝑞 < 𝑞good, 𝑞poor < 𝑞good,

𝜂 > 0,

0, 𝑞 ≤ 𝑞poor,

(9)

which depends only on 𝑄𝑡, since 𝑞(𝑆𝑡, 𝑣0) is embedded in the drift.
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Introduction

This paper studies a queueing network model with mobile aggregators
operating under temporally varying network node availability. The primary
focus is the stochastic connectivity dynamics and their impact on buffering
parameters for aggregated traffic. Nodes are modeled as queueing systems
with Markovian dynamic capacities.

Consider a graph 𝐺 = (𝑉,𝐸), where 𝑉 is a set of nodes (base stations),
and 𝐸 are edges indicating mobile aggregator trajectories with speed 𝑝 > 0.
Each node 𝑣 ∈ 𝑉 is characterised by:

𝑣 =
(︁
𝑞𝑣, 𝑅𝑣, 𝑁(𝑣), 𝑆(𝑣), {𝜇max(𝑣, 𝑖)}𝑁(𝑣)

𝑖=1

)︁
,

where 𝑞𝑣 are node coordinates, 𝑅𝑣 is coverage radius, 𝑁(𝑣) is the number
of channels with random maximum capacities 𝜇max(𝑣, 𝑖). Channel intensity
is given by:

𝜇(𝑣, 𝑖, 𝑡) = 𝜇max(𝑣, 𝑖) ·

[︃
1−

(︂
𝑑(𝑋(𝑡), 𝑞𝑣)

𝑅𝑣

)︂2
]︃
,

where 𝑑(·) is Euclidean distance and 𝑋(𝑡) the aggregator position.
The aggregator state dynamics are modeled by a finite-state Markov

chain with states 𝑆1 (strong signal), 𝑆2 (weak signal), 𝑆3 (no signal), and
intensity transition matrix:

P =

⎡⎢⎢⎣
−𝛼1 𝛼1 0

𝛽1 −(𝛽1 + 𝛽2) 𝛽2

0 𝛾2 −𝛾2

⎤⎥⎥⎦ , 𝛼1 =
𝑝

𝛿
, 𝛽1,2 =

𝑝

𝑅− 𝛿
, 𝛾2 =

𝑝

∆
.

Main Results

Theorem 1 (Stationary Distribution of Queue Length.) Let the in-
coming traffic 𝜆𝑣 be distributed among node 𝑣 channels proportionally to
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current intensities 𝜇𝑣,𝑖. Under stability condition:

𝜌𝑣,𝑖 =
𝜆𝑣 𝜇𝑣,𝑖∑︀
𝑗 𝜇𝑣,𝑗𝜇𝑣,𝑖

< 1,

the queue length distribution for each channel 𝑖 at node 𝑣 is geometric:

𝜋𝑣,𝑖(𝑛) = (1− 𝜌𝑣,𝑖)𝜌
𝑛
𝑣,𝑖, 𝑛 ≥ 0,

with the joint node distribution given by:

P(𝑛𝑣,1, . . . , 𝑛𝑣,𝑁(𝑣)) =

𝑁(𝑣)∏︁
𝑖=1

(1− 𝜌𝑣,𝑖)𝜌
𝑛𝑣,𝑖

𝑣,𝑖 .

Theorem 2 (Ergodicity and Exponential Convergence.) If 𝜆 < 𝜇, the
system is ergodic and converges exponentially to stationary distribution 𝜋:

‖P(𝑋(𝑡) ∈ ·|𝑋(0))− 𝜋(·)‖𝑇𝑉 ≤ 𝐶𝑒−(𝜇−𝜆)𝑡,

where 𝐶 = exp(𝛾‖𝑋(0)‖init), constants 𝛾, ‖𝑋(0)‖init depend on system
parameters.

Theorem 3. (Buffer Capacity Sufficiency.) Let the maximum offline
duration of the aggregator be:

𝑇max =
∆max

𝑝
.

To prevent data loss, buffer capacity must satisfy:

𝐵max > 𝜆𝑇max,

ensuring:
𝑃{sup

𝑡≥0
𝐵(𝑡) ≤ 𝐵max} = 1.

Theorem 4. (Phase Transition with Temporal Connectivity.) If the
coverage probability 𝜋 exceeds a critical threshold 𝜋𝑐 ≈ 0.68, and conditions:

𝐵max > 𝜆𝑇max, 𝜆 < 𝜇slow,

are satisfied, a temporal connectivity cluster forms, ensuring bounded queue
length with probability 1.
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