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Постановка задачи

Рассмотрим открытые и замкнутые сети массового обслуживания с
запретами на переходы между узлами сети, определяющими
протокол их работы. В графе переходных интенсивностей сетей
выделим множество базовых вершин (пропорциональное числу
ребер) и поставим вопрос об удалении некоторого его
подмножества так, чтобы стационарное распределение марковского
процесса, описывающего функционирование сети, сохранялось.
Определим достаточные условия, при которых задача будет решена
и докажем, что отношения числа оставшихся базовых вершин к
общему числу вершин n сходится к 1/2 при n→∞.



Постановка задачи

Граф переходных интенсивностей сети массового обслуживания
определяет протокол ее работы и удаление его элементов приводит
к уменьшению возможных переходов между состояниями сети.
Такое изменение графа переходных интенсивностей означает
изменение протокола работы сети массового обслуживания и
связано, например, с решением задач о конструировании
транспортной или компьютерной сети (см. [1 - 6]). Одним из
способов изменения протокола работы сети является введение
блокирующих вероятностей переходов между состояниями сети [7,
8]. Но этот способ не подразумевает введения запретов на
переходы, что является актуальной прикладной задачей и требует
связности графа переходных интенсивности [9 - 10].



Открытая сеть

Рассмотрим открытую сеть [11 - 16] с пуассоновским входным
потоком интенсивности λ, m одноканальными узлами c
интенсивностями обслуживания µi , i = 1,m. Перемещения заявок в
сети задаются неразложимой маршрутной матрицей Θ = ||θij | |mi ,j=0,
где θij – вероятность перехода после обслуживания из i-го узла в
j-ый, θ00 = 0, узел 0 – внешний источник. Обозначим
Λ=(λ, λ1, ..., λm) единственное решение системы балансовых
соотношений

Λ = ΛΘ.

Число заявок в узлах сети описывается марковским процессом с
множеством состояний N = {n = (n1, ..., nm) : n1, ..., nm ≥ 0} и
переходными интенсивностями:

L(n,n + ek) = λθ0k , L(n + ek ,n) = µkθk0,

L(n + ek ,n + ei ) = µkθki , 1 ≤ k 6= i ≤ m, n ∈ N.

У элемента ek из N k-я координата равна 1, остальные – 0.



Базовые графы открытой сети

Пусть Γ(n) – граф с множеством вершин V (n)={n, n + ek , k=1,m}
и множеством ребер их соединяющих. Назовем вершину n базовой,
соответствующий ей граф Γ(n) базовым, а множество всех таких
вершин N0 базовым множеством. В случае открытой сети N0 = N.

Рис. 1. Базовый граф открытой сети при m = 2.



Запреты на переходы в открытой сети

Для некоторого N∗ ⊆ N0 положим

Γ(N∗) =
⋃

n∈N∗

Γ(n), V (N∗) =
⋃

n∈N∗

V (n).

Опишем сеть c запретами G∗, сопоставив ей граф Γ(N∗). В графе
Γ(N∗) отсутствие ребра (n,n + ek) означает, что в узел k извне
заявки не поступают и после обслуживания в нем вовне не уходят,
а отсутствие ребра (n+ek ,n+e i ) означает, что после обслуживания
в узле k заявки не поступают в узел i , k 6=i .

Теорема 1. Если ρi =
λi
µi
< 1, i = 1,m, V (N∗) = N, а граф Γ(N∗)

связный, то марковский процесс, описывающий функционирование
сети G∗, эргодический и его стационарное распределение имеет вид

π(n) = C−1
m∏
i=1

ρnii , C =
∑
n∈N

m∏
i=1

ρnii , n ∈ N. (1)



Запреты на переходы в открытой сети

Рис. 2. Граф Γ(N) (слева) и граф Γ(N∗) (справа) при m = 2.

Теорема 2. Если Π(2k) = {n ∈ N : 0 ≤ n1, ..., nm ≤ 2k}, то

|N∗
⋂

Π(2k)|
|N0

⋂
Π(2k)|

→ 1

2
, k →∞.

Теорема 3. Удаление из множества N∗ вершины нарушает или
равенство V (N∗) = N или связность графа Γ(N∗).



Открытая сеть с ограниченным числом заявок

Пусть {n = (n1, ..., nm) : n1, ..., nm ≥ 0, ||n|| = n1 + . . .+ nm,
N = {n : ||n|| ≤ 2K + 1}, N0 = {n ∈ N : ||n|| ≤ 2K}.

Рис. 3. Граф Γ(N) (слева) и граф Γ(N∗) (справа) при m = 2.

Теорема 4. Справедливо соотношение
|N∗|
|N0|

→ 1

2
, K →∞.

Теорема 5. Удаление из множества N∗ вершины нарушает или
равенство V (N∗) = N или связность графа Γ(N∗).



Замкнутая сеть

Пусть в замкнутой сети циркулирует 2K + 1 заявок между m,
m > 2, узлами. Перемещения заявок задаются неразложимой
маршрутной матрицей Θ = ||θij ||mi ,j=1. Тогда для любого B > 0
решение Λ = (λ1, λ2, ..., λm) системы балансовых соотношений

Λ = ΛΘ при условии B =
m∑
i=1

λi > 0 существует и единственно.

Число заявок в узлах сети описывается марковским процессом с
множеством состояний N = {n = (n1, ..., nm) : ni ≥ 0, ||nk ||=2K+1}
и переходными интенсивностями:

L(n + ei ,n + ek) = µiθik , 1 ≤ i 6= k ≤ m, n + ei ,n + ek ∈ N.



Переход к новым переменным для замкнутой сети

Пусть N0 = {n ∈ N : nm > 0} и Γ(n), n ∈ N0, – базовый граф с
множеством вершин V (n) = {n,n− em + ei , 1 ≤ i < m} и
множеством ребер их соединяющих. В этом случае V (N0) = N.
Сопоставим каждой точке множества n = (n1, ..., nm) ∈ N точку
n′ = (n1, ..., nm−1, 0) и определим множества
N′ = {n′ : ||nk || ≤ 2K + 1}, N′0 = {n′ ∈ N′ : ||nk || ≤ 2K}.
Формулы для переходных интенсивностей преобразуются:

L(n′,n′ + ei )=µmθmi , L(n′ + ei ,n′)=µiθim, L(n′ + ei ,n′ + ek)=µiθik .

Рис. 3. Рисунок базового графа для замкнутой сети при m = 3.



Запреты на переходы для замкнутой сети

Пусть N∗ ⊂ N0. Аналогично случаю открытой сети можно описать
замкнутую сеть G∗ с запретами, сопоставив ей граф Γ(N∗).
Теорема 5. Если V (N∗) = N, а граф Γ(N∗) связный, то
марковский процесс, описывающий функционирование сети G∗,
эргодический и его стационарное распределение имеет вид

π(n) = C−1
m∏
i=1

(
λi
µi

)ni

, C =
∑
n∈N

m∏
i=1

(
λi
µi

)ni

, 1 ≤ i ≤ m.



Запреты на переходы в замкнутой сети

Выберем суженное множество базовых вершин N∗ в виде:

Рис. 3. Граф Γ(N) (слева) и граф Γ(N∗) (справа) при m = 3.

Теорема 6. Удаление из множества N∗ вершины нарушает или
равенство V (N∗) = N или связность графа Γ(N∗).

Теорема 7. Справедливо соотношение
|N∗|
|N0|

→ 1

2
, K →∞.



Обобщение моделей открытой и замкнутой сетей

Пусть |N∗| <∞, тогда мультипликативные теоремы для открытой
и замкнутой сетей можно распространить на случай
µi = µi (n), i = 1, . . . ,m.
Теорема 8. Если V (N∗) = N, а граф Γ(N∗) связный, то
марковский процесс, описывающий функционирование сети с
запретами, эргодический и его стационарное распределение имеет
вид

π(n) = C−1
n1∏

k1=0

λ1
µ1(k1, n2, . . . , nm)

× . . .×
nm∏

km=0

λm
µm(n1, . . . , nm−1, km)

,

λi
µi (0, n2, . . . , nm)

= 1, . . . ,
λi

µi (n1, n2, . . . , nm−1, 0)
= 1.

В частности, задание µi (n) = min(ri , ni )µi соответствует переходной
интенсивности для ri - канального узла i = 1, . . . ,m.
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